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PRÉFACE. 


C'est  icy  un  livre  de  bonne  foy,  lecteur 
...  Mes  deffauts  s'y  liront  au  Tif » 

Montaigne,  Préface  des  Essais. 


Le  premier  traité  d'Arithmétique  supérieure,  ou  d'Arith- 
mologie,  a  été  publié  à  la  fin  du  siècle  dernier  par  Legendre, 
sous  le  titre  :  Essai  sur  la  théorie  des  nombres  (Paris,  an  vi). 
Cet  excellent  ouvrage  renfermait  non  seulement  tout  ce  qui 
était  connu  jusqu'alors  sur  cette  science,  et  notamment  les  re- 
cherches d'EuLER  et  de  Lagraj^ge,  sur  les  théorèmes  énoncés 
par  Fermât,  mais  encore  les  nombreuses  découvertes  de  l'il- 
lustre auteur,  qui  rendit  de  si  grands  services  à  l'Arithmé- 
tique. On  lui  doit  surtout  le  théorème  fondamental  qui  porte 
son  nom,  c'est-à-dire  Ja  Loi  de  réciprocité  des  résidus  qua- 
dratiques. Deux  autres  éditions,  considérablement  augmen- 
tées, ont  été  publiées  de  son  vivant;  la  troisième,  définitive, 
en  trois  volumes  in-4*',  en  i83o.  Celle-ci  vient  d'être  traduite 
en  langue  allemande  par  M.  Maser  (Leipzick,  1886). 

Dans  la  première  année  du  siècle,  Gauss  fît  paraître  les 
Disquisitiones  arithmeticœ  (Leipzick,  1801).  Une  traduc- 
tion française,  les  Recherches  arithmétiques  (Paris,  1807), 
est  due  à  Poullet-Delisle.  Depuis,  de  nombreuses  éditions 
de  cet  ouvrage  admirable  ont  été  publiées  dans  plusieurs 
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langues,  et  notamment  la  version  originale,  en  langue  alle- 
mande, pour  laquelle  l'auteur  n'avait  pu  trouver  d'éditeur! 

Ce  livre,  monument  impérissable,  dévoile  l'immense 
étendue,  l'étonnante  profondeur  de  la  pensée  humaine.  Son 
auteur  excella  dans  toutes  les  parties  des  Sciences  mathé- 
matiques, pures  et  appliquées  ;  dans  l'Analyse  algébrique, 
dans  la  Théorie  des  fonctions,  dans  le  Calcul  des  probabilités, 
dans  la  Géométrie  des  surfaces,  dans  l'Astronomie  physique 
et  pratique,  dans  la  Mécanique  céleste,  dans  l'Optique,  dans 
le  Magnétisme,  dans  la  Théorie  des  attractions,  etc.;  ses 
compatriotes  l'ont,  avec  raison,  surnommé  Pr inceps  mathe- 
maticorum.  Mais  ce  que  ce  savant  illustre,  que  l'on  doit 
placer  à  côté  des  plus  grands  génies  scientifiques  de  l'huma- 
nité, préférait  par-dessus  tout,  c'était  sa  chère  Arithmé- 
tique, ainsi  qu'il  le  répétait  continuellement  dans  sa  cor- 
respondance ;  nous  n'y  contredirons  point. 

Les  découvertes  de  Gauss  ont  donné  lieu  à  de  nombreux 
mémoires  sur  l'Arithmétique,  surtout  en  Allemagne;  mais 
nous  ne  pouvons  citer  ici  que  les  principaux  traités  didac- 
tiques. —  En  France,  Poinsot  publie,  dans  le  Journal  de 
Liouville  (t.  X,  i845),  un  mémoire  intitulé  :  Réflexions  sur 
les  principes  fondamentaux  de  la  Théorie  des  nombres; 
cet  ouvrage  mérite  l'attention  à  plus  d'un  titre,  surtout  par  la 
clarté  et  l'élégance  de  l'exposition,  mais  non  par  la  nou- 
veauté; malheureusement,  la  démonstration  du  principe,  sur 
lequel  repose  tout  l'ensemble,  n'est  pas  rigoureuse,  bien  que 
toutes  les  conséquences  en  soient  exactes.  —  Nous  devons 
rappeler  encore  les  deux  opuscules  de  Lebesgue  :  Exercices 
d^ Analyse  numérique  et  Introduction  à  la  Théorie  des 
nombres  (Paris,  iSSg  et  1868).  On  doit  regretter  que  cet 
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auteur  n'ait  pu  terminer  la  publication  qu'il  avait  annoncée. 
—  Enfin  le  second  volume  du  Cours  d'Algèbre  supé- 
rieure, de  Serret  (4®  édition),  est  consacré  presque  entière- 
ment à  la  théorie  des  congruences  et  à  ses  applications  à 
la  résolution  algébrique  des  équations  ;  mais^  par  suite  d'une 
inadvertance  inconcevable,  dès  la  première  page,  plusieurs 
des  démonstrations  présentées  par  l'auteur  manquent  de 
rigueur.  En  particulier,  nous  signalerons  comme  imparfaite 
la  démonstration  du  théorème  de  Bachet,  que  tout  entier 
est  la  somme  de  quatre  carrés,  ou  de  moins  de  quatre.  Cette 
critique  n'a  pas  pour  but  de  diminuer  l'importance  de  l'excel- 
lent ouvrage  de  Serret,  qui  d'ailleurs  a  été  apprécié,  tra- 
duit et  publié  en  Allemagne  (Leipzick,  1879)  par  M.  Wer- 
THEiM.  Nous  exposerons,  dans  le  second  volume,  une  fort 
belle  démonstration  du  théorème  de  Bachet,  qui  nous  a  été 
communiquée  par  M.  Matrot,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 
M.  TcHEBYCHEF  a  publié  en  langue  russe  la  Théorie  des 
congruences  (Saint-Pétersbourg,  1847).  ^^^  traduction  en 
langue  allemande  vient  de  paraître  par  les  soins  de  M.  Scha- 
piRA,  professeur  à  l'Université  de  Heidelberg  (Berlin,  1889). 
Cet  ouvrage  contient,  dans  l'original  mais  non  dans  la  traduc- 
tion, la  démonstration  de  l'un  des  plus  beaux  et  des  plus  dif- 
ficiles théorèmes  de  l'Arithmétique  transcendante  ;  nous  don- 
nerons, dans  le  troisième  volume,  une  simplification  de  cette 
admirable  démonstration,  qui  suffirait  à  elle  seule  pour  ob- 
tenir l'immortalité,  si  son  auteur  ne  s'était  surpassé  lui- 
même  par  l'invention  d'un  nouveau  genre  de  calcul,  pour  la 
détermination  des  maxima  et  des  minima  d^ntégrales  com- 
prises entre  des  limites  données,  et  par  ses  nombreuses  et 
utiles  applications  à  la  Mécanique  des  systèmes  articulés. 
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Il  serait  trop  long*  de  donner  la  liste  des  ouvrages  qui  ont 
paru  en  Allemagne,  dans  ces  dernières  années,  sur  le  sujet 
qui  nous  occupe.  Nous  nous  bornerons  à  citer  les  Leçons  de 
Lejeune-Dirighlet,  publiées  par  M.  Dedekind  :  Vorlesungen 
liber  Zahlentheorie.  La  troisième  édition  de  ce  délicieux 
traité  (Brunswick,  1881)  contient,  en  dehors  de  la  démon- 
stration du  célèbre  théorème  de  Dirichlet  sur  la  présence 
des  nombres  premiers  dans  les  progressions  arithmétiques, 
de  remarquables  et  importantes  additions  de  l'éditeur  sur 
l'Arithmétique  générale.  Pour  terminer,  nous  citerons  les 
Leçons  académiques  de  M.  Bachmann  sur  la  dernière  section 
des  Disquisitiones  de  Gauss,  sous  le  titre  :  Die  Lehre 
von  der  Kreistheilung  und  ihre  Beziehungen  zur  Zahlen- 
theorie (luev^ziok^  l'è'ji). 

Telles  sont  les  principales  sources  d'où  notre  œuvre  dé- 
coule. 

Depuis  longtemps,  nous  avons  amassé  et  recueilli  des  do- 
cuments nombreux,  intéressants,  de  tous  auteurs  et  de  tous 
pays,  pour  écrire  un  livre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe.  Nous 
y  ajoutons  une  partie  de  nos  propres  recherches,  que  nous 
avions  publiées  dans  ce  but,  au  jour  le  jour,  un  peu  partout 
et  notamment  dans  les  Comptes  rendus,  les  Bulletins  des 
Académies  des  Sciences  de  Turin,  Rome  et  Saint-Pé- 
tersbourg, de  la  Société  mathématique  de  France  ;  dans  VA- 
merican  Journal,  à  Baltimore,  dans  les  Comptes  rendus  de 
l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences,  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  dans  la  Nouvelle 
Correspondance  et  dans  Mathesis,  à  Bruxelles  et  à  Liège, 
dans  le  Messenger  of  MatJiematics,  à  Cambridge,  etc. 

Il  nous  reste  à  indiquer  le  plan  général  de  ce  livre.  Nous 
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prenons  la  science  à  son  origine  et,  dans  l'Introduction,  nous 
indiquons  les  débuts,  les  progrès  et  les  applications  de 
r Arithmétique,  tout  en  restant  dans  les  idées  générales. 
Nous  compléterons  cet  exposé,  s'il  y  a  lieu,  pour  les  volumes 
qui  suivront.  Nous  insistons  sur  les  procédés  du  calcul,  d'au- 
tant plus  qu'on  les  néglige  dans  les  éléments,  à  ce  point  que 
la  construction  des  tables  de  multiplication  est  enseignée 
d'une  manière  défectueuse.  Nous  mettons  les  calculs  dits 
algébriques  en  face  des  calculs  de  l'Arithmétique  ordinaire, 
car  nous  considérons  le  nombre  entier  d'une  manière  géné- 
rale, indépendante  de  son  enveloppe,  positif  ou  négatif,  soit 
qu'on  le  représente  par  des  boules,  par  des  chiffres  ou  par 
les  lettres  de  l'alphabet.  Ce  n'est  pas  dans  la  manière  de 
figurer  les  nombres,  de  les  habiller  pour  ainsi  dire,  que  nous 
distinguons  l'Arithmétique  de  l'Algèbre,  mais  c'est  surtout 
dans  l'essence  même  des  nombres,  dans  la  manière  de  les 
concevoir.  La  ligne  de  démarcation  entre  l'Arithmétique  et 
l'Algèbre  provient  de  l'idée  que  l'on  se  fait  du  nombre, 
suivant  qu'on  le  considère  comme  grandeur,  ou  simplement 
comme  numéro  d'ordre,  c'est-à-dire  suivant  que  l'on  accepte 
ou  que  l'on  refuse  la  notion  de  continuité  ;  c'est  ainsi  que  la 
doctrine  des  nombres  irrationnels,  des  logarithmes,  etc.,  ap- 
partient exclusivement  au  domaine  de  l'Algèbre,  c'est-à-dire 
des  fonctions  analytiques. 

Pour  tout  ce  qui  concerne  les  éléments  du  calcul,  numé- 
rique ou  littéral,  les  développements  marchent  parallèle- 
ment, quand  on  exclut  la  continuité.  A  toutes  les  opérations 
du  calcul  décimal  correspondent  les  opérations  analogues  du 
calcul  sur  les  polynômes  et  ainsi  pour  la  multiplication  et 
pour  la  division,  pour  la  recherche  des  diviseurs  et  desmul- 
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tiples  communs  des  nombres  et  des  polynômes  entiers,  pour 
la  décomposition  en  fractions  simples  et  pour  le  développe- 
ment en  fractions  continues  des  nombres  fractionnaires  et 
des  fractions  rationnelles,  pour  la  décomposition  d'un 
nombre  entier  en  facteurs  premiers  et  d'un  polynôme  en 
facteurs  irréductibles,  etc.  Mais  il  existe  une  différence 
profonde  entre  ces  deux  calculs,  aussitôt  que  Ton  introduit 
la  notion  de  continuité  et,  par  suite,  d'incommensurabilité; 
nous  citerons  quelques  exemples. 

Dans  la  théorie  des  équations  algébriques,  les  théorèmes  de 
Descartes  et  de  Newton  (^),  de  Rolle  et  de  Stijrm  appren- 
nent à  connaître  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation, 
comprises  entre  deux  limites  données;  mais  il  n'existe,  quant 
à  présent,  rien  de  pareil  en  Arithmétique,  et  nous  ne  con- 
naissons aucun  procédé  de  calcul  pour  déterminer  le  nombre 
des  facteurs  premiers  d'un  entier  donné  compris  entre  deux 
limites.  La  méthode  de  Hudde,  dite  des  racines  égales, 
permet  de  décomposer  tout  polynôme  contenant  des  facteurs 
multiples  ;  mais  il  n'existe  aucun  procédé  pour  connaître  les 
facteurs  multiples  d'un  entier  donné.  Enfin  la  théorie  des 
fonctions  donne  naissance,  par  les  développements  en  séries, 
à  des  suites  de  nombres,  qui  sont  les  coefficients  des  puis- 
sances des  variables  ;  mais  la  formation  de  ces  coefficients  et 
leurs  propriétés  appartiennent  essentiellement  à  l'Arithmé- 
tique, lorsque  l'on  peut  former  ces  nombres,  indépendam- 


(')  Le  théorème  de  Descartes  donne  une  limite  supérieure  des  racines  réelles 
d'une  équation  par  le  compte  des  variations,  c'est-à-dire  des  successions  des 
signes  de  tous  les  ensembles  formés  par  deux  termes  consécutifs;  dans  le  théo- 
rème de  Newton,  on  considère  les  ensembles  de  trois  termes  consécutifs.  La  dé- 
monstration de  ce  dernier  théorème  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  M.  Syl- 

VESTER. 
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ment  de  toute  considération  de  continuité,  par  des  opéra- 
tions rationnelles.  C'est  ainsi  que  nous  avons  pu  exposer  le 
calcul  et  les  propriétés  de  ces  coefficients,  mystérieux  comme 
les  nombres  premiers,  que  Ton  appelle  nombres  de  Ber- 

NOULLI,   d'EuLER,  dc  GeNOCGHI,   d'HAMILTON,  CtC. 

Comme  toutes  les  sciences,  l'Arithmétique  résulte  de  l'ob- 
servation ;  elle  progresse  par  Tétude  des  phénomènes  numé- 
riques donnés  par  des  calculs  antérieurs,  ou  fabriqués,  pour 
ainsi  dire,  par  l'expérimentation;  mais  elle  n'exige  aucun  la- 
boratoire et  possède  seule  le  privilège  de  convertir  ses  induc- 
tions en  théorèmes  déductifs.  Comme  en  Chimie,  par 
exemple,  on  prépare  les  nombres  au  moyen  du  calcul;  parla 
divisibilité,  on  décompose  ceux-ci  en  éléments  simples, 
les  facteurs  premiers;  par  la  théorie  des  résidus  potentiels, 
on  détermine  leur  aspect  et,  en  quelque  sorte,  leurs  réactions 
mutuelles;  enfin,  par  la  juxtaposition  des  nombres  triangu- 
laires, carrés,  polygonaux,  cubiques,  etc.,  la  théorie  des 
formes  numériques  rappelle  l'étude  des  systèmes  cristallins. 
C'est  par  l'observation  du  dernier  chiffre  dans  les  puissances 
successives  des  nombres  entiers  que  Fermât,  notre  Divus 
Arithmeticus,  créa  l'Arithmétique  supérieure,  en  donnant 
l'énoncé  d'un  théorème  fondamental  ;  c'est  par  la  méthode 
expérimentale,  en  recherchant  la  démonstration  de  cette 
proposition,  que  la  théorie  des  racines  primitives  fut  imaginée 
par  EuLER  ;  c'est  par  l'emploi  immédiat  de  ces  racines  primi- 
tives que  Gauss  obtint  son  célèbre  théorème  sur  la  division 
de  la  circonférence  en  parties  égales,  et  celui-ci  fut  le  point 
de  départ  des  profondes  recherches  d'AeEL  et  de  Galois,  de 
MM.  KuMMER,  Hermite  et  Kronecker,  dans  l'Algèbre  supé- 
rieure. 


Xii  PREFACE. 

Nous  n'avons  pas  la  prétention  de  comparer  nos  modestes 
découvertes  à  celles  de  tous  ces  savants  immortels-,  mais 
c'est  encore  par  l'observation  de  la  suite  de  Fibonacci 

o,     I,     I,     2,     3,     5,     8,     i3,     21,     34,     55,     ..., 

dans  laquelle  chaque  terme  est  la  somme  des  deux  termes 
qui  le  précèdent,  que  nous  avons  rencontré  une  proposition 
nouvelle  qui  constitue  la  réciproque  du  théorème  de  Fermât. 
Nous  en  avons  déduit  un  grand  nombre  de  corollaires  qui 
permettent  de  savoir  ^i  un  nombre  donné  p  de  vingt  ou  trente 
chiffres  est  premier  ou  non,  lorsque  l'on  connaît  la  décom- 
position en  facteurs  premiers  de  l'un  des  nombres  (/?  =h  i) 
qui  le  comprennent.  Par  l'emploi  de  ce  nouveau  procédé, 
nous  avons  énoncé  un  grand  nombre  de  théorèmes  analogues 
à  celui  de  Wilson  et  obtenu  des  nombres  premiers  de  vingt 
et  de  trente  chiffres,  tandis  que  le  plus  grand  nombre  premier 
connu,  ily  a  vingt  ans,  (2^*  —  j)  indiqué  par  Euler,  n'en  avait 
que  dix.  Ainsi,  par  exemple,  on  a  la  proposition  suivante 
qui  vient  compléter  le  théorème  de  Gauss  dans  la  théorie 
de  la  division  de  la  circonférence  :  Pour  que  le  nombre 

soit  premier,  il  faut  et  il  suffit  quHl  divise  le  nombre 

32'Vi. 

La  théorie  des  suites  récurrentes  est  une  mine  inépuisable 
qui  renferme  toutes  les  propriétés  des  nombres  ;  en  calculant 
les  termes  successifs  de  telles  suites,  en  décomposant  ceux-ci 
en  facteurs,  en  recherchant  par  l'expérimentation  les  lois  de 
V apparition  et  de  la  reproduction  des  nombres  premiers,  on 
fera  progresser  d'une  manière  systématique  l'étude  des  pro- 
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priétés  des  nombres  et  de  leurs  applications  dans  toutes  les 
branches  des  Mathématiques. 

Nous  avons  donc  exposé  l'ensemble  des  vérités  fondamen- 
tales du  Calcul  et  de  l'Arithmétique,  d'après  le  mode  analy- 
tique, en  laissant  de  côté  toute  préoccupation  de  programmes 
officiels.  Puisque  toutes  nos  opérations  et  tous  nos  raisonne- 
ments ne  portent  que  sur  les  nombres  entiers,  indépendam- 
ment de  toute  considération  de  continuité  ou  d'irrationna- 
lité,  nous  faisons  abstraction  des  nombres  qui  entrent  dans 
les  formules,  pour  ne  voir  que  l'ordre  de  succession  des  opé- 
rations que  l'on  applique  à  ces  nombres,  d'une  manière  ef- 
fective ou  supposée.  Nous  rangeons  ces  opérations  dans  un 
ordre  naturel,  logique,  tel  que  chacun  des  signes  et  des  sym- 
boles d'opération  nécessite  la  connaissance  de  tous  ceux  qui 
le  précèdent. 

Le  signe  -f-  de  l'addition  et  son  symbole  extensif,  2. 

Le  signe  —  de  la  soustraction  et  celui  des  différences  successives,  A. 

Le  signe  x  de  la  multiplication  et  de  son  symbole  extensif,  II. 

L'exposant  des  puissances,  a"^  et  le  symbole  des  factorielles,  a"*'^. 

Le  signe  :  de  la  division  exacte  et  les  symboles  des  opérations  dans 
lesquelles  on  recherche  le  quotient  approché,  par  excès  ou  par  défaut, 
et  le  reste  d'une  division. 

Le  symbole  de  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  dé- 
veloppement d'un  nombre  rationnel  en  fraction  continue. 

Le  symbole  de  la  recherche  des  diviseurs  d'un  nombre.  —  Le  symbole 
de  la  recherche  des  nombres  inférieurs  et  premiers  à  un  nombre  donné. 

Les  symboles  de  Legendre  et  de  Jacobi  dans  la  théorie  des  résidus 
quadratiques,  etc.,  etc. 

Après  avoir  ainsi  classé  ces  opérations,  nous  les  représen- 
tons par  les  lettres  de  Talphabet,   dans   Tordre   ordinaire. 
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Cela  posé,  considérons  une  formule  ou  un  raisonnement 
quelconque  ;  écrivons  dans  Tordre  où  ils  se  présentent  les  dif- 
férents symboles  des  opérations  fictives  ou  effectuées,  nous 
formons  ainsi  un  mot  contenant  une  ou  plusieurs  des  lettres 
symboliques,  et  d'ailleurs  ces  lettres  peuvent  entrer  plusieurs 
fois  dans  le  même  mot.  A  chaque  formule  correspond  un  mot 
symbolique  et  inversement.  En  rangeant  tous  ces  mots  dans 
l'ordre  du  dictionnaire,  on  obtient  la  succession  logique 
des  vérités  de  l'Arithmétique.  Il  est  évident  d'ailleurs  qu'une 
même  vérité  peut  occuper  diverses  places,  suivant  le  mode 
de  raisonnement  que  l'on  emploie  pour  sa  démonstration; 
d'autre  part,  deux  questions  qui  paraissent  voisines  d'après  la 
nature  de  leur  énoncé  peuvent  se  trouver  très  éloignées  dans 
le  développement  de  notre  ouvrage,  lorsque  les  résultats  con- 
duisent à  des  formules  de  nature  différente.  Ainsi,  par 
exemple,  lorsque  l'on  veut  déterminer  le  nombre  des  disposi- 
tions différentes  d'objets  placés  sur  un  circuit  fermé,  on  doit 
considérer  deux  cas  suivant  que  les  objets  sont  tous  distincts 
ou  que  plusieurs  d'entre  eux  ne  le  sont  pas.  Dans  le  premier 
cas,  on  a  une  formule  très  simple  (n^  42);  il  n'en  est  pas  de 
même  dans  le  second  et  la  formule  correspondante  ne  peut 
trouver  sa  place  que  dans  le  IIP  Livre  au  Chapitre  XXII  (voir 
ï Addition  VII ^  p.  5ot).  Il  peut  encore  se  présenter  d'autres 
circonstances  et,  par  exemple,  dans  la  théorie  des  facto- 
rielles,  c'est-à-dire  des  produits  de  nombres  en  progression 
arithmétique,  et  dans  celle  des  puissances,  c'est-à-dire  des 
produits  de  nombres  égaux  ;  ceux-ci  reviennent  à  des  facto- 
rielles  dans  lesquelles  s'annule  la  raison  r  de  la  progression 
arithmétique.  Souvent,  le  cas  général  donne  des  formules 
plus  simples,  tandis  que  le  cas  particuHer  produit  des  for- 
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mules  illusoires.  C'est  pour  ce  motif  que  nous  avons  placé 
parfois  le  symbole  de  la  factorielle  avant  celui  de  la  puissance. 
En  beaucoup  d'endroits,  nous  avons  employé  dans  nos  rai- 
sonnements le  mode  de  calcul  sur  l'échiquier,  à  l'imitation  de 
Pascal,  dans  son  fameux  Traité  sur  le  triangle  arithmétique. 
Pour  montrer  la  supériorité  de  ce  procédé  général  d'Arith- 
métique de  position,  nous  avons  donné,  dans  le  Chapitre  sur 
le  Calcul  des  prohabilités,  les  solutions  si  ingénieuses  de 
M.  Delannoy,  au  sujet  du  Scrutin  de  ballottage  et  de  la 
Durée  du  Jeu,  Cette  méthode  donne,  quant  à  présent. 
Tunique  solution  d'une  question  difficile  posée  par  Laplace, 
tandis  que  les  résultats  présentés  récemment  à  V Académie 
des  Sciences  ont  une  forme  illusoire. 

Dans  un  but  de  simplification,  nous  nous  servons  de  quel- 
ques mots  nouveaux  :  d'abord,  ceux  de  codiviseurs  et  de  co- 
multiples,  qui  se  comprennent  d'eux-mêmes  ;  nous  désignons 
par  indicateur  d'un  entier  Ji  le  nombre  des  entiers  inférieurs 
à  /z  et  premiers  avec  lui  ;  nous  désignons  par  le  mot  gaussien 
de  a  pour  un  module  donné  le  plus  petit  exposant  g  de 
a  pour  lequel  (a^'  —  i)  est  un  multiple  du  module;  enfin, 
avec  M.  Sylvester,  nous  appelons  cumulant  le  résultat  de 
l'opération  du  symbole  généralisé  d'EuLER,  dans  la  théorie 
des  fractions  continues.  —  Nous  avons  employé,  pour  les 
raisonnements  et  les  formules,  les  signes  connus,  en  choisis- 
sant toujours  ceux  qui  donnent  aux  formules  la  physionomie 
la  plus  simple  et  la  plus  claire  ;  nous  avons  adopté  le  signe  ^ 
de  la  congruence,  qui  est  indispensable  dans  les  théories  de 
l'Arithmétique  supérieure;  et  d'ailleurs,  il  a  été  accepté  de- 
puis Gauss  par  tous  ceux  qui  ont  fait  faire  quelques  progrès 

b 
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à  la  Théorie  des  nombres.  De  plus,  dans  notre  méthode  de 
calcul  symbolique,  nous  avons  employé  le  signe  ^ri^  ;  on  ne  doit 
pas  considérer  ce  symbole  autrement  que  le  signe  =  de  l'éga- 
lité; mais  nous  avons  pris  cette  forme  spéciale  pour  indiquer 
au  lecteur  qu'il  faut  faire  le  développement  des  deux  membres 
de  la  formule  symbolique,  avant  d'écrire  leur  égalité,  ou  leur 
identité. 

Tels  sont  les  principaux  points  sur  lesquels  nous  croyons 
devoir  appeler  l'attention.  Nous  savons  bien  que  certaines  des 
théories  exposées  paraîtront  parfois  trop  longues  et  parfois 
trop  concises  ;  aussi  nous  regrettons  de  n'avoir  pu  faire  subir 
à  cet  ouvrage  l'épreuve  d'un  enseignement  public.  Cepen- 
dant nous  espérons  l'améliorer  dans  une  édition  ultérieure, 
et  nous  invitons  tous  nos  lecteurs  à  vouloir  bien  nous  sou- 
mettre les  observations,  corrections  et  additions,  que  son 
étude  pourra  leur  suggérer. 
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Lexquc  datur  numeris  magnorum  horrenda  laborum 
(Ovide,  Mêta?n.,  liy.  VII). 


Dès  son  apparition  sur  la  terre,  l'homme  imagine  le  calcul  pour 
distinguer,  pour  compter  les  objets  qu'il  échange  ou  dont  il  a 
besoin.  Puisqu'il  n'a  ni  papier,  ni  crayon,  il  compte  en  faisant 
des  marques  ou  des  stries  sur  les  troncs  d'arbres,  sur  les  os  des 
animaux,  ou  bien  encore  il  assemble  des  cailloux  (d'où  vient  le 
mot  calcul),  qui  lui  rappellent  le  nombre  des  objets  qu'il  a  consi- 
dérés. On  retrouve,  dans  les  cavernes  de  l'époque  priixiitive,  des 
os  striés  régulièrement,  comme  la  taille  de  la  boulangère,  dont 
l'origine  et  le  but  sont  incontestables.  Ils  servaient  à  compter, 
par  le  procédé  le  plus  élémentaire  qui  représente  l'idée  même  de 
la  formation  des  nombres,  par  l'addition  successive  de  l'unité. 

Plus  de  trente-cinq  siècles  avant  notre  ère,  les  Chinois  se  ser- 
vaient de  boules  pour  représenter  les  nombres.  Ils  employaient, 
dans  le  commerce  et  dans  les  affaires,  de  petites  cordes  à  nœuds 
dont  chacune  avait  sa  signification  particulière.  Elles  sont  repré- 
sentées dans  deux  tables  que  les  Chinois  appellent  Ho-tou  et 
Lo'Chou  (*),  et  qui  sont,  de  deux  façons  différentes,  la  fîguralion 
des  neuf  premiers  nombres,  au  moyen  de  boules. 


(')  «  Les  premières  colonies  qui  vinrent  habiter  le  Se  Tchuen  n'avaient,  pour 
toute  littérature,  que  quelques  abaques  arithmétiques  faits  avec  de  petites  cordes 
nouées,  à  l'imitation  des  chapelets,  à  globules  enfilés,  avec  quoi  ils  calculaient 
et  faisaient  leurs  comptes  dans  le  commerce.  Ils  les  portaient  sur  eux  et  s'en 
servaient  quelquefois  pour  agrafer  leurs  robes;  du  reste,  n'ayant  pas  de  carac- 
tères, ils   ne  savaient  ni  lire,  ni  écrire.  »    (Duhalde,  Description  de  la  Chine 
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Les  anciens  Tartares  avaient,  pour  s'entendre,  des  khé-mou 
ou  bâtonnets  entaillés  d'une  manière  convenue;  ils  s'en  servaient 
pour  communiquer  d'une  horde  à  l'autre.  Ces  bâtonnets  indi- 
quaient, en  temps  de  guerre,  le  nombre  d'hommes  et  de  chevaux 
que  chaque  campement  devait  fournir.  Les  habitants  du  Pérou, 
au  temps  des  Incas,  avaient  des  cordelettes  nouées  qu'ils  appe- 
laient des  Quippos,  et  dont  on  trouve  plusieurs  échantillons  au 
musée  ethnographique  du  Trocadéro.  Elles  étaient  de  différentes 
couleurs  et  pouvaient  se  nouer  et  s'entrelacer  de  bien  des  ma- 
nières. Le  nombre  des  nœuds,  leurs  dispositions,  leurs  enchevê- 
trements avec  des  baguettes  ,  leurs  situations  diverses  sur  un 
anneau  central  en  métal,  en  bois  ou  en  os,  permettaient  d'expri- 
mer de  cette  façon  une  suite  assez  considérable  de  nombres. 

Ainsi,  la  première  notion  du  nombre,  qui  a  dû  précéder  de 
plusieurs  siècles  l'alphabet  et  l'écriture,  n'est  qu'une  simple 
question  d'ordre  ou  àenuméi'Otage.  De  là  résulte  immédiatement 
l'idée  de  la  suite  des  nombres  entiers  et,  simultanément,  celle  de 
X addition.  Au  lieu  de  compter  par  un,  dans  la  suite  naturelle  des 
nombres  désignés  par  des  mots  convenus,  on  compte  de  deux  en 
deux,  et  l'on  distingue  les  nombres  pairs  des  nombres  impairs. 
Déjà,  dans  le  Lo-chou,  les  nombres  pairs  sont  représentés  par 
des  boules  noires  et  les  nombres  impairs  sont  représentés  par  des 
boules  blanches.  Puis  l'on  compte  de  trois  en  trois,  de  quatre  en 
quatre,  ... ,  et  l'on  a  la  notion  de  l'addition  par  cette  question  : 
Quel  est  le  nombre  qui  vient  un  certain  nombre  de  rangs  après 
un  autre?  Dès  lors,  les  premières  propriétés  des  nombres  appa- 
raissent à  l'humanité,  car  l'idée  d'addition  est  indépendante  de  la 
continuité,  de  la  grandeur,  de  la  mesure;  elle  ne  dépend  que  de 
l'ordre  ou  du  numérotage.  C'est  qu'en  effet  «  les  principes  gé- 
néraux de  l'Analyse  mathématique  ont  leur  source  naturelle  dans 
la  simple  considération  de  l'ordre  ou  de  la  disposition  mutuelle 
qu'on  peut  observer  actuellement  entre  plusieurs  objets  ;  ce  qui 


et  de  la  Tartarie  chinoise,  p.  298;  1785).  —  Voir,  pour  plus  de  détails,  notre 
article  de  La  Nature  du  i"  mars  1890,  intitulé  Chinoiserie  arithmétique. 


NTRODUCTION. 


XIX 


me  paraît  le  plus  haut  point  d'abstraction  et  de  généralité  où  il  soit 
permis  de  porter  la  science  »  ('). 

C'est  ainsi  que,  parmi  les  principales  propriétés  des  nombres, 
on  trouve  dès  le  commencement  cette  proposition  que  l'on  doit 
considérer  comme  Taxiome  fondamental  des  Mathématiques  :  Le 
nombre  est  indépendant  de  l'ordre  et  des  divers  groupements  de 
ses  unités.  Dans  le  Lo-chou,  que  nous  figurons  avec  des  chiffres, 
au  lieu  de  boules,  les  neuf  premiers  nombres 
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sont  rangés  sur  les  neuf  cases  d'un  carré,  et  la  somme  des  nom- 
bres renfermés  dans  une  même  ligne,  dans  une  même  colonne, 
ou  dans  chacune  des  deux  diagonales,  est  constamment  égalé  à 
quinze.  Et  pourtant  cette  figure,  qui  représentait  peut-être  une 
boîte  portative  de  poids,  dans  laquelle  on  avait  cherché  et  trouvé 
l'équilibre,  et  que  l'on  appelle  actuellement  un  carré  magique, 
doit  être  considérée  comme  le  plus  ancien  document  de  l'Arithmé- 
tique, puisqu'elle  renferme  quelques-unes  des  propriétés  élé- 
mentaires des  nombres. 

Les  échanges  commerciaux  ont  donné  naissance  à  la  soustrac- 
tion, opération  inverse  de  Taddition,  qui  revient  à  ceci  :  Quel  est 
le  nombre  qui  se  trouve  un  certain  nombre  de  rangs  avant  un 
autre?  Mais,  dans  cette  opération,  il  se  présente  parfois  une  sorte 
d'impossibilité;  c'est  lorsqu'il  s'agit  de  retrancher  d'un  certain 
nombre  un  autre  plus  grand,  plus  éloigné  dans  la  série  des  nom- 
bres. De  là,  dans  le  commerce,  ces  distinctions  du  débit  et  du 


(')  PoiNSOT,  Introduction  à  la  Théorie  des  nombres,  p.  2  du  Mémoire,  dans 
le  Journal  de  Liouville  (t.  X,  i845). 
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crédit,  de  l'actif  et  du  passif,  du  doit  et  de  l'avoir.  Dans  la  science 
pure,  cette  impossibilité  disparaît  en  donnant  des  appellations  et 
des  signes  aux  résultats,  et  l'introduction  des  nombres  positifs 
et  des  nombres  négatifs,  toute  naturelle,  se  fait  d'elle-même. 
D'abord,  si  l'on  retranche  un  nombre  d'un  nombre  égal,  on  dit 
zéro,  et  zéro  devient  un  nombre  entier  qui  représente  l'origine 
de  tous  les  nombres;  puis,  après  avoir  numéroté  dans  un  sens, 
on  numérote  dans  le  sens  opposé,  comme  dans  l'échelle  des  ther- 
momètres, et  l'on  àxlmoins  un,  moins  deux, Il  n'est  pas  dou- 
teux que  cette  interprétation  de  sens  ou  de  direction,  même  pour 
les  nombres  abstraits,  était  connue  dès  la  plus  haute  antiquité. 
Pour  justifier  cette  opinion,  il  nous  suffît  d'indiquer  la  représen- 
tation des  nombres  voisins  de  cinq,  c'est-à-dire  quatre  et  six, 
représentés  par  IV  et  par  VI  dans  la  numération  des  Romains,  ou 
encore  celle  des  nombres  IX  et  XI  qui  comprennent  X.  Mais 
c'est  à  Descartes  que  l'on  doit  l'introduction  systématique  des 
nombres  négatifs  dans  les  calculs  de  la  Géométrie,  de  l'Arithmé- 
tique et  de  l'Algèbre,  soit  que  ces  nombres  se  présentent  dans 
les  données  des  problèmes,  soit  qu'ils  se  présentent  dans  les 
résultats. 

La  répétition  des  mêmes  affaires  commerciales  conduit  à  l'ad- 
dition des  nombres  égaux,  ou  à  la  multiplication,  qui  n'est  qu'une 
addition  abrégée,  encore  indépendante  de  l'idée  de  mesure,  de 
grandeur,  de  continuité.  Pour  calculer  plus  rapidement,  on  ima- 
gine des  tables  et  des  appareils  de  calcul,  que  l'on  appelle  bouliers 
et  abaques.  On  doit  noter  la  mémorable  invention  de  Fo-chi, 
premier  empereur  et  législateur  de  la  Chine  (35oo  ans  avant  notre 
ère),  pour  représenter  les  nombres  jusqu'à  soixante-quatre;  c'est 
le  Je-kim  (*),  boulier  formé  de  six  tiges  parallèles  sur  chacune 
desquelles  on  peut  faire  glisser  une  seule  boule.  Lorsque  la  bouJe 
est  placée  au  milieu  d'une  tige,  elle  représente  deux  fois  le  nombre 


(')  Voir  notre  article  intitulé  Les  appareils  de  calcul  et  les  jeux  de  combi- 
naisons, dans  la  Bévue  scientifique  du  4  janvier  1890. 
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que  représenterait  une  boule  sur  la  tige  placée  immédiatement 
au-dessous.  En  d'autres  termes,  de  la  première  à  la  sixième  tige, 
les  boules  valent 

un,  deux,  quatre,  huit,  seize,  trente-deux, 

et  le  nombre  marqué  sur  le  boulier  est  la  somme  des  nombres 
représentés  par  chacune  des  boules.  Mais,  pour  parvenir  à  compter 
des  nombres  de  plus  en  plus  grands,  et,  par  exemple,  pour  dénom- 
brer les  étoiles  du  ciel,  les  habitants  d'une  ville  ou  d'une  contrée, 
il  fallut  d'abord  augmenter  le  nombre  des  tiges  et  employer  simul- 
tanément plusieurs  bouliers.  En  plaçant  quatre  boules  sur  chaque 
tige,  on  convenait  que  les  boules  situées  sur  les  tiges  successives 
avaient  une  valeur  de  cinq  en  cinq  fois  plus  grande;  avec  neuf 
boules,  il  était  convenu  que  chaque  tige  servait  à  représenter  des 
nombres  de  dix  en  dix  fois  plus  grands.  Telle  est  l'origine  du 
boulier  chinois  nommé  souan-pan ,  du  boulier  russe  nommé 
schtote  et  des  diverses  transformations  de  ces  appareils  dont  on 
se  servait  couramment  en  Europe,  au  xiv*^  siècle,  dans  les  calculs 
de  la  Banque  des  argentiers.  Les  Chinois,  les  Russes  et  les. 
peuples  de  l'Orient  se  servent  encore  couramment  des  bouliers. 
Le  jeu  d'anneaux,  que  l'on  appelle  haguenaudier ^  d'origine  chi- 
noise, doit  être  considéré  comme  une  transformation  du  Je-kim  et 
construit  plus  spécialement  pour  la  classe  des  lettrés  et  des  man- 
darins. 

L'emploi  des  bouliers  conduit  directement  à  la  numération 
parlée  et  à  la  numération  écrite  ;  la  numération  décimale  était 
connue  en  Chine  et  aux  Indes,  dès  les  temps  les  plus  reculés  ;  elle 
nous  a  été  transmise  par  les  Arabes,  avec  leurs  chiffres  et  le  zéro. 
On  ne  doit  pas  confondre  les  abaques  avec  les  tables  de  multi- 
plication ;  dans  l'origine,  c'étaient  des  tables  en  bois,  en  métal  ou 
en  marbre,  divisées  en  compartiments  par  des  lignes  transversales  ; 
ces  compartiments  correspondaient  aux  tiges  des  bouliers  ;  on  y 
plaçait  des  pions  ou  des  cailloux,  ou  l'on  y  traçait  encore  des 
signes  sur  le  sable,  \e  puhis  erudltus,  dont  ils  étaient  recouverts, 
comme  dans  la  Table  de  Salamine,  ou  l'abaque  de  Boece.   «  Le 
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système  de  numération  décrit  par  Boisce  est  identique,  quant  aux 
principes,  à  notre  Arithmétique  actuelle  et  n'en  diffère,  en  pra- 
tique, qu'en  ce  seul  point,  qu'on  faisait  usage  d'un  Tableau  à 
colonnes,  pour  indiquer  les  différents  ordres  d'unités  décuples, 
ce  qui  permettait  de  marquer  par  une  place  vide  l'absence  d'un 
nombre,,  que  nous  marquons  aujourd'hui  par  un  signe  figuré, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes  que,  dans  ce  système,  le  zéro  était 
une  place  vide  «  (^).  —  Mais  pendant  leurs  vingt  siècles  d'exis- 
tence les  Romains  n'ont  pas  connu  l'emploi  du  zéro.  Ils  n'avaient 
pour  numération  que  le  système  défectueux  qu'ils  nous  ont 
transmis;  par  suite,  ils  ignorèrent  l'Arithmétique  et  la  Géométrie. 
Ils  ont  dédaigné  les  connaissances  si  subtiles,  si  idéales  des  Grecs 
qu'ils  avaient  conquis;  ils  ont  brûlé  les  écrits  d'AncHiMÈDE.  Leurs 
mathématiciens  étaient  des  esclaves,  les  Calculatores,  et  leur 
bagage  scientitique  se  réduit  aux  médiocres  travaux  des  Agri- 
mensores  et  des  Gromatici  de  la  décadence. 

Les  questions  des  partages  et  des  héritages,  que  l'on  rencontre 
continuellement  dans  les  ouvrages  des  auteurs  arabes,  avaient 
donné  naissance,  d'une  part,  à  la  division  et  aux  nombres  fraction- 
naires; d'autre  part,  à  la  Géométrie,  par  l'évaluation  des  surfaces 
et  des  volumes.  Dès  les  temps  les  plus  reculés,  les  Hindous  figu- 
raient les  nombres  par  des  briquettes  de  bois  ou  d'argile,  en  forme 
de  parallélépipèdes  rectangles  de  même  hauteur,  et  dont  la  lon- 
gueur et  la  largeur  étaient  des  multiples  de  la  hauteur.  C'est  en 
tenant  compte  des  indications  puisées  dans  les  ouvrages  d'ARVA- 
BHATTA  que  nous  avons  pu  reconstituer  la  Table  de  multiplication 
des  Indiens,  dont  on  trouvera  un  exemplaire  dans  la  collection 
des  machines  à  calcul  que  nous  avons  réunies  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers.  Au  moyen  de  celte  Table,  on  peut  démontrer  la 
plupart  des  théorèmes  concernant  la  mesure  des  surfaces  et  des 
volumes,  ainsi  que  les  formules  sur  la  somme  des  premiers  nom- 


(*)  Chasles,  Explication  des  Traites  de  /'Abacus  et,  particulièrement,   du 
Traité  de  Gerbert  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris,  i843). 
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hres  enli(Ms.  triangulaires,  carrés,  cubes,  etc.  [voir  Ghap.  V  el 
XIV).  M;ii>.  i)Our  parvenir  à  la  sommation  des  puissances  numé- 
riqi^es  de  tous  les  degrés,  il  fallait  inventer  des  nouveaux  procédés 
de  calcul  dont  on  trouve  la  base  dans  le  Trianjh'  (uilhfnrl'Kiae 
qui  était  connu  des  mandarins  chinois  ;  mais  c'est  surtout  à  Fermât 
et  à  Pascal  qu'il  faut  attrihiit'i  1«;  développement  de  cette  admi- 
rable méthode  de  calcul  au  mojen  de  laquelle  ils  sont  parvenus  à 
résoudre  les  problèmes  des  combinaisons  et  du  Calcul  des  proba- 
bilités, ainsi  qu'à  établir  les  formules  fondamentales  du  Calcul 
des  sommes,  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral. 

Pythvgore  (né  v.  58o  av.  J.-C.)  était  allé  s'instruire  en  Egypte 
et  dans  les  Indes,  avant  de  fonder  en  Italie  l'école  pythagoricienne. 
On  appelle  Table  de  Pythagore  la  table  de  multiplication  des 
premiers  nombres;  l'observation  de  la  table  montre,  en  plus  de  la 
symétrie,  que  son  intérieur  ne  renferme  pas  tous  les  nombres, 
mais  ne  contient  que  ceux  qui  sont  le  produit  de  deux  autres  ;  de 
là,  la  distinction  des  entiers  en  nombres  premiers  et  en  nombres 
composés  et  la  théorie  des  diviseurs  et  des  multiples.  Dans  le 
Vil*"  Livre  des  Eléments  de  Géométrie,  Euclide  (  v.  283  av.  J.-C.) 
en  a  exposé  les  premiers  principes  avec  l'élégance  et  la  rigueur 
ordinaires  aux  anciens;  c'est  à  Euclide  que  l'on  doit  cette  propo- 
sition :  La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée.  On  lui  doit 
encore  l'idée  des  nombres  parfaits,  abondants,  déficients,  ali- 
quotaires,  c'est-à-dire  des  entiers  qui  sont  égaux  à  la  somme  de 
leurs  parties  aliquotes,  ou  plus  petits  ou  plus  grands,  ou  égaux 
à  une  fraction  donnée  de  cette  somme.  Celte  recherche  a  été 
continuée  par  Fermât,  Descartes,  Frémcle,  Eller,  et  reprise 
de  nos  jours  ;  mais,  malgré  les  efforts  des  savants  les  plus  illus- 
tres, elle  a  fait  peu  de  progrès  depuis  vingt  siècles;  on  ne  connaît 
actuellement  que  neuf  nombres  parfaits  pairs  et  l'on  ne  sait  pas 
s'il  existe  des  nombres  impairs  qui  soient  parfaits. 

C'est  à  Pythagore  et  à  ses  disciples  que  l'on  attribue  les  pre- 
mières notions  de  la  doctrine  des  nombres  incommensurables.  On 
doit  noter  surtout  une  démonstration  de  l'incommensurabilité  du 
rapport  de  la  diagonale  d'un  carré  à  son  côté;  c'est  une  figuration 

l. 
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^géométrique  du  développement  de  y/2  par  la  méthode  dite  des 
fractions  continues^  retrouvée  au  xvi^  siècle  par  Cataldi,  mais 
qui  était  bien  connue  des  géomètres  indiens  sous  une  forme  plus 
élégante,  plus  systématique.  Pour  la  résolution  des  problèmes,  ils 
avaient  imaginé  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré  et  du  se- 
cond degré  ^  on  en  retrouve  des  exemples  sur  les  papyrus  et  les 
obélisques  des  Egyptiens. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier  A  ayant  été 
reconnue  impossible,  en  démontrant  qu'on  ne  pouvait  résoudre  en 
nombres  entiers  Téquation 

X'^' —  AjK-  =  o, 
ils  avaient  remplacé  celle-ci  par  l'équation,  dile  de  Pell, 

Les  ouvrages  de  Brahmegupta  et  de  Bhascara  Acharya  don- 
nent la  manière  de  déduire,  d'une  seule  solution,  toutes  les  autres 
solutions  entières  d'une  équation  indéterminée  du  second  degré  à 
deux  inconnues,  et  cette  analyse,  que  nous  attribuons  à  Euler  et 
à  Lagrajvge,  était  connue  aux  Indes  depuis  plus  de  dix  siècles! 
Mais  nous  devons  rappeler  surtout  l'admirable  et  rapide  procède^ 
d'extraction  de  la  racine  carrée  que  nous  expliquerons  sur  y/ 2. 
On  considère  2  comme  le  produit  des  nombres  i  et  2  ;  on  en  prend 
la  moyenne  arithmétique  et  la  moyenne  harmonique,  et  l'on  ob- 
tient les  deux  nombres  ^  et  |  dont  le  produit  est  égal  à  2;  en  répé- 
tant sur  ces  deux  nombres  l'application  du  procédé,  on  obtient  les 
deux  nombres  ~  et  f^  de  produit  2,  puis  les  deux  nombres  j~  et 
|y^,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  ainsi  rapidement  à  deux  suites  de 
nombres  :  les  moyennes  arithmétiques  et  les  moyennes  harmoni- 
ques. On  démontre  facilement  par  le  calcul  ou  par  une  figure  géo- 
métrique que  les  premières  vont  en  décroissant,  en  surpassant  \li\ 
que  les  secondes  vont  en  croissant  sans  dépasser  y/2,  et  que  la 
différence  des  deux  moyennes  du  même  rang  décroît  avec  une  très 
grande  rapidité. 
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En  effet,  ce  procédé  revient  à  l'emploi  simultané  des  fractions 
continues  et  du  calcul  par  logarithmes,  puisque  l'on  calcule  les 
réduites  du  développement  de  y/2  dont  les  indices  vont  en  progres- 
sion géométrique;  et  ainsi,  pour  écrire  et  non  pour  calculer  les 
deux  moyennes  dont  le  rang  est  64,  il  faudrait,  par  ce  procédé 
(le  Baudhayana  et  d'ApASTAMBA,  plus  de  deux  cent  millions  de 
siècles! 

Nous  avons  cherché  pendant  longtemps  l'extension  de  ce  prc- 
€édé  aux  racines  cubique,  biquadratique,  etc.*,  le  lecteur  en  trou- 
vera les  premières  notions  dans  V Addition  X.  Nous  en  avons  dé- 
duit un  procédé  de  généralisation  indéfinie  des  fractions  continues, 
en  supprimant,  comme  il  fallait  s'y  attendre,  l'algorithme  incom- 
mode et  défectueux  de  Gataldi  et  de  Brouwker,  et  en  nous  ser- 
vant de  la  théorie  des  substitutions  linéaires. 

C'est  encore  à  Pythagore,  qui  l'avait  peut-être  empruntée  aux 
Indiens,  que  l'on  attribue  l'idée  des  triangles  rectangles . n umr- 
riques,  c'est-à-dire  ceux  dont  les  côtés  sont  des  nombres  entiers 
tels  que  3,  4?  5.  En  généralisant  la  méthode  de  Pythagore,  qui 
repose  sur  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse,  on  obtient  la 
formule  suivante 

( r 2  —  52 )2  ,^  (^rsy~  =  { r2  ^  ,-2 )2 , 

que  Proclus  a  attribuée  à  Platon  (43o-347  av.  J.-C).  Nous  dé- 
montrerons, dans  le  second  volume,  que  cette  formule  renferme 
sans  exception  tous  les  triangles  recisin^les  jjrimiti/s  (c'est-à-dire 
ceux  dont  les  côtés  sont  des  nombres  premiers  entre  eux),  quand 
on  y  remplace  r  et  s  par  des  nombres  premiers  entre  eux,  mais 
de  parité  différente.  Cette  étude  a  été  développée  surtout  par  Dio- 
PHANTE,  à  l'Ecole  d'Alexandrie,  puis  par  les  Indiens  et  par  les 
Arabes.  Dès  le  iv^  siècle  de  notre  ère,  le  géomètre  indien  Brahme- 
(iUPTA  donnait  des  formules  plus  générales  pour  le  triangle  et  pour 
le  quadrilatère  inscriptible  dont  les  côtés,  les  diagonales,  les 
rayons  des  cercles  tangents  à  trois  côtés,  la  surface,  etc.,  sont 
des   nombres    entiers;  et  l'on  peut  dire  que  la  science  arilhmé- 
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tique  principale  des  Arabes  d'Orient  et  d'Occident,  jusqu'au 
XV i""  siècle,  fût  consacrée  à  l'étude  de  ces  figures  et  à  leur  classifi- 
cation. 

Nous  présenterons  ici  quelques  développements  sur  des  théo- 
ries qui  paraissent  étrangères  à  notre  sujet,  afin  de  montrer 
l'extrême  importance  de  l'identité  de  Platon  et,  par  suite,  même 
en  ce  cas  particulier,  le  rôle  universel  de  l'Arithmétique.  Si  l'on 

pose 

o        s 
tang 


1         r 


on  a,  comme  l'on  sait. 


/-2 ^2  2  rs 


on  peut  donc  exprimer  toutes  les  lignes  trigonométriques  d'un 
arc  cp  et  de  tous  ses  multiples  par  des  fonctions  rationnelles  de 
la  tangente  du  demi-arc,  c'est-à-dire  de  r  et  de  s.  Et  ainsi  toute  la 
Trigonométrie  rectiligne  n'est  que  le  développement  de  calculs 
qui  reposent  sur  cette  identité.  —  On  la  retrouve  continuelle- 
ment dans  la  théorie  analytique  des  sections  coniques,  pour  les 
équations 

x^-         y- 

soit  que  l'on  rapporte  ces  courbes  à  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués,  soit  à  un  foyer,  soit  à  un  triangle  autopolaire.  Par 
suite  encore,  cette  identité  se  reproduit  constamment  dans  les 
théories  des  cônes  du  second  ordre  et  des  coniques  sphé- 
riques. 

L'identité  de  Platoiv  généralisée  conduit  à  la  formule 

{r'-+  s^)  (ri  -+-  si)  =  (rri-  ssi^  -i-  (rs,  -^  r,sy; 

celle-ci  permet  de  résoudre  le  problème  de  trouver  des  triangles 
lectangles  numériques  dont  l'hypoténuse  est  égale  au  produit 
des    hypoténuses   de    deux  autres;   elle  est  due  aux  géomètres 


INTRODUCTION.  XXVII 

indiens  et  se  trouve  dans  le  Liber  quadralorum  de  Fibonacci 
(1202).  En  supposant  r= /'i  et  5  =  54 ,  on  retombe  sur  l'identité 
précédente.  Cette  formule  exprime  que  le  produit  d'une  somme 
de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux  carrés  est  égale  à  une 
somme  de  deux  carrés;  on  dit  encore  que  le  module  du  produit  de 
deux  nombres  imaginaires  est  égal  au  produit  des  modules.  On 
démontre  que  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  indé- 
terminée 

^2  _|_  yt  —  ^n 

sont  données  par  la  formule 

z  =  (r -i- si)"' ^  X  ~hyi         (mod  i'^ -h- i)  ^ 

et  ainsi  la  théorie  des  nombres  imaginaires,  la  formule  de 
MoivRE,  etc.,  découlent  encore  de  l'identité  de  Platon.  Celle-ci 
permet  encore  de  faire  disparaître  l'irrationnalité  apparente  de 
nombreuses  formules  contenant  le  radical  \/x-  -\-y^  ;  pour  faire  dis- 
paraître le  radical  on  exprime  x  et  y  en  fonction  rationnelle  de  r 
et  de  5,  par  l'équation  précédente.  Plus  généralement,  on  peut  rem- 
placer l'expression  {^x-  -\~ y-)  placée  sous  le  radical,  par  une 
forme  quadratique  binaire  quelconque  {^ax-  -f-  ibxy  -\-  cy-).  Ces 
transformations  importantes  trouvent  continuellement  leur  emploi 
dans  la  théorie  des  équations,  dans  celle  des  courbes  algébriques  et 
dans  le  Calcul  intégral.  Lorsque  la  quantité  placée  sous  le  signe 
d'intégration  est  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  x  et  des 
radicaux  \Jx  —  a,  sjx  —  6,  ou  encore  une  fonction  rationnelle  de 
la  variable  x  et  du  radical  sj a -\- bx -\- ex- ^  on  ramène  le  pro- 
blème, par  l'identité  de  Platon,  à  l'intégration  d'une  fonction 
rationnelle  d'une  autre  variable.  Il  en  est  de  même  lorsque  le 
signe  d'intégration  renferme  une  fonction  rationnelle  des  lignes 
trigonométriques  des  multiples  et  des  sous -multiples  de  la  va- 
riable. 

«  h^ Arithmétique  de  Diophante,   qui  est  entièrement  consa- 
crée aux  problèmes  indéterminés,  contient  un  grand  nombre  de 
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questions  qui,  par  leur  difficulté  et  la  subtilité  des  artifices,  don- 
nent une  grande  idée  du  génie  et  de  la  pénétration  de  l'auteur, 
surtout  quand  on  considère  le  peu  de  ressources  qu'il  pouvait 
employer;  mais,  comme  ces  problèmes  demandent  plutôt  de 
l'adresse  et  des  procédés  ingénieux  que  des  principes  difficiles, 
et  qu'en  outre  ils  sont  trop  particuliers  et  conduisent  rarement  à 
des  conclusions  générales,  cet  ouvrage  semble  plutôt  avoir  l'ait 
époque  dans  l'histoire  des  Mathématiques  ,  parce  qu'il  fixe  les 
premiers  vestiges  de  l'Algèbre,  qu'avoir  enrichi  l'Arithmétique 
transcendante  par  de  nouvelles  découvertes.  La  science  est  bien 
plus  redevable  aux  modernes,  parmi  lesquels  peu  d'hommes,  à  la 
vérité,  mais  tous  dignes  d'une  gloire  immortelle.  Fermât,  Euler, 
Lagrange,  Legendre  (et  un  petit  nombre  d'autres),  ont  ouvert 
l'entrée  de  cette  science  divine  et  ont  découvert  la  mine  inépui- 
sable de  richesses  qu'elle  renferme  »  (^). 

Cependant  l'ouvrage  de  Diophante  contient,  en  germe,  la  plu- 
part des  questions  de  notre  science  moderne.  Dans  un  mémoire 
adressé,  en  1770,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  Lagrange 
s'exprime  ainsi  :  «  C'est  un  théorème  connu  depuis  longtemps  que 
tout  nombre  entier  non  carré  peut  toujours  se  décomposer  en 
deux,  ou  trois  ou  quatre  carrés  entiers,  mais  personne,  que  je 
sache,  n'en  a  encore  donné  la  démonstration.  M.  Bachet  de  Mézi- 
RiAc  est  le  premier  qui  ait  fait  mention  de  ce  théorème;  il  paraît 
qu'il  j  a  été  conduit  par  la  question  31  du  TV*"  Livre  de  Dio- 
phante, où  le  théorème  dont  nous  parlons  est  en  quelque  sorte 
tacitement  supposé;  mais  M.  Bachet  s'est  contenté  de  s'assurer  de 
la  vérité  de  ce  théorème  par  induction,  en  examinant  successive- 
ment tous  les  nombres  entiers  de  i  jusqu'à  820;  et  quant  à  la  dé- 
monstration générale,  il  avoue  qu'il  n'avait  pas  encore  pu  y  par- 
venir ».  C'est  en  recherchant  la  démonstration  de  ce  théorème,  en 
procédant  du  simple  au  composé,  en  déterminant  quels  sont  les 
nombres,  qui  sont  égaux  à  une  somme  de  deux  carrés,  d'un  carré 


(')   Gauss,  Préface  des  Disquisitiones  arithmeticœ ,  d'après  la  traduction  de 
Poullet-Delisle;  Paris,  1807. 
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et  du  double  ou  du  triple  d'un  autre  carré,  que  Fermât  parvint  à 
l'énoncé  de  nombreux  théorèmes  sur  les  nombres  premiers  qui 
peuvent  être  représentés  par  les  formes 

tels  sont  les  premiers  jalons  posés  dans  le  champ  immense  de  la 
théorie  des  résidus  et  des  formes  quadratiques. 

En  généralisant  l'équation  donnée  par  le  carré  de  l'hypoténuse, 
Fermât  énonce  et  démontre  ce  théorème  que  la  somme  ou  la  dif- 
férence de  deux  bicarrés  n'est  jamais  un  carré,  ou,  en  d'autres 
termes,  qu'on  ne  peut  trouver  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires 
qui  vérifient  l'équation 

x'*±y^  =  z^~; 

puis  il  écrit  sur  une  page  de  son  exemplaire  de  Diophante  l'é- 
noncé d'un  théorème,  dont  il  assure  avoir  la  démonstration,  mais 
Texiguïté  de  la  marge  ne  saurait  la  contenir. 

Cette  proposition  connue  habituellement,  sous  le  nom  de  der- 
nier théorème  de  Fermât,  s'énonce  ainsi  :  Il  est  impossible  de 
résoudre,  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  V équation  in- 
déterminée 

xP±yP  =  zP, 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  entier  plus  grand  que  2. 
Pour  p  =  'i^  le  théorème,  énoncé  avant  Fermât  par  les  algébristes 
marocains,  a  été  démontré  par  Euler.  Puis  Legendre  le  démontra 
pour  ^  =  10,  Lamé  pour  p  =  'j,  Lejeujve-Dirichlet  dans  le  cas  de 
p  =z  3'j  enfin  M.  Rummer,  pour  tous  les  exposants  pairs  et  pour 
un  grand  nombre  d'exposants  premiers,  mais  beaucoup  échappent 
encore  à  son  analyse.  Parmi  les  plus  grands  mathématiciens  qui,  de- 
puis plus  de  deux  siècles,  ont  aussi  recherché  vainement  la  solu- 
tion de  ce  problème,  qui  semble  jeté  comme  un  perpétuel  défi  à 
l'intelligence  humaine,  nous  signalerons  encore  les  essais  intéres- 
sants de  Sophie  Germain,  d'AsEL,  de  Liouville  et  de  Leresgue. 
Et  Gauss  lui-même  s'en  est  occupé  très  longtemps,  bien  qu'il  n'y 
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fasse  aucune  allusion  dans  ses  Disquisitiones,  et  qu'il  ait  écrit  que 
l'Anal jse  indéterminée  était  distincte  de  la  Théorie  des  nombres. 
Nous  en  donnerons  une  preuve  irréfutable;  c'est  la  VIP  section  de 
son  ouvrage,  la  plus  belle,  la  dernière,  dans  laquelle  il  transforme 
de  tant  de  manières  le  quotient  de  [xP — yP)  par  (^  — y)\  c'est 
par  là  qu'il  rencontre  au  détour  sa  célèbre  proposition  sur  la  divi- 
sion de  la  circonférence  en  parties  égales. 

Bachet,  dans  son  Commentaire  sur  l'Arithmétique  de  Diophante, 
pose  encore  ce  problème  de  trouver  deux  nombres  entiers  ou 
fractionnaires  dont  la  somme  ou  la  différence  des  cubes  soit  égale 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  cubes  de  deux  nombres  donnés, 
ce  qui  revient  à  la  résolution  de  l'équation  indéterminée  du  troi- 
sième degré 

(i)  x^±  y^=  A^3.  , 

en  nombres  entiers.  Alors  il  y  a  lieu  de  rechercher  dans  quels  cas 
cette  équation  est  possible  ou  impossible,  pour  les  valeurs  données 
de  A  et,  dans  le  cas  de  possibilité,  de  trouver  toutes  les  solutions 
de  l'équation.  Euler  et  Legendre  ont  démontré  que  l'équation  est 
impossible  lorsque  A  est  égal  à  i ,  2,  3,  4^  5,  i8  et  36  ;  mais  Le- 
GENDRE  s'est  trompé  pour  le  cas  de  A  =  6,  car  nous  avons  dé- 
montré le  théorème  suivant,  dans  V American  Journal  (t.  II)  et 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (t.  VIII)  :  Pour 
que  V équation  (1)  soit  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  A, 
x^  y^  z,  il  faut  et  il  suffit  que  A  soit  de  la  forme  X[jl(X-1-  [jl)v^. 
Pour  ).  =  I ,  u  =  2,  V  =  1 ,  on  trouve  A  =  6  et  en  particulier  la  so- 
lution X  =z  i^^  y  =z  37,  ^=21,  qui  avait  échappé  à  l'attention 
de  Legendre.  Nous  devons  encore  citer  ici  les  beaux  théorèmes 
de  M.  Sylvester  et  du  R.  P.  Pépin  :  Si  />,  /><  et  q^  q^  dési- 
gnent des  nombres  premiers  des  formes  respectives  (18/2  -j-  5) 
et  (iS/z  +  ii),  il  est  impossible  de  résoudre  V équation  (i) 
lorsque  K  prend  les  valeurs 

p,ip,c)p;  p^^p^dp""',   pg,p^g^; 
^jAch^q\    ^^29'^  gg'S;    pp\,qq\. 
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Lorsque  Ton  remplace^    dans  l'équation  (i),  l'exposant  3  par 
l'exposant   5,  il  existe  encore  de  nombreux  cas  d'impossibilité, 
pour  des  formes  générales  du  nombre  A  qui  ont  été  indiquées  par 
DiRicHLET  et  par  Lebesgl e.  Mais,  d'autre  part,  si  l'on  revient  à  cetle 
équation,  dans  les  cas  où  elle  est  résoluble,  il  j  a  lieu  de  recher- 
cher toutes  les  solutions.  Fermât,  Lagrange  et  Gauchy  ont  donné 
le  moyen  de  déduire  d'une  première  solution  une  suite  indéfinie 
d'autres  solutions  par  deux  procédés  qu'il  est  plus  facile  d'expli- 
quer par   des   considérations    de   Géométrie   analytique.    Soient 
(.r,  y,  z)  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  P  d'une  cubique 
ayant  pour  équation  cartésienney(^,  j^,  z)  =  o.  Si  les  coordonnées 
du  point  P  sont  rationnelles,  elles  fournissent  une  première  solu- 
tion en  nombres  entiers  de  l'équation  indéterminée  du  troisième 
degré.  Si  l'on  mène  la  tangente  en  P,  celle-ci  rencontre  la  cubique 
en  un  point  unique  P'  dont  les  coordonnées,  encore  rationnelles, 
représentent  une  autre  solution  de  l'équation,  et  ainsi  de  suite; 
c'est  là  le  procédé  de  Fermât.  Mais  la  droite  PP'  rencontre  la  cu- 
bique en  un  point  unique  P'^  dont  les  coordonnées  sont  encore 
rationnelles;  on  déduit  ainsi  de  deux  solutions  une  troisième,  et 
ainsi  de  suite  ;  cela  revient  au  procédé  de  Lagrange  et  de  Gauchy  ; 
alors  il  s'agit  de  classer  les  solutions  obtenues  par  l'application 
successive  des  deux  procédés.  Gette  classification  s'obtient  par  une  ' 
admirable  théorie  imaginée  par  M.  Sylvester,  et  qui  s'appelle /?e- 
siduation.  Mais   il  reste  à  savoir  si  l'on  obtient  ainsi  toutes  les 
valeurs  entières  des  inconnues;  malgré  tant  d'efforts,  la  question 
n'est  pas  encore  résolue,  même  dans  les  cas  les  plus  simples.  Nous 
réserverons  pour  les  volumes  qui  suivront  l'indication  de  méthodes 
qui  peuvent  servir  à  obtenir  de  nouveaux  résultats  dans  l'Analyse 
indéterminée  cubique  et  biquadratique,  et  dans  celle  des  degrés 
supérieurs. 

G'est  en  généralisant  d'une  autre  manière  le  théorème  de  Ba- 
chet  que  Fermât  énonce  ce  théorème  :  Tout  entier  est  une 
somme  de  trois  triangulaires,  de  quatre  carrés,  de  cinq  pen- 
tagones^ de  six  hexagones  au  plus,  et  ainsi  de  suite.  La  démon- 
stration de  ce  théorème,  cherchée  vainement  pendant  deux  siècles. 


XXXII  INTRODUCTION. 

n'a  été  obtenue  pour  la  première  fois,  que  par  Câuchy  qui  a  perfec- 
tionné le  théorème,  en  modifiant  l'énoncé.  Mais  après  toutes  ces 
propositions  de  Fermât  que  l'on  considère  comme  les  dernières, 
il  j  en  a  d'autres  encore.  Nous  publierons,  à  la  suite  de  cet  ouvrage, 
d'après  les  extraits  d'une  correspondance  et  de  manuscrits  inédits, 
les  énoncés  et  le  commentaire  de  vingt-deux  propositions  aussi 
difficiles,  aussi  inaccessibles. 

Il  nous  reste  à  indiquer,  dans  une  revue  rapide,  les  applications 
utiles  et  intéressantes  de  l'Arithmétique.  En  laissant  de  côté  son 
rôle  universel  dans  toutes  les  sciences,  sur  tout  ce  qui  se  compte 
et  se  mesure,  nous  signalerons  d'abord  V Arithmétique  sociale 
qui  s'occupe  des  calculs  de  la  banque,  du  commerce  et  de  l'indus- 
trie, des  assurances,  de  la  statistique,  etc.  Par  la  considération  du 
triangle  arithmétique.  Fermât  et  Pascal  ont  jeté  les  premiers  fon- 
dements du  Calcul  des  probabilités  et  ses  applications  aux  jeux  de 
hasard  et  aux  jeux  de  combinaisons.  Le  jeu  du  taquin,  qui  obtint 
naguère  un  si  grand  succès,  est  une  figuration  intéressante  de  la 
distinction  des  permutations  en  deux  classes  et  du  théorème  de 
Bézout  pour  définir  les  signes  des  termes  d'un  déterminant;  et, 
d'ailleurs,  tout  théorème  de  Géométrie,  d'A.lgèbre  ou  d'Arithmé- 
tique peut  donner  lieu  à  l'invention  d'un  jeu  correspondant.  La 
doctrine  des  combinaisons  trouve  encore  son  application  directe 
dansldi  Cryptographie  y  en  imaginant  avec  Cardan,  Porta  et  Bacon, 
des  systèmes  de  correspondance  secrète  pour  la  diplomatie  et  les 
armées  en  campagne,  ou  en  cherchant  des  procédés  de  déchiffre- 
ment comme  ceux  de  Viète  et  de  M.  Kerckhoffs. 

Aux  divers  systèmes  de  numération  se  rapportent  le  baguenau- 
dier,  qui  est  une  transformation  du  boulier  du  système  binaire, 
ainsi  que  la  Tour  d^ Hanoï,  que  nous  avons  publiée  en  1882,  et 
le  jeu  indien  de  Tchonka-Rouma ;  d'ailleurs,  on  peut  imaginer 
des  appareils  du  même  genre  pour  tous  les  systèmes  de  numé- 
ration. C'est  encore  à  cette  théorie  qu'il  faut  rattacher  beaucoup 
de  problèmes  sur  le  jeu  de  dames  et  le  jeu  d'échecs;  en  parti- 
culier, nous  citerons  le  problème  des  reines  dont  la  solution  a  été 
donnée  par  Gauss  pour  l'échiquier  ordinaire. 
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Dans  la  Géométrie  de  situation,  on  doit  rappeler  le  problème 
des  ponts  de  la  P regel,  traité  par  Euler,  les  divers  problèmes  sur 
les  réseaux,  les  labyrinthes,  les  arbres  géométriques  et  le  jeu  de 
dominos;  le  jeu  du  solitaire,  dont  la  théorie  a  été  ébauchée  par 
Leibjniz,  le  jeu  icosien  d'HAMiLTON,  etc.  Le  théorème  des  quatre 
couleurs,  posé  par  Guthrie  et  démontré  par  M.  Kempe,  trouve 
son  utile  emploi  dans  la  Cartographie,  pour  le  coloriage  des 
cartes  avec  un  nombre  minimum  de  couleurs.  Nous  rappellerons 
encore  les  essais  de  Vandermonde  sur  la  Géométrie  des  tissus  à  fils 
curvilignes  et  les  résultats  obtenus  par  M.  Tait,  professeur  de 
l'Université  d'Edimbourg,  dans  la  Géométrie  des  nœuds,  par  des 
considérations  difficiles  sur  la  partition  des  nombres. 

La  théorie  des  nombres  premiers  trouve  d'importantes  applica- 
tions dans  les  diverses  dispositions  des  tours  à  fileter  ;  nous  y 
rattacherons  le  problème  de  Mo]vge,  concernant  le  battement  d'un 
jeu  de  cartes,  qui  est  une  figuration  intéressante  de  diverses  par- 
ties de  la  théorie  des  substitutions.  C'est  par  l'application  de  plu- 
sieurs théorèmes  de  Fermât  que  nous  avons  pu  obtenir  la  classifica- 
tion des  armures  fondamentales  dans  la  Géométrie  du  tissage  pour 
les  tissus  à  fils  rectilignes.  Depuis,  c'est  par  l'emploi  de  cette  mé- 
thode que  nous  avons  trouvé  une  démonstration  très  simple  des 
théorèmes  de  Legendre'  et  de  Jacobi  sur  la  loi  de  réciprocité  des 
résidus  quadratiques. 

Enfin,  c'est  en  cherchant  à  ranger,  à  classer  les  rouages  et  les 
engrenages,  que  deux  horlogers  sont  parvenus  à  des  résultats  inté- 
ressants et  inattendus  dans  la  théorie  des  nombres.  En  i8i4,  Farey 
énonce  à  la  Société  philomathique  des  propriétés  remarquables 
sur  les  suites  de  fractions  rangées  par  ordre  de  grandeur  et  dont 
les  termes  ne  dépassent  pas  des  nombres  donnés;  ces  propriétés 
ont  été  démontrées  par  Cauchy,  amplifiées  et  perfectionnées  par 
Lejeune-Dirichlet  et,  tout  récemment,  par  M.  Sylvester.  En 
1862,  Brocot,  dans  un  ouvrage  sur  le  Calcul  des  rouages  par 
approximation,  a  posé,  sans  s'en  douter  peut-être,  des  lois 
fondamentales  pour  la  formation  et  la  classification  des  nombres 
commensurables. 
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Nous  avons  inséré,  dans  ce  premier  volume,  beaucoup  de  ces 
applications  de  l'Arithmétique,  soit  dans  le  texte,  soit  dans  les 
exercices.  Les  autres  trouveront  leur  place  dans  une  nouvelle  édi- 
tion de  nos  Récréations  mathématiques,  afin  de  mettre  à  profil 
celte  pensée  de  Pascal  :  «  Les  matières  de  Géométrie  sont  si  sé- 
rieuses d'elles-mêmes,  qu'il  est  avantageux  qu'il  s'offre  quelque 
occasion  pour  les  rendre  un  peu  divertissantes.  » 

Paris,  juin  1891. 
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ADDITION   DES    NOMBRES    ENTIERS. 


1 .  Les  nombres  et  les  signes.  —  Les  nombres  sont  désignés  par 
des  chiffres  ou  par  des  lettres;  les  opérations  sont  indiquées  par 
des  signes  ;  l'égalité  ou  l'inégalité  des  résultats  d'opérations  diverses 
est  indiquée  par  des  signes  de  relation. 

1°  Emploi  des  chiffres  et  des  lettres.  —  Le  sj^stème  de  la  nu- 
mération binaire  a  été  imaginé  par  Fo-Ghi,  empereur  de  la  Chine 
(35oo  av.  J.-C).  La  numération  décimale  vient  des  Hindous  et 
nous  a  été  transmise  par  les  Arabes.  On  ignore  le  nom  de  l'inven- 
teur du  zéro. 

Les  lettres  pour  représenter  les  nombres  ont  été  employées  pour 
la  première  fois  par  Viète.  Habituellement,  les  premières  lettres 
de  l'alphabet  a,  6,  c,  ...  désignent  les  nombres  connus,  et  les 
dernières  x,  y^  z  les  nombres  inconnus. 

2°  Emploi  des  signes  d^ opération. 
zh  Les  signes  -f-  et  —  de  l'addition  et  de  la  soustraction  sont  dus 

à   WlDMANN  (1489)   : 

a±b. 

.  X  Le  point  comme  signe  de  la  multiplication  est  dû  à  Leibimz 
E.  L.  —  I.  I 
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et  le  signe  x  se  trouve  dans  l'ouvrage  (I'Oughtred  intitulé  : 
Clavis  mathematica  (i63i).  Dès  1544?  Stiefel,  dans  son 
Arithmetica  intégra,  n'employait  aucun  signe  et  désignait  le 
produit  de  deux  nombres  en  les  plaçant  l'un  après  l'autre  : 

a.è,     axé,     ah . 

:  Le  signe  :  de  la  division  est  dû  à  Leibniz;  la  barre  de  fraction 
se  trouve  dans  les  ouvrages  de  Fibonacci  (1202);  elle  est  pro- 
bablement due  aux  Hindous  : 

a.  h,      ^. 

a"  La  notation  des  exposants  se  trouve  dans  l'ouvrage  de  Ghu- 

QUÉT  intitulé  :    Triparty  en  la  science  des  nombres  (i484). 
n\   Cette  notation  n\  désigne  le  produit  des  n  premiers  nombres 

entiers,  et  se  \il  facto  rie  lie  n  ;  elle  a  été  introduite  par  Kramp,  en 

1808.  Les  Anglais  écrivent  |_^. 
a"'''  Cette  notation,  imaginée  par  Kramp,  désigne  le  produit  de  n 

nombres  en  progression  arithmétique  commençant  à  «  et  de 

raison  /*. 

E-  Cette  notation  désigne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 

dans  la  fraction  —  ?  et  se  lit  entier  de  p  sur  a. 
q  ri 

3^  Emploi  des  signes  de  relation. 

r=  Le  signe  =  de  l'égalité  est  dû  à  Recorde  (idS^).  Descartes  et 
Fermât  se  servaient  du  signe  00  . 

^  Les  signes  ;>  plus  grand  que  et  <^  plus  petit  que  de  l'inéga- 
lité ont  été  imaginés  par  Harriot  (i63i). 

0  []  L'emploi  àes  parenthèses  ()  et  des  crochets  []  a  été  intro- 
duit par  Albert  Girard,  en  1629.  On  se  sert  aussi  parfois  du 
vinculum,  ou  d'un  trait  placé  au-dessus  d'une  expression  algé- 
brique pour  désigner  sa  valeur  numérique  ou  son  ensemble. 

^  Le  signe  ^  de  la  congruence  a  été  imaginé  par  Gauss.  Ainsi 
a^b  (modm),  qui  se  lit  a  congru  à  b  pour  le  module  m, 
veut  dire  que  a  —  6  est  divisible  par  m.  Cette  notation  est  très 
utile  dans  l'Arithmétique  supérieure. 
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(I) 


désigne  -h  i  ou  —  i  suivant  que  n  est  ou  n'est  pas  le  reste  de 

la  division  du  carré  d'un  nombre  par  un  nombre  premier/?,  en 
supposant  n  non  divisible  par/?.  Ce  symbole,  dû  à  Legendre,  a 
été  généralisé  par  Jacobi. 

2.  Addition  des  nombres  entiers.  —  Formation  des  nombres 
entiers.  —  La  suite  des  nombres  entiers  est  illimitée;  en  d'autres 
termes,  après  tout  nombre  n^  il  y  en  a  un  autre  (/i  +  i). 

Formation  des  nombres  pairs  et  des  nombres  impairs.  Le  rû'''^^ 
nombre  pair  est  (/^ -j- ai)  ou  in\  le  (/i -}- i)^"""^  nombre  impair 
est  (2/^  +  i). 

Compter  les  nombres  de  trois  en  trois,  de  quatre  en  quatre,  etc. 

La  somme  de  plusieurs  nombres  ne  dépend  pas  de  l'ordre  de 
ces  nombres  : 

rt4-6-i-c=c-4-a-f-6. 

Dans  la  somme  de  plusieurs  nombres,  on  peut  remplacer  plu- 
sieurs d'entre  eux  par  leur  somme,  sans  changer  le  total. 

Dans  la  somme  de  plusieurs  nombres,  on  peut  remplacer  l'un 
quelconque  d'entre  eux  par  plusieurs  autres  dont  il  est  la  somme. 

Table  d'addition. 

Preuve  de  l'addition,  en  changeant  l'ordre  des  termes. 

3.  Suite  de  Fibonacci.  —  Si  l'on-  calcule  une  suite  de  nombres 
commençant  par  o  et  i,  de  telle  sorte  que  chaque  terme  soit  égal 
à  la  somme  des  deux  précédents,  on  forme  la  suite 

G,     I,     I,     2,     3,     5,    8,     i3,     21,     ...; 
par  conséquent,  si  l'on  désigne  les  différents  termes  par 

Mo,       Ml,       Ma,       M3,       Mi,       Ms,       Me,       M7,       Mg,        ..., 

on  a  la  loi  de  formation 

La  suite  de  Fibonacci  possède  des  propriétés  nombreuses  fort  intéres- 
santes qui  seront  développées  ultérieurement.  On  en  trouve  les  douze 
premiers  termes  dans  le  Liber  Abbaci  (p.  284)  pour  la  question  :  Quot 
paria  coniculorum  in  uno  anno  ex  uno  pario  germinentur.  C'est  le 
premier  exemple  connu  des  suites  récurrentes.  Cette  même  suite  a  été  étu- 
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diée  par  Albert  Girard  (i633),  dans  la  dernière  annotation  de  sa  traduc- 
tion du  V*  et  du  VP  Livre  de  \ Arithmétique  de  Diophante.  Il  démontre 
que  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  de  la  suite  s'approche  de  plus  en 
plus  du  rapport  du  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  la  circonférence 
au  rayon  de  cette  circonférence.  Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris,  en  1844,  Lamé  indique  l'application  que  l'on  peut 
faire  de  cette  suite  à  la  détermination  d'une  limite  supérieure  du  nombre 
des  divisions  à  faire  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  entiers;  l'année  précédente  Binet  en  avait  montré  l'emploi 
pour  le  dénombrement  des  combinaisons  discontigiies.  Cette  même  suite 
a  encore  été  étudiée  par  Plana  dans  ses  Réflexions  nouvelles  sur  deux 
Mémoires  de  Lagrange  (Acad.  de  Turin,  iSSg). 

Pour  plus  de  détails,  voir  nos  Recherches  sur  plusieurs  Ouvrages  de 
Léonard  de  Pise  et  sur  diverses  questions  d^ Arithmétique  supérieure 
dans  le  Bullettino  di  Bibliografia  da  B.  Boncompagni  (Rome,   1877). 

Cette  suite  possède  la  propriété  suivante  :  la  somme  des  pre- 
miers termes  consécutifs  de  la  suite,  augmentée  de  i,  est  égale 
au  terme  qui  suit  de  deux  rangs  le  terme  auquel  on  s'est  arrêté. 
Ainsi,  on  a 

(l)  14- Wo -h  Wi  4- «2 -t- .  .  . -+- i^«  =  ï^«+2  ; 

pour  démontrer  cette  formule,  on  constate  que  la  propriété  indi- 
quée est  vérifiée  pour  les  premières  valeurs  o,  i,  2,  3,  .  .  . ,  de  n. 
Supposons  donc  que  la  formule  ait  été  démontrée  pour  n  et  pour 
(^-h  i);  on  a 

l  -h  Wo+  ^1+  M2  +  .  .  .4-  Mrt        =  Ufi-i-ç,, 
1  -t-  Wo  4-   Ml  -i-  M2  4-  M3  4-  .  .  .  4-  Un-^i  =  Un-^3  '■> 

par  conséquent,  en  ajoutant  ces  deux  égalités  et  tenant  compte  de 
la  loi  de  formation,  on  obtient 

I  4-  Wi  4-  M2  4-  «3  +  ?^4  +  •  •  •  +  Un+2  =  M„+4  ; 

cette  formule  ne  diffère  de  (  i)  que  par  le  changement  de  ^  en  (ai  -f-  'i) , 
puisque  Uq  est  nul.  Donc  le  théorème  est  démontré. 

Ce  procédé  de  démonstration  est  d'une  très  grande  importance 
dans  l'étude  de  l'Arithmétique  ;  souvent  l'observation  et  l'induction 
ont  permis  de  soupçonner  des  lois  qu'il  eût  été  plus  difficile  de 
trouver  a  priori.  On  se  rend  compte  de  l'exactitude  des  formules  par 
la  méthode  précédente  qui  a  donné  naissance  à  l'Algèbre  moderne 
parles  études  de  Fermât  et  de  Pascal  sur  le  triangle  arithmétique. 


CHAPITRE 


ADDITION  DKS  NOMBRES  ENTIERS. 


Exemple  I.  —  On  a,  pour  la  somme  des  termes  de  rang  pair  et  pour 
celle  des  termes  de  rang  impair,  les  formules 


Wi+  W3+  W5-I-. 

.  .H-  W2rt-f-i  =  U2n+2 

1+^2-1-^4-+-. 

.  .-+-  Uin       =  ^2/2-1-1 

4.  Triangle  arithmétique  de  Pascal.  —  Le  Tableau  suivant  con- 
tient les  dix  premières  lignes  du  triangle  arithmétique. 


Fig.  I. 
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Triangle  de  Pascal. 


Par  définition,  on  forme  les  termes  de  chaque  ligne  au  moyen 
des  termes  de  la  ligne  précédente  par  cette  loi  de  formation  :  Un 
nombre  quelconque  du  Tableau  est  égal  au  nombre  placé  au- 
dessus  de  lui,  augmenté  du  nombre  qui  précède  celui-ci  dans 
la  même  ligne. 

Pour  désigner  les  différents  termes  du  triangle  arithmétique,  on 
numérote  les  lignes  en  descendant  à  partir  de  o,  et  les  colonnes 
successives  de  gauche  à  droite,  à  partir  de  o;  le  terme  contenu 
dans  la  ligne  de  rang/)  et  dans  la  colonne  de  rang  q  est  indiqué  par 
G^.  Avec  cette  notation,  la  loi  de  formation  du  triangle  s'écrit 

Par  hypothèse,  on  a  G^=  i,  pour  toute  valeur  entière  de  />,  et 
même  pour  p  =  o.  On  aperçoit  d'ailleurs  immédiatement  que  le 
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nombre  des  termes  de  chaque  ligne  augmente  continuellement 
de  I  ;  on  peut  supposer  le  tableau  indéfiniment  allongé  dans  le 
sens  G^->,  et  l'on  posera,  par  convention, 

G?  =  o, 

pour  tout  entier  q  plus  grand  que/?. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  loi  de  formation  que,  si  l'on  re- 
présente par 

(A)  I,     a,     h,     ...,     h,     a,     i 
une  ligne  quelconque  du  triangle,  la  suivante  sera 

(B)  I,     1  + a,     a-\-h^     ...,     b -¥■  a^     a-^i,     i; 

par  conséquent,  dans  une  ligne  quelconque  du  triangle  arithmé- 
tique,  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux. 
D'autre  part,  la  ligne  (B)  du  triangle  contient  deux  fois  tous  les 
termes  de  la  ligne  (A)  qui  précède;  la  somme  des  termes  dune 
ligne  du  triangle  arithmétique  est  le  double  de  la  somme  des 
termes  de  la  ligne  précédente  ;  on  a  donc  la  formule 

H-G1  +  G2  +  ..  .  +  G^=2A'. 

Un  nombre  quelconque  du  triangle  est  égal  à  la  somme  de 
tous  les  termes  placés  au-dessus  de  lui  dans  la  colonne  précé- 
dente. 

En  effet,  considérons,  par  exemple,  le  terme  GJ  =  i26;  on  a, 
d'après  la  loi  de  formation,  les  égalités  ci-dessous  dont  il  suffit  de 
faire  la  somme,  en  supprimant  les  nombres  égaux  dans  les  deux 
membres  de  l'égalité  obtenue 

126  =  70 -4-56 
70  =  35-4-35 
35  =  i5  -h  20 

i5=    5-H  10 

5=1-4-4 


126  =  56  -h  35  -1-  20  -4-  10  ^-  4  -f-  I. 
Un  nombre  quelconque  du  triangle  est  la  somme  de  tous  les 
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nombres  cV  une  diagonale  descendante  ^^  aboutissant  au-dessus 
du  nombre  considéré.  Cette  propriété  se  démontre  comme  la  pré- 
cédente; ainsi  l'on  a,  par  exemple, 

126  =  70 -i- 35  H- i5 -r- 5  +  I . 

Si  Von  fait  les  sommes  successives  des  nombres  du  triangle 
qui  sont  contenus  dans  les  diagonales  ascendantes  ^,  on  repro- 
duit la  suite  de  Fibonacci  (^). 

En  effet,  si  l'on  considère  les  deux  diagonales  ascendantes  et  con- 
sécutives 

.      I,      5,     6,      I.        Total 13, 

I,     6,     10,     4-      •  "      21 , 

et  si  l'on  fait  la  somme,  dans  chaque  colonne,  on  trouve  la  diago- 
nale suivante  : 

I,     7,     i5,     10,     I.        Total 34 

Par  conséquent,  la  somme  des  nombres  d'une  diagonale  ascendante 
est  égale  à  la  somme  des  nombres  renfermés  dans  les  deux  diago- 
nales précédentes. 

O.  Tableau  de  sommes.  —  Considérons  une  suite  de  quantités  ran- 
gées suivant  une  première  colonne  verticale  ;  désignons  ces  quan- 
tités par  Woj  "m  ^^2,  •  •  •  •  Avec  une  quantité  quelconque,  que  nous 
désignerons  par  Smq,  nous  formerons  une  seconde  colonne  à  côté 
de  la  première,  par  les  égalités 

s  W2  =  Wi  -h  s  Ml , 


Avec  une  seconde  quantité  que  nous  désignerons  par  S^z/q,  l'in- 
dice de  S  désignant  une  nouvelle  colonne,  nous  calculerons  la  troi- 
sième colonne  par  la  loi  de  formation 

(  '  )  BiNET,  Sur  le  dénombrement  des  combinaisons  discontigiies  (  Comptes 
rendus,  t.  XVII). 
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c'est-à-dire  que  nous  déduisons  la  troisième  colonne  de  la  seconde, 
de  la  même  manière  que  nous  avons  déduit  la  seconde  de  la  pre- 
mière. Par  conséquent,  avec  les  deux  suites  limitées  ou  illimitées 

Wo  Wi  W2  ^3       .  .  .  , 

Mo      S^Mo      22^0      S^Wo       ..., 

on  forme  un  Tableau  de  sommes  dans  lequel  l'indice  des  S  désigne 
le  rang  de  la  colonne  et  celui  des  u  le  rang  de  la  ligne  (^fig-  2),  par 
la  loi  générale  de  formation 


S9+iWp+i=  Y.iUp 


:'7+i  w. 


0 


Fig 

2. 

Wo 

Ewo 

22^0 

S^t^o 

2*^0 

Wl 

2wi 

22^1 

23^1 

Z^ï^, 

M2 

2W2 

S2W2 

S3W2 

2^W2 

W3 

2W3 

22^3 

23t^3 

2*i^3 

W4 

Y.U, 

22z^4 

23^4 

2^  M, 

•• 

Tableau  de  sommes. 


En  d'autres  termes,  le  Tableau  possède  par  définition  la  pro- 
priété suivante  :  Un  nombre  quelconque,  à  l'intérieur  d'un  Ta- 
bleau de  sommes,  est  égal  au  terme  placé  au-dessus  de  lui, 
augmenté  du  terme  qui  précède  celui-ci. 

^  Lorsque  les  termes  de  la  première  colonne  sont  égaux  à  i ,  et 
ceux  de  la  première  ligne  qui  suivent  Uq  à  zéro,  on  retrouve  le 
triangle  arithmétique.  Gomme  le  triangle,  ce  Tableau  devenu  rec- 
tangle possède  des  propriétés  analogues.  Si  l'on  ajoute  les  éga- 
lités (i)  en  supprimant  les  quantités  égales  de  part  et  d'autre,  on  a 

2  Wy,-t-l   =    Z  ï^o -h    Mo  4-  Ml  -i-    W2  4-    .   .    .     +    M,;. 

De  même,  si  l'on  ajoute  les  égalités  obtenues  en  remplaçant  p 
par  o,  1 ,  2,  ...,/>,  dans  l'égalité  (2),  on  trouve 

S^Mp+i—  S2mo-i-  2Mo+2Mi-h  2m24-  ...  -t-SMp; 
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et  de  même,  en  général, 


Xl-^^Up+i=  Sî+iwo-f-S'/Mo-f-  I.'Jui-h  ...  -h  27 w 


Cette  relation  subsiste  lorsque  l'on  augmente  tous  les  indices 
des  S  d'un  entier  quelconque;  d'ailleurs,  on  suppose  par  conven- 
tion 'E^Up=  Up,  pour  l'indice  zéro  des  2.  De  même,  puisque  l'on 
peut  supposer  que  le  Tableau  commence  à  une  ligne  quelconque, 
on  peut  augmenter  tous  les  indices  des  u  d'un  entier  quelconque  a. 
On  a  donc  la  formule  générale 

Par  conséquent  :  Tout  nombre  de  V intérieur  d un  Tableau 
de  sommes  est  égal  à  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de 
termes  consécutifs  placés  immédiatement  au-dessus  de  lui  dans 
la  colonne  précédente,  augmentée  du  terme  qui  suit  le  plus 
élevé  de  celle-ci. 

Reprenons  la  première  des  relations  (i).  En  passant  à  la  ligne  et 
à  la  colonne  suivantes,  c'est-à-dire  en  augmentant  successivement 
l'indice  de  2  et  celui  de  u  d'une  unité,  on  obtient  les  égalités 

Ei^i   =         Wo+  2  Mo, 

22^2=2      Ml -h  22^1,  ' 

23^3=  22    M2-+-  23^2, 


2/»+!  My,+i  =ZPUp-{-  2/'+!  Up. 


En  les  ajoutant  et  en   supprimant  les  parties  égales  dans  les 
deux  membres,  on  a 

(4)  2P+lMp+i=  Mo-+-2Mo-h22Mi-T-  ...  -f-2P+iMp; 

cette  relation  subsiste  dans  toute  l'étendue  de  la  Table,* et  l'on  peut 
augmenter  d'un  entier  quelconque  a  l'indice  des  u.  On  trouve 
ainsi  la  somme  des  nombres  consécutifs  d'une  diagonale  descen- 
dante ^\ ,  tandis  que  la  formule  (3)  donne  la  somme  de  nombres 
consécutifs  d'une  colonne  n|.  . 

Si  l'on  suppose  les  nombres  du  Tableau  placés  sur  les   cases 
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d'un  échiquier  fini  ou  indéfini  wOS,  la  connaissance  de  deux  suites 
de  nombres  placés  dans  les  cases  grises  {fig,  3  )  permet  de  remplir 
toutes  les  cases  de  l'échiquier  au  moyen  de  l'opération  indiquée  par 
A  ifig.  4),  le  nombre  contenu  dans  la  case  noire  étant  égal  à  la  somme 
des  nombres  contenus  dans  les  deux  cases  grises  supérieures.  Cette 
iigure,  qui  se  reproduit  dans  toute  l'étendue  de  l'échiquier,  est  la 


Échiquier  arithmétique. 

représentation  géométrique  de  la  loi  de  formation  du  Tableau  des 
sommes. 

Si  l'on  remplace  la  case  grise  de   droite,   dans  A  {fig-  4)?  P^r 
la  somme  des  nombres  contenus  dans  les  deux  cases  de  la  ligne 


Fig.  4. 


H 

■ 

Sommation  par  colonnes. 


précédente,  on  obtient  la  fig.  A,;  puis,   en  répétant  la  même 
opération,  on  a  encore  les /^.  Ag ,  A3 ,  A4 , Dans   chacune 
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d'elles,  le  nombre  de  la  case  noire  est  la  somme  des  nombres  con- 
tenus dans  les  cases  grises. 

Au  lieu  de  remplacer  la  case  grise  de  droite,  on  peut  remplacer 
celle  de  gauche,  dans  A,  et  l'on  obtient  B,,  B2,  B3,  ...  {fig.  5),  qui 
correspondent  à  la  seconde  propriété  du  Tableau  des  sommes. 


Fig.  5. 


B, 


Sommation  par  diagonales. 


La  juxtaposition  d'un  nombre  quelconque  de  ces  figures  donne 
autant  de  relations  que  l'on  veut,  et  ainsi  dans  C  et  D  {fig-  6);  la 
somme  des  nombres  renfermés  dans  les  cases  noires  est  égale  à 
celle  des  nombres  contenus  dans  les  cases  grises. 


Fiff.  6. 


C  D 

Sommation  par  transversales. 


La  fig.  G  nous  montre  comment  on  peut  déduire  la  suite  de 
FiBONAcci  des  diagonales  ascendantes  du  triangle  arithmétique. 


6.  Généralisations  du  Tableau  des  sommes  et  de  la  suite  de  Fi- 
bonacci.   —    On   peut  considérablement   amplifier  les   considéra- 
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lions  qui  précèdent;  ainsi,  par  exemple,  le  Tableau  {^fig.  7)  est 

Fi g.  7. 


I      I        I 

r     2       3 
i     3       6 


10 


16    19    16     10    4     i 


tel,  qu'un  terme  quelconque  est  la  somme  de  trois  termes  consé- 
cutifs de  la  ligne  précédente,  comme  l'indique  A'  {fi g-  8). 


Fig. 


^^^ 

^ 

B 

^H 

On  pourrait  de  même  construire  des  tableaux  arithmétiques  des 
divers  ordres  par  la  considération  àesfig.  AI' ^  A!" ^ 

De  même  on  généralise  la  suite  de  Fibonacci  en  calculant  par 
additions  successives  des  termes  vérifiant  la  loi  de  récurrence 

et  prenant  trois  termes  initiaux  quelconques  Wq,  U\^  u^  et,  plus 
particulièrement,  les  nombres  0,0,  i.  On  obtiendra  ainsi  les  séries 
récurrentes  les  plus  simples  pour  les  divers  ordres. 

Remarque.  —  On  observera  que  les  propriétés  de  ce  Chapitre 
peuvent  s'exprimer  seulement  au  moyen  du  signe  -f-  de  l'addition 
et  de  son  symbole  extensif  S.  Elles  se  déduisent  toutes  de  l'axiome 
fondamental  des  Sciences  mathématiques  :  Le  nombre  est  indépen- 
dant de  la  nature,  de  l'ordre  et  des  divers  groupements  de  ses 
unités. 


Exemple  I.  —  Le  triangle  cabalistique.  —  C'était  une  figure  mysté- 
rieuse et  magique  à  laquelle  on  attribuait  la  vertu  de  prévenir  les  maladies 
et  même  de  les  guérir;  elle  était  composée  avec  les  lettres  du  mot  ABRA- 
GADABRA  et  révérée  comme  une  divinité  {fig-Cj).  Cependant,  nous  pensons 
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que  cette  figure  représentait,  pour  les  initiés,  les   propriétés  du  triangle 
arithmétique  et  des  combinaisons.  Dans  les  ouvrages  de  Tartaglia,  comme 

Fig.  9. 

A 

B   .   B 

R  .   R   .   R 

A  .   A  .  A  .  A 

G  .   G   .    G  .   G   .   G 

A  ,  A  .  A  .   A  .   A  .  A 

D.D.D.D.D.D.D 

A  .  A   .   A   .   A  .   A  .   A  .   A   .  A 

B.B.B.B.B.B.B.B.B 

R.R.R.R.R.R.R.R.R.R 

A.  A.   A.  A.  A.  A.  A.  A.  A.  A.  A 

L'Abracadabra. 

dans  ceux  des  Ghinois,  la  disposition  du  triangle  arithmétique  est  la  même 
que  celle  du  Tableau  suivant  {fig.  10)  : 

Fig.  10. 

I 

I      .      I 

1.2.1 

I      .     3     .     3     .     I 

I 
10    .     10    .     5     .      i 


Le  triangle  de  Tartaglia. 

De  combien  de  manières  peut-on  lire  le  mot  ABRAGADABRA  en  com- 
mençant par  la  lign,e  supérieure  et  descendant  après  chaque  lettre  à  l'une 
des  deux  lettres  voisines  de  la  ligne  située  immédiatement  au-dessous? 

Il  y  a  une  seule  manière  de  lire  la  première  lettre  A;  puis  une  manière 
de  lire  AB  à  droite  et  AB  à  gauche  ;  pour  lire  ABR,  on  peut  terminer  à 
l'une  des  trois  lettres  R,  et  les  nombres  de  lectures  sont  respectivement 
r,  2,  I.  Pour  lir£  ABRA,  il  y  a  quatre  manières  de  terminer,  sur  la  qua- 
trième ligne,  et  pour  chacune  d'elles  le  nombre  des  lectures  est  respecti- 
vement I,  3,  3,  I,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  ces  divers  modes  de  lecture  re- 
présentent la  construction  du  triangle  arithmétique;  par  conséquent,  le 
nombre  total  des  lectures  est  égal  à  la  somme  des  termes  de  la  onzième 
ligne  du  triangle,  c'est-à-dire  à  1^^ . 

Exemple  II.  —  Si  l'on  remplace  les  points  de  chaque  ligne  de  l'Abraca- 
dabra  par  des  lettres  semblables  pour  la  même  ligne,   on  peut   encore  dé- 
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terminer  le  nombre  des   manières  de  lire  le  mot  cabalistique.  Le  nombre 
des  lectures  se  calcule  parle  Tableau  {fig,  ii). 


Fig.  II. 

I 

I   1   I 

1 

2   3   2   1 

I  3 

67631 

I  4  10 

16  19  16  10  4   T 

Marches  du  roi  des  échecs. 

Chacun  des  nombres  du  Tableau  est  égal  au  nombre  placé  au-dessus  de 
lui,  augmenté  des  deux  nombres  voisins;  la  somme  des  nombres  de  chaque 
ligne  est  une  puissance  de  3.  D'ailleurs,  nous  verrons  plus  loin  que  le 
triangle  de  Pascal  représente  les  coefficients  du  développement  de  la  puis- 
sance (iP-hj)'*  du  binôme,  et  que  le  Tableau  précédent  représente  les 
coefficients  du  développement  de  {x'^-\-  x  +  i)". 

Le  calcul  précédent  permet  de  déterminer  successivement  le  nombre 
des  marches  du  Roi  au  jeu  des  échecs,  en  supposant  que  le  roi  avance 
continuellement  d'un  rang  vers  le  camp  opposé,  sur  un  échiquier  illimité, 
c'est-à-dire  en  progressant  par  cases  consécutives  dans  les  trois  sens 
^j.  W  .  Mais,  dans  le  cas  d'un  échiquier  limité,  il  faut  mettre  des  zéros 
sur  les  cases  qui  correspondraient  à  l'extérieur  de  l'échiquier,  tout  en  con- 
servant la  même  loi  de  formation. 

Exemple  III.  —  De  combien  de  manières  un  pion  du  jeu  de  dames,  placé 

Fiff.  12. 


1 

1 

1 

I 

2 

I 

. 

I 

. 

3 

. 

2 

. 

r 

6 

2 

. 

3 

. 

1 

10 

. 

5 

4 

. 

i 

20 

:  5 

9 

. 

5 

.  1 

35 

'4 

. 

ïî 

. 

6  .   I 

70 

14 

. 

28 

. 

20 

.7.1 

126 

42 

• 

48 

27  .  8  .   . 

Marches  du  pion  du  jeu  de  dames. 

en  un  coin  du  damier,  peut-il  se  rendre  sur  le  bord  opposé,  c'est-à-dire  en 
progressant  par  cases  consécutives  dans  l'un  des  deux  sens   7    et   V  . 
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On  forme  un  Tableau  comme  celui  du  triangle  arithmétique,  dans  lequel 
chaque  nombre  du  Tableau  est  égal  à  la  somme  des  deux  nombres  de  la 
ligne  précédente  qui  sont  les  plus  rapprochés  {fig.  12).  Si  l'on  fait  la  somme 
des  nombres  de  chaque  ligne,  ainsi  que  nous  l'avons  calculé  à  gauche  de  la 
figure,  on  trouve  pour  le  damier  de  10  cases  de  côté  que  le  nombre  demandé 
est  126. 

En  général,  si  le  damier  a  2/1  cases  de  côté,  le  total  de  la  dernière  ligne 
est  égal  au  nombre  G  "^l,  du  triangle  de  Pascal,  et  si  le  damier  a  {in  -h  1) 
cases  de  côté,  le  total  est  égal  à  Gg^. 

Exemple  IV.  —  On  trouve  dans  le  tome  IV  du  Recueil  des  Machines 
de  U Académie  des  Sciences  (1704)  la  description  d'un  appareil  ingénieux 
pour  opérer  automatiquement  l'addition  et  la  soustraction,  et  qui  appar- 
tient au  Gonservatoire  des  Arts  et  Métiers;  c'est  V Abaque  de  Perrault. 
Tout  récemment  cet  appareil  a  été  perfectionné  et  publié,  à  Paris,  sous 
le  nom  à' Arithmogr^aphe  de  Troncet. 


LIVRE    I.    —    LES    NOMBRES    ENTIERS. 


CHAPITRE  IL 

SOUSTRACTION   DES  NOMBRES  ENTIERS. 


7.  Soustraction  des  nombres  entiers.  —  Reste,  excès  ou  diffé- 
rence. 

La  différence  de  deux  nombres  ne  change  pas  lorsqu'on  les  aug- 
mente d'une  même  quantité. 

Opération  de  la  soustraction  par  l'addition.  —  Preuve  de  l'opé- 
ration. 

8.  Introduction  des  nombres  entiers  négatifs.  —  Convention  de 
Descartes.  —  Signes  des  segments. 

Quelles  que  soient  les  positions  respectives  A,B,  C  de  trois  poinis 
en  ligne  droite,  on  a  l'identité 

AB  -f-  BG  +  CA  =  o. 

Coordonnées  des  points  d'intersection  de  deux  systèmes  de  droites  pa- 
rallèles. —  Coordonnées  des  cases  d'un  échiquier  fini  ou  indéfini.  —  La  no- 
tation expressive  des  cases  de  l'échiquier  due  àVANDERMONDE,  et  dérivée  du 
système  des  coordonnées  de  Descartes,  s'applique  à  un  très  grand  nombre 
de  jeux  de  calcul  et  de  combinaisons,  comme  les  échecs^  les  dames,  le  so- 
litaire, etc.  Cette  méthode,  la  plus  simple,  la  plus  commode,  la  plus  géné- 
rale, aurait  dû  être  acceptée  depuis  longtemps. 

Deux  cases  de  l'échiquier  (^,7)  et  (a?',  y')  sont  sur  une  même  parallèle 
à  la  diagonale  descendante --:k,  si  l'on  a  x  —  ^'  =  JK — y'- 

Elles  sont  sur  une  même  parallèle  à  la  diagonale  ascendante,  si  l'on  a 
X  -i-  tx'  —y  —  £j',  en  désignant  par  s  un  des  nombres  -4-  j  ou  —  1.  Deux 
cases  du  damier  sont  de  même  couleur,  ou  de  couleurs  différentes,  si  les 
sommes  x -iz  y  ti  x'  ±  y'  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  parité. 

9.  Somme  algébrique.  —  La  somme  algébrique  de  nombres  en- 
tiers, positifs  ou  négatifs,  est  indépendante  de  l'ordre  des  termes. 

Pour  ajouter  plusieurs  sommes  algébriques,  il  suffit  de  les  pla- 
cer les  unes  à  la  suite  des  autres,  avec  les  signes  respectifs  de  cha- 
cun de  leurs  termes. 
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Pour  retrancher  une  somme  algébrique,  on  l'écrit  à  la  suite,  en 
changeant  les  signes  de  tous  ses  termes. 

Dans  l'égalité  de  deux  sommes  algébriques,  on  peut  faire  passer 
un  terme  d'un  membre  dans  l'autre  en  changeant  son  signe. 

Les  théorèmes  de  l'addition  s'appliquent  aux  nombres  entiers 
algébriques,  soit  que  ces  nombres  proviennent  des  données,  soit 
qu'ils  proviennent  des  opérations. 

10.  Inégalités.  —  Définition  et  signes.  —  Valeur  absolue  d'un 
nombre  négatif. 

On  peut  ajouter  ou  retrancher  une  même  quantité  aux  deux 
membres  d'une  inégalité. 

On  peut  faire  passer  un  terme  d'un  membre  dans  l'autre  en  chan- 
geant son  signe. 

On  peut  changer  tous  les  signes  des  termes  d'une  inégalité  en 
changeant  le  signe  de  l'inégalité. 

On  peut  ajouter  membre  à  membre  des  inégalités  de  même  sens. 

il.  Tableau  de  différences.  —  Soit  une  suite  de  quantités  quel- 
conques 

1^0  5       ^1?       U-2i        •  •  •  ,       Utif        .... 

Si  l'on  retranche  chacune  d'elles  de  la  suivante,  on  forme  la  suite 
de  leurs  différences  premières,  que  l'on  représente  par 

Ai^o,     Ai^i,     Aa2,      ...,     Aw/i,     ..., 
et  l'on  a,  par  définition, 

^Un=  Un+i—Un. 

Si  Ton  opère  sur  la  seconde  suite  comme  sur  la  première,  on 
forme  une  troisième  suite ,  les  différences  secondes ,  que  l'on 
représente  par 

A2i^o,     A2ï^,,     A2W2,      ...,      A2m„,      ..., 
et  l'on  a,  par  définition, 

A2M/J  =  Am„+i— AW/i. 

En  général,  on  forme  les  différences  d'ordre  (/?-[-  i)  de  la  suite 
E.  L.  —  I.  2 
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initiale,  au  moyen  des  différences  d'ordre/»,  par  la  relation 

^P+l  Un  =  \P  Un+i  —  A/»  Un. 

On  construit  le  Tableau  des  différences  par  colonnes,  à  gauche 
de  la  colonne  des  u;  mais,  si  l'on  observe  que  l'on  a 

on  voit  que  les   termes  du  Tableau  jouissent  de  la  propriété  qui 
sert  de  loi  de  formation  au  Tableau  des  sommes  {fig-  i3). 
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Tableau  de  différences. 

12.  Tableau  de  sommes  et  de  différences.  —  On  peut  accoler  le 
Tableau  des  différences  au  Tableau  des  sommes,  en  superposant  les 
colonnes  des  u^  et  le  nouveau  Tableau  possédera,  dans  toute  son 
étendue,  les  propriétés  du  Tableau  des  sommes  que  nous  avons 
représentées  par  les  A,  B,  G,  D  {fig.  4^  ^i  6). 

En  exprimant  ces  propriétés  par  des  formules  algébriques,  on 
voit  que  celles-ci  subsistent  lorsque  l'on  augmente  ou  que  l'on  di- 
minue tous  les  indices  des  S  et  des  A  d'une  même  quantité,  en  po- 
sant convenlionnellement 


2-/'M,i  =  APm„, 


20  M„  =  Un, 
A^Un  =  Un. 


Si  l'on  connaît  la  suite  des  u  pour  des  indices  négatifs,  on  peut 
étendre  le  Tableau  indéfiniment  dans  tous  les  sens.  On  progresse 
par  addition  vers  la  droite  -^  ou  vers  le  bas  ^ ,  et  par  soustraction 
vers  la  gauche  <-  ou  vers  le  haut  f  (  /ig.  i4). 
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Les   formules  algébriques,   équivalentes   aux  fig.  A,  B,  C,  D, 
subsistent  quelles  que  soient  les  valeurs  positives,  nulles  ou  néga- 
tives, des  nombres  donnés  (qui  sont  renfermés  dans  les  traits  forts) 
lorsque  l'on  augmente  les  indices  des  S  et  des  A  d'une  même  quan- 
tité, ou  encore  les  indices  des  u  d'une  quantité  quelconque. 


Fig.  14. 
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Tableau  de  sommes  et  différences. 


Le  Tableau  de  sommes  possède  encore  des  propriétés  impor- 
tantes. Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  par  un  même  nombre  ou 
si  l'on  change  les  signes  de  tous  les  termes,  on  obtient  encore  un 
Tableau  de  sommes.  Plus  généralement,  si  l'on  superpose  plusieurs 
Tableaux  de  sommes,  après  avoir  multiplié  respectivement  les 
termes  de  chacun  d'eux  par  des  nombres  quelconques,  les  nombres 
obtenus  en  faisant  les  sommes  algébriques  dans  chaque  case  for- 
ment encore  un  Tableau  de  sommes. 

13.  Sommes  alternées.  —  On  appelle  somme  alternée  de  n  quan- 
tités positives  ou  négatives,  Uq^  U{,  U2j  •  »  v  ^^  somme  algébrique 
de  ces  quantités  prises  alternativement  avec  le  signe  +  et  avec  le 
signe  — ,  c'est-à-dire  la  valeur  de 


UQ  —  Ui-h  Ui—  U3-\-. 
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Les  propriétés  qui  résultent  des  fig.  A,  B,  G,  D  du  Chapitre  1 
peuvent  s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  Si  l'on  prend  avec  leurs 
signes  les  nombres  contenus  dans  les  cases  noires  et  avec  les  signes 
contraires  les  nombres  contenus  dans  les  cases  grises,  la  somme 
algébrique  des  nombres  d'un  Tableau  de  sommes  et  différences  com- 
pris sur  ces  figures  est  toujours  nulle. 

Si  l'on  déplace  A  (y?^.  4)  horizontalement,  en  changeant,  à  chaque 
déplacement  d'un  rang,  la  couleur  des  cases,  on  obtient  les  figures 
telles  que  E  qui  permettent  de  calculer  les  sommes  alternées  des 
termes  d'une  même  ligne  ^fig-  i5). 

En  particulier,  pour  le  triangle  de  Pascal,  la  somme  alternée  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  d'une  même  ligne,  à  partir  du  pre- 
mier, est  égale  en  valeur  absolue  au  terme  placé  au-dessus  du  der- 
nier dans  la  ligne  précédente. 

Si  l'on  déplace  A  {^fig-  4)?  parallèlement  à  la  diagonale  ascen- 
dante /f ,  en  changeant  à  chaque  déplacement  la  couleur  des  cases, 

Fig.  i5. 


Sommation  alternée. 


on  obtient  des  figures  telles  que  Y  {fig.  i6),  qui  permettent  de 
calculer  les  sommes  alternées  des  termes  d'une  parallèle  à  la  dia- 
gonale ascendante. 

Fig.  i6. 


Ainsi,  pour  le  triangle  de  Pascal,  la  somme  alternée  de  tous  les 
termes  d'une  diagonale  ascendante  est  égale  à  la  différence  des 
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sommes  alternées  des  termes  des  deux  diagonales  précédentes;  mais, 
si  l'on  calcule  les  termes  de  la  suite 

Uq,       U\^       1^2}        •  •  •  >       ^/i)       .... 

par  la  formule  de  récurrence 

avec  les  conditions  initiales  z/q  =  i  ?  ^^i  =  i  ?  o^  trouve  que  ces  termes 
se  reproduisent  périodiquement  de  six  en  six,  dans  l'ordre 

+  1,    G,    —I,    —I,    G,    -hi; 

par  conséquent,  cette  somme  alternée  est  toujours  égale  à  o  ou  à 
4-1  ou  à  —  I . 

Remarque.  —  Telles  sont  les  lois  qui  régissent  l'addition  et  la 
soustraction  de  deux  suites  de  nombres  quelconques,  l'une  repré- 
sentée par  u,i^  l'autre  par  ^^Uq^  en  donnant  à  n  toutes  les  valeurs 
entières.  On  pourrait  les  étendre  à  trois  suites  et  plus. 

D'ailleurs  il  nous  semble  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres,  si  l'on  ne 
veut  empiéter  sur  le  domaine  de  la  multiplication,  c'est-à-dire  de 
l'addition  des  nombres  égaux.  Toutes  ces  relations  s'expriment  au 
moyen  des  signes  +  et  —  de  l'addition  et  de  la  soustraction,  et  de 
leurs  syipboles  extensifs  S  et  A. 

Exemple  I.  —  On  a,  dans  la  série  de  Fibonacci, 

Uq—  U'i^  U<i  —  Ui-\-  ...-{-  ZUp  =  t  llp-i  —  I  , 

£  désignant  -h  i  ou  — i,  suivant  que/?  est  pair  ou  impair. 

Exemple  IL  —  Exprimer,  au  moyen  de  la  notation  C^,  les  propriétés 
qui  résultent  des  Jig.  A,  B,  C,  E,  F  pour  les  termes  du  triangle  de  Pascal. 
On  a 

(A)  C^:Î=G2  +  C2.,  +  C^_2+...+  G?, 

(B)  Gj+i=C|-+-G2llH-Gn+---, 

(G)  i-f-Gi4-G2_^-f-G^_2+...=  M;,+2, 

Up+i  désignant  le  terme  correspondant  de  la  suite  de  Fibonacci;  puis 

(F)  I-C;^ 

(E)  ,-C' 

£  désignant  -f- 1  ou  — 


-.-cj 

,_2+.. 

.  .=  0, 

ou 

+  1, 

ou 

,H-C|- 

-G3-^ 

.  .  .4-  £ 

=  sG2. 

-i> 

suivant 

que^ 

est  pair  ou 

impair. 
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Exemple  III.  —  Extension  du  triangle  de  Pascal.  —  On  prolonge 
dans  tous  les  sens  le  triangle  de  Pascal,  avec  la  convention  0^  =  1,  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de/?,  positives,  nulles  ou  négatives. 


Fig. 
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Extension  du  triangle  de  Pascal. 

On  voit  qu'il  faut  supposer  C^  =  o,  pour  q  négatif,  ou  pour  p  positif 
avec  q'>p.  De  plus,  on  voit  que  l'on  a,  pour/?  positif, 


Cl 


^p+q-\ J 


en  supposant  £  égal  à  4-  i  ou  à  —  i  suivant  que  q  est  pair  ou  impair.  En 
d'autres  termes,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  signes,  le  Tableau  de 
Pascal  prolongé  vers  le  haut  reproduit  le  triangle,  les  lignes  remplaçant 
les  diagonales  ^^. 


14.  Des  variations  de  signes.  —  Dans  une  suite  de  nombres  po- 
sitifs ou  négatifs,  on  dit  que  deux  termes  consécutifs  présentent  une 
variation  lorsqu'ils  sont  de  signes  contraires,  et  une  permanence 
lorsqu'ils  ont  le  même  signe. 

Si  l'on  introduit  un  terme  entre  deux  termes  successifs  de  signes 
contraires,  le  nombre  des  variations  ne  change  pas. 

Si  l'on  introduit  un  terme  entre  deux  termes  successifs  de  même 
signe,  le  nombre  des  variations  ne  change  pas  ou  augmente  de  deux 
variations. 

Si  l'on  introduit  un  nombre  quelconque  de  termes  entre  les  termes 
d'une  suite,  le  nombre  des  variations  ne  peut  diminuer,  mais  il  ne 
peut  augmenter  que  d'un  nombre  pair. 

Entre  deux  termes  quelconques  de  signes  contraires,  il  y  a  un 
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nombre  impair  de  variations.  Entre  deux  termes  de  même  signe,  il 
n'j  a  pas  de  variation  ou  il  y  a  un  nombre  pair  de  variations. 

Le  nombre  des  variations  ou  des  permanences  d'une  suite  ne 
change  pas  quand  on  change  les  signes  de  tous  les  termes. 

Exemple  I.  —  Échiquier  anallagmatique  de  Sylvester.  —  L'échi- 
quier anallagmatique  est  un  carré  formé  de  cases  noires  et  blanches,  en 
nombre  égal  ou  inégal,  de  telle  sorte  que,  pour  deux  lignes  ou  pour  deux 
colonnes  quelconques,  le  nombre  de  variations  des  couleurs  est  toujours 
égal  au  nombre  des  permanences. 

On  a  les  deux  échiquiers  anallagmatiques  et  complémentaires  A  et  B,  de 
deux  cases  de  côté;  aux  cases  blanches  de  l'un  correspondent  des  cases 
noires  dans  l'autre  {fig.  i8). 

Avec  ces  deux  échiquiers,  on  formera  de  même  les  échiquiers  complémen- 
taires de  quatre  cases  de  côté  A'  et  B'.  Si ,  dans  cette  figure,  on  remplace 
respectivement  A  et  B  par  A'  et  B',  on  obtient  les  échiquiers  complémen- 
taires de  huit  cases  de  côté  et  ainsi  de  suite,  en  doublant  le  nombre  des 
cases  sur  chaque   côté.   D'ailleurs,  il   est  évident   que  l'on  peut  déduire 

Fig.  i8. 
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Échiquiers  anallagmatiques. 


d'un  échiquier  anallagmatique  un  grand  nombre  d'autres,  soit  en  échan- 
geant deux  rangées  quelconques,  soit  en  changeant  les  couleurs  des  cases 
d'une  rangée  quelconque.  Le  dernier  carré  S  est  un  échiquier  anallagma- 
tique indiqué  par  Sylvester;  il  a  été  reproduit  comme  dallage,  en  marbre 
blanc  et  rose. 

Exemple  II.  —  Amusements  par  les  jetons.  —  Voir  le  n°  701  du  jour- 
nal La  Nature. 
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MULTIPLICATION  DES  NOMBRES  ENTIERS. 


15.  Multiplication  de  deux  nombres  entiers.  —  Addition  abré- 
gée de  nombres  égaux.  Multiplicande ,  multiplicateur .  —  Pro- 
duit. 

Un  nombre  h  est  dit  double,  triple,  quadruple,  .  .  .,  multiple 
d'un  nombre  donné  <2,  lorsqu'il  est  le  produit  de  celui-ci  par  un 
nombre  i\  3,  4?  •  •  •?  '^• 

Formation  des  multiples  d'un  nombre  entier  a  par  additions  suc- 
cessives 

o,     a.     2  a,     3  a,     4<^)      •••^     i^^i     •••• 

Inversement,  on  dit  que  a  est  sous-double,  sous-triple,  ...,  sous- 
multiple  de  b^  ou  qu'il  en  est  la  moitié,  le  tiers,  le  quart,  ...,  le  n}'''^^. 
On  dit  encore  que  le  nombre  b  est  divisible  par  a  et  que  celui-ci 
mesure  ou  divise  6,  ou  encore  est  un  diviseur,  wn  facteur  o\\  une 
partie  aliquote  de  b.  On  doit  noter  la  distinction  entre  le  diviseur 
et  la  partie  aliquote  ;  ainsi  b  est  considéré  comme  un  diviseur  de  6, 
et  n'est  pas  considéré  comme  une  partie  aliquote  de  b. 

16.  Multiplication  des  sommes  algébriques.  —  Multiplication 
d'une  somme  algébrique  par  un  nombre  entier  : 

m(a  +  6  —  c)  =  ma  -f-  mh  —  me. 

Tout  nombre  qui  en  divise  un  autre  divise  tous  ses  multiples. 
Tout  nombre  qui  en  divise  plusieurs  autres  divise  la  somme  algé- 
brique de  multiples  quelconques  de  ces  nombres. 

Multiplication  de  deux  sommes  algébriques.  —  Règle  des 
signes. 
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17.  Numération  décimale.  —  Objet  de  la  numération  en  gé- 
néral. —  Système  de  numération  décimale.  —  Numération  parlée 
et  numération  écrite.  —  Valeurs  absolues  et  valeurs  relatives  des 
chififres.  —  Emploi  du  zéro. 

Addition  et  soustraction  dans  le  système  décimal.  —  Méthode 
des  compléments.  —  Calcul  mental.  —  Multiplication. 


'e  I.  —  Exemples  d'addition  : 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999 

99999       99999 

99999 

99999 

99999       99999 

99999 

99999 

•99998 


299997 


399996 


49999^ 


Exemple  II.  —  Devinette  :  On  dit  à  une  personne  d'écrire  trois  nombres 
de  cinq  chiffres,  en  annonçant  que  l'on  écrira  trois  autres  nombres,  pour 
former  le  total  299997.  —  Il  suffît  de  placer  au-dessous  de  chacun  des 
nombres  écrits  par  la  personne  des  nombres  dont  les  chiffres  soient  les 
compléments  à  9  des  chiffres  écrits  au-dessus.  Le  total  sera  3  x  99999-  Ce 
problème  peut  être  varié  de  bien  des  manières. 

Exemple  III.  —  La  Table  de  Pythagore  avec  les  deux  mains . 

Si  l'on  sait  les  produits  des  entiers  jusqu'à  cinq  fois  cinq,  on  obtient  le 
produit  des  autres  jusqu'à  neuf  fois  neuf  par  l'artifice  suivant.  Soit  à  multi- 
plier (5  H-  a')  par  (5-1-6);  dans  l'une  des  mains,  on  lève  a  doigts  et  l'on 
baisse  les  autres  en  nombre  (5  —  a);  dans  l'autre  main,  on  lève  h  doigts 
et  l'on  baisse  les  autres  en  nombre  (5  —  h).  Gela  fait,  le  produit  se  com- 
pose d'un  nombre  de  dizaines  égal  au  nombre  de  tous  les  doigts  levés, 
plus  le  produit  des  unités  que  représentent  les  doigts  baissés.  Cet  artifice 
se  vérifie  par  l'identité 

(5  4-a)(5-i-6)  =  io(a-l-^>)4-(5  —  a)(5  — 6). 
Ce  procédé  est  employé  couramment  en  Syrie. 


18.  Tables  de  multiplication.  —  La  première  colonne  et  la  pre- 
mière ligne  de  la  Table  forment  la  série  des  nombres  entiers.  On 
forme  la  seconde  colonne  en  ajoutant  successivement  le  nombre  2, 
la  troisième  colonne  en  ajoutant  successivement  le  nombre  3,  et 
ainsi  de  suite. 
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De  cette  façon  la  Table  de  Pythagore  peut  être  étendue  rapide- 
ment dans  le  sens  horizontal  ou  dans  le  sens  vertical.  Gomme  véri- 
fication, les  lignes  et  les  colonnes  se  reproduisent  de  dix  en  dix,  à 
partir  de  la  première,  par  l'adjonction  du  zéro. 

L'observation  de  la  Table  de  Pythagore  montre  que  le  produit 
de  deux  nombres  ne  change  pas  lorsqiCon  les  remplace  V un  par 
Vautre.  On  démontre  ce  théorème  par  figuration  géométrique  ou 
en  faisant  voir  que,  si  l'on  a 

ab  =  ha^ 

on  a  encore  des  produits  égaux  en  augmentant  l'un  des  facteurs 
d'une  unité,  c'est-à-dire  que 

a{h -\-\)  =  {h -\-\)a. 

Facteurs  d'un  produit.  —  Preuve  de  la  multiplication  de  deux 
nombres  inégaux. 

Il  existe  des  Tables  de  multiplication  très  étendues.  Les  Rechen- 
tafeln,  par  Grelle,  contiennent  tous  les  produits  des  nombres 
de  trois  chiffres.  Pour  la  multiplication  des  nombres  ayant  plus  de 
trois  chiffres,  on  procède  par  paquets  ou  par  tranches  de  trois 
chiffres. 


Quatre  éditions  stéréotypées  de  ces  Tables  de  calcul,  ouvrage  très  pra- 
tique, ont  été  publiées  par  le  D*"  Bremiker  (Paris,  Gauthier-Villars,  1880). 

Le  premier  ouvrage  de  ce  genre  est  intitulé  :  Tabulœ  aritlimeticœ  uni- 
versales,  par  Hervart  de  Hohemburg;  il  contient,  en  mille  pages  in-folio, 
les  produits  des  mille  premiers  nombres.  Il  date  de  1610,  quatre  ans  avant 
l'apparition  du  Canon  mirijicus ,  de  Neper.  Pendant  longtemps,  l'inven- 
tion des  logarithmes  a  nui  aux  calculs  exacts  et,  par  suite,  à  la  théorie  des 
nombres. 

Exemple  I.  —  Multiplication  d'un  nombre  par  11,  1 1  r ,  un,  . . . .  — 
Au  lieu  d'écrire  le  multiplicande,  le  multiplicateur  11,  puis  deux  fois  le 
multiplicande  avant  d'avoir  le  produit,  on  obtient  tout  de  suite  celui-ci  de 
la  manière  suivante.  On  écrit  le  chiffre  des  unités,  on  ajoute  le  chiffre  des 
unités  à  celui  des  dizaines,  puis  le  chiffre  des  dizaines  à  celui  des  centaines, 
et  ainsi  de  suite  en  tenant  compte  des  retenues.  Par  exemple,  les  quatre 
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premières  puissances  de   11  sont  dans  le  Tableau  ci-dessous;  ce  sont  les 
quatre  premières  lignes  du  triangle  de  Pascal  : 

Fig.  19. 

Onze I  I 

Carré  de  onze r  2  1 

Cube  de  onze i   3  3  i 

Bicarré  de  onze 1464  i 

Puissances  de  onze. 


De  même,  pour  multiplier  un  nombre  quelconque  par  11 1,  on  suppose 
deux  zéros  écrits  à  la  droite  et  deux  zéros  à  la  gauche  du  nombre  donné; 
puis  on  fait  successivement  les  sommes  de  trois  chiffres  en  commençant 
par  la  droite  et  en  tenant  compte  des  retenues. 

De  même,  pour  multiplier  par  1111,11111,  ...  ;  on  a  ainsi  des  exemples 
extraits  du  Talkhys  d'iBN  Albanna  (au  Maroc,  xiii^  siècle). 


Fig.  20. 


Carré  de 


I   I 
1   I  I 

î    1    (    I 

I  2  1 

I  2  3  2  I 

1234321 

123454321 

23456543  2 


Tirée  du  Talkhys. 


Exemple  II.  —  Multiplication  dhin  nombre  par  (^^  99,  999,  . . . . —  Pour 
multiplier  un  nombre  par  9  ou  (10  —  i),  on  ajoute  par  la  pensée  un  zéro  à 
sa  droite  et  l'on  retranche  le  chiffre  des  unités  de  dix,  puis  celui  des  di- 
zaines de  celui  des  unités,  le  chiffre  des  centaines  de  celui  des  dizaines,  et 
ainsi  de  suite,  en  tenant  compte  des  retenues.  Ainsi 


12   345  679  X  9  =  III    II 


II 


De  même,  pour  multiplier  un  nombre  par  99  ou  (100  —  i),  on  ajoute  par 
la  pensée  deux  zéros  à  sa  droite,  et  l'on  retranche  successivement  chacun 
des  chiffres  du  deuxième  à  droite.  Et  ainsi  pour  999,  .... 


28  LIVRE    I.    —    LES    NOMBRES    ENTIERS. 

Pour  multiplier  par  8,  on  multiplie  par  (10  —  2)  ou  par  (9  —  1);  voici 
quelques  exemples  curieux  de  multiplication  : 

Fig.  21. 

12  345  679  X  8  =  98  765  432 


9-4-2  =: 

9  +  3  = 
9-T-4  = 

9  +  5  = 
9  +  6  = 


6.9 

7  .  9 


9  +  9  = 


I 

I  I 

I  I  I 

I  I  I 


9 

98 

9  8  7 

9876 

98765 

987654 

9876543 

98765432 


9+7=88 

9  +  6  =  8  8  8 

9  +  5  =  8  8  8  8 

9+4=88888 

9+3=888888 

9+2=8888888 

9+1=88888888 

9+0=88888888 


2  . 

3  . 
4. 
5  . 

6. 
7  • 


9.8 


+  1  =9 
+  2  =  9 
+  3  =  9 

+  4  =  9 
+  5  =  9 
+  6  =  9 

+  7  =  9 
9 
9  =  9 


.  8  +  8 


6  5 


Multiplications  curieuses. 


Exemple  III.  —  Carrés  et  produits  de  nombres  Jormés  d'un  même 
chiffre.  —  Ces  exemples  sont  extraits  du  Talkhys. 


W 


81 
9801 


999^  =      998001 

9999^  =    99980001 

99999^  =  9999800001 


Fig.  22. 


9.7 

= 

63 

99-77 

= 

7623 

999-777 

= 

776223 

9999-7777 

= 

77762223 

99999-77777  =  7777^22223 
Tirée  du  Talkhys. 
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Exemple  IV.  —  Le  carré  du  nombre  9090909091  est  un  nombre  formé  de 
deux  parties  identiques.  Il  en  est  de  même  du  carré  de  ses  neuf  premiers 
multiples. 

19.  Multiplication  rapide.  —  On  peut  effectuer  très  rapidement 
la  multiplication  de  nombres  de  deux,  trois,  quatre,  cinq  chiffres 
par  une  méthode  qui  se  trouve  exposée  dans  le  Liber  Ahhaci.  Cette 
méthode  permet  d'écrire  presque  immédiatement  le  produit,  sans 
écrire  les  produits  partiels.  Nous  l'expliquerons  sur  deux  nombres 
de  trois  chiffres^  si  les  facteurs  n'ont  pas  le  même  nombre  de  chif- 
fres, on  complète  l'un  d'eux  par  des  zéros  ajoutés  soit  à  droite,  soit 
à  gauche. 

Soient  ^fig'  23)  abcelpqr  deux  nombres  écrits  dans  le  système 
décimal.  On  forme  le  produit  cr\  on  écrit  le  chiffre  des  unités  de 
ce  produit,   et  l'on  ajoute  la  retenue  aux  deux  produits  br  ei  cq 

Fig.  23. 

0    0    0 
0    0    0 


:Z5 


Unités 


Dizaines 


Centaines 


(       auq  4-  bp 
Mille 


ap 

Dizaines  de  mille 


Multiplication  rapide,  au  xiii*  siècle. 


qui  représentent  les  dizaines;  on  écrit  le  chiffre  des  unités  de  ce 
total  qui  est  le  chiffre  des  dizaines  du  produit,  et  l'on  ajoute  la  re- 
tenue à  la  somme  des  centaines  ar-^bq-\-cp^  et  ainsi  de  suite, 
conformément  au  Tableau  (^fig.  23). 

20.  Bâtons  népériens.  —  Jean  Neper,  baron  de  Markinston,  en 
Ecosse,  a  indiqué  en  161 7,  dans  sa  Rhabdologie,  une  ingénieuse 
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méthode  de  calcul  pour  simplifier  la  multiplication  et  la  division. 
Le  tableau  chiffré  {fi g.  i^)  représente  la  Table  de  Pjthagore  dé- 
coupée en  dix  bâtons  ou  planchettes  :  la  planchette  à  gauche  est 
fixe  ;  toutes  les  autres  sont  mobiles  et  peuvent  être  permutées  de 
toutes  les  façons.  Pour  l'enseignement,  on  les  appuie  sur  un  tableau 
muni  d'une  rangée  de  clous  sur  la  ligne  horizontale  supérieure  ;  on 
peut  j  suspendre  les  planchettes,  préalablement  percées  d'une  ou- 
verture à  la  partie  supérieure.  Chacun  des  carrés  de  la  Table  est 
divisé  en  deux  triangles,  par  une  diagonale  ;  dans  le  triangle  du  bas, 
on  trouve  les  unités  de  chacun  des  produits,  dans  celui  du  haut  et 
à  gauche  se  trouve  le  chiffre  des  dizaines.  Supposons  que  l'on  ait 
placé  à  côté  de  la  barre  fixe,  à  gauche,  les  tablettes  portant  en  haut 
et  en  bas  les  n°^  7,  5,  8,  on  obtient  presque  immédiatement  les 
produits  de  758  par  tous  les  nombres,  de  1  à  9.  Ainsi,  par  exemple, 
devant  le  6  de  la  colonne  fixe,  on  trouve  horizontalement  et  en 


Fig.  24. 

5 


8 


"   ■ 

6 

/    8 

, 

^        5        A.        8. 

Fragments  des  bâtons  de  Neper. 

faisant  l'addition  parallèlement  à  la  diagonale  ^  des  carrés,  le 
produit  4548,  qui  est  le  produit  de  758  par  6.  De  même,  pour 
les  autres  produits  par  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 

Donc  les  réglettes  de  Neper  permettent  de  trouver  rapidement, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  de  savoir  sa  Table  de  Pjthagore,  m,ais  par 
une  simple  addition  de.deiix  chiffres,  tous  les  produits  partiels 
d'un  nombre  de  dix  chiffres  et  plus.  Ainsi,  la  multiplication  se 
trouve  ramenée  à  l'addition,  et  cette  opération  se  trouve  d'autant 
plus  facilitée  qu'il  s'agit  de  nombres  de  plus  en  plus  grands. 

La  belle  invention  de  Neper  provient  peut-être  d'une  remarque  sur  Tune 
des  nombreuses  manières  d'effectuer  la  multiplication  chez  les  Persans  et 
chez  les  Arabes.  Voici,  par  exemple,  la  copie  de  la  multiplication  de  534 
par  342  tirée  du  Traité  d' Arithmétique  d'AecuL  IIaçan  Ali  ben  Moham- 
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MED,  le  Koraïchite,  plus  connu  sous  le  nom  d'ALKALÇADi,  auteur  arabe  qui 
mourut  vers  i48o.  Nous  ayons  tenu  compte  de  la  différence  d'orientation 
de  l'écriture  arabe  avec  la  nôtre  {Jig.  25). 


Fig.   23. 


^ 


1    X 

/    5 

2    / 
/    0 

1  / 
/    0 

/    9 

\7 
/    2 

/2 

1     / 

/ 
/  6 

0  / 
/    8 

Multiplication  arabe  par  réseaux. 


21.  Réglettes  multiplicatrices.  —  Dans  im  Mémoire  sur  les 
moyens  de  faciliter  le  calcul,  publié  dans  les  Annales  de  Mathé- 
matiques (t.  VII,  1817),  Gergonne  approuve  l'emploi  des  ba- 
guettes de  Neper  et  constate  qu'après  la  découverte  des  loga- 
rithmes elles  tombèrent  dans  un  oubli  absolument  immérité. 

D'autres  essais  du  même  genre  n'ont  pas  été  plus  heureux,  parce 
que  ces  baguettes  ne  donnent  que  les  produits  partiels  de  la  mul- 
tiplication, c'est-à-dire  les  multiplications  de  nombres  quelconques 
par  les  neuf  premiers  nombres.  Il  a  été  aussi  publié  des  Tables  de 
tous  les  produits  des  nombres  de  quatre  et  cinq  chiffres,  par  des 
nombres  d'un  seul  chiffre;  en  particulier,  on  doit  citer  celles  de 
Cadet  publiées  à  Paris,  en  1797;  celles  de  Bretschneider,  à  Go- 
tha, en  1827;  et,  plus  récemment,  les  Tables  de  Tripier.  Cepen- 
dant l'emploi  de  ces  Tables,  pour  les  grands  calculs,  est  inférieur 
à  l'usage  des  réglettes  népériennes,  surtout  lorsque  l'on  se  sert 
de  réglettes  imprimées  sur  les  quatre  faces,  ou  de  rouleaux  népé- 
riens. 

Le  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  possède  une  importante 
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collection  d'appareils  de  ce  genre,  parmi  lesquels  nous  citerons 
plus  particulièrement  l'appareil  de  M.  de  Maximovitch,  qui  per- 
met d'imprimer  instantanément  les  colonnes  de  la  Table  de  Pj- 
ihagore  dans  un  ordre  quelconque.  Nous  citerons  aussi  les  ré- 
glettes de  M.  Pruvost-le-Guay  publiées  à  Paris,  en  1890,  avec 
des  améliorations  successives,  dans  lesquelles  les  bâtons  de  Neper 
sont  réunis  par  deux,  ce  qui  simplifie  considérablement  leur  em- 
ploi. 

On  a  aussi  cherché  à  supprimer  l'addition  de  deux  chiffres  dans 
l'emploi  des  bâtons  de  Néper.  Nous  devons  rappeler  les  essais  inté- 
ressants du  D""  RoTH,  dans  son  Prompt  multiplicateur  et  divi- 
seur, publié  à  Paris,  en  i84i.  Mais  nous  devons  signaler  surtout 
les  réglettes  de  Genaille  qui  donnent  sans  aucune  addition  tous 
les  produits  partiels. 

Nous  avons  publié  à  la  librairie  Belin,  à  Paris,  en  i885,  en  collaboration 
avec  M.  Genaille,  quatre  boîtes  de  réglettes  pour  la  simplification  des 
calculs,  à  savoir  : 

I.  Les  Réglettes  multiplicatrices,  appareils  à  calculs  exacts  et  instan- 
tanés pour  simplifier  la  multiplication  et  la  division. 

II.  Les  Réglettes  multisectrices,  appareils  à  calculs  exacts  et  instan- 
tanés pour  simplifier  la  division. 

III.  Les  Réglettes  financières  pour  simplifier  les  calculs  financiers  et 
commerciaux. 

IV.  Les  Réglettes  népériennes^  joujoux  calculateurs  ayant  pour  but  de 
simplifier  l'étude  et  de  faciliter  la  pratique  des  opérations  de  l'Arithmé- 
tique. 

Depuis  quelques  années,  M.  Genaille  a  su  résoudre,  d'une  manière 
simple  et  complète,  le  problème  difficile  de  la  multiplication  et  de  la  divi- 
sion des  grands  nombres  par  une  méthode  absolument  géométrique;  mais 
ses  admirables  appareils  sont  encore  inédits. 

!22.  Du  produit  de  plusieurs  facteurs.  —  La  notation 
a  x  b  x  c  x  d        ou         a.b.c.d        ou         abcd 

indique  le  résultat  de  l'opération  obtenue  en  multipliant  d'abord  a 
par  6,  puis  le  produit  par  c,  puis  le  nouveau  produit  par  d. 

Si  deux  produits  contiennent  les  mêmes  facteurs  en  nombre  n^ 
mais  dans  deux  ordres  différents,  et  si  l'on  augmente  l'un  des  fac- 
teurs d'une  unité,  on  voit  que  ces  produits  augmentent  tous  deux 


HAPITRE    III.    —    MULTIPLICATION    DES    NOMBRES    ENTIERS.      33 

du  produit  des  {n  —  i)  autres  facteurs  pris  dans  leurs  ordres  res- 
pectifs. Par  suite,  on  aura  ainsi  pour  cinq  facteurs 

I .  I .  i.i.  I  =  1 .1 .1. 1 . 1, 

1 . 1 .a.  I .  T  —  1 .  1 .  1. 1  .a, 
b.i.a.i.i  —  i.i.b.i  .a, 
b.\  .a,  I  .c  =  c.i.b.i.a, 
b.d.a.i.c  =  CI. b.d. a, 
b.d.a.e.c  —  c.e.b.d.a. 

Le  résultat  du  produit  successif  d'un  nombre  quelconque  d'en- 
tiers positifs  est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  on  effectue  les 
multiplications.  En  outre,  puisque  l'ordre  des  facteurs  est  indiffé- 
rent, on  peut  toujours  supposer  que  deux  d'entre  eux  occupent 
les  deux  premiers  rangs,  et  les  remplacer  par  leur  produit,  ou 
inversement. 

Par  conséquent,  si  l'on  considère  le  produit  d'un  nombre  quel- 
conque d'entiers  positifs,  on  peut  remplacer  deux  d'entre  eux  par 
leur  produit  et  opérer  sur  le  nouvel  ensemble  de  facteurs  comme 
sur  le  premier,  et  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  seul  produit, 
qui  sera  toujours  indépendant  de  l'ordre  et  du  choix  des  multipli- 
cations opérées  sur  deux  facteurs  [voir  n°  43,  Exemple  V). 

Multiplier  un  nombre  par  le  produit  effectué  de  plusieurs  fac- 
teurs revient  à  multiplier  ce  nombre  successivement  par  chacun 
des  facteurs  du  produit. 

Pour  multiplier  un  produit  par  un  certain  nombre,  il  suffît  de 
multiplier  par  ce  nombre  un  des  facteurs  du  produit. 

23.  Puissances  d'un  nombre.  —  Carrés,   cubes ^   bicarrés.   — 
Degré  d'une  puissance.  —  Notation  des  exposants. 
Règles  des  exposants.  —  On  a  les  deux  formules 

\{aP)iY  =  aP'H''. 

Il  ne  faut  pas  confondre  la  notation  (aP)^  avec  la  notation 

aP''     qui  veut  dire  a'^t-K 

Multiplication  des  monômes.  —  On  multiplie  les  coefficients  et 
l'on  ajoute  les  exposants, 

E.  L.  -  r.  3 
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Exemple  I.  —  Les  derniers  chiffres  des  puissances  {résidus  potentiels 
dans  le  système  décimal)  sont 

i"""  puissances 0123456789 

2««  »         o     I     4     9    6    5     6     9     4     I 

3*^     »    0187456329 

4^8     »    o  I  6  I  6  5  6  I  6  I 

5«^     »    0123456789 

e*'*   »   0149656941 

7«*     »    0187456329 

8"^     »    o  I  6  I  6  5  6  I  6  I 

Les  cinquièmes  puissances  sont  terminées  comme  les  premières;  cette 
remarque  a  donné  naissance  au  théorème  de  Fermât.  Les  derniers  chiffres 
des  puissances  successives  d'un  nombre  se  reproduisent  périodiquement  de 
quatre  en  quatre. 

Tout  bicarré  est  terminé  par  l'un  des  chiffres  o,  i,  5,  6. 

Exemple  II.  —  Former  les  puissances  successives  de  2,  —  En  doublant 
continuellement,  on  forme  la  suite  des  nombres 

I,    2,    4?    8,     16,    32,    64,     128,    256,    5i2,     1024,     ...; 

on  vérifie  les  calculs  par  les  résultats  suivants  : 

216=65536, 

232  =  4.^g4g       67296, 

2«^=  18446     74407     37095     5i6i6  ; 

la  puissance  de  2  d'exposant  196,  égale  à  seize  fois  le  cube  de  la  précédente, 
se  compose  des  soixante  chiffres  suivants  : 

10043     36277     66186    89222     13726     30771 
32266     26576     37687     11142    45522    o6336. 

Exemple  III.  —  Vérifier  la  formule 

I  ■+■  2  -4-  2^  +  2^  +  .  .  .  H-  2^^  =  2«+l  —  I . 

Exemple  IV.  —  Former  les  puissances  successives  de  5.  On  en  trouve 
une  table  étendue  dans  la  Préface  des  Tables  de  logarithmes  de  Gallet. 

Exemple  V.  —  Le  chiffre  des  dizaines  de  mille  d'une  puissance  quel- 
conque de  5,  ne  peut  être  ni  un  3,  ni  un  8.  (Laisant.) 

24.  Table  des  carrés.  —  Si  l'on  remplace  la  première  colonne 
des  I  du  triangle  arithmétique  par  des  2,  on  forme  un  autre  Tableau 
de  sommes.  Alors  la  seconde  colonne  représente  les  nombres  im- 
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pairs;  la  troisième  colonne  représente  les  nombres  carrés j  comme 
cela  résulte  immédiatement  de  la  formule 


A/i2=  (^l-^  i)2 


/l2 


En  d'autres  termes,  les  accroissements  successifs  des  carrés  sont 
les  nombres  impairs,  et  la  somme  des  n  premiers  impairs 


3,    5, 


I, 


est  égale  au  carré  n-  de  leur  nombre.  Ces  procédés  étaient  connus 
de  Pythagore  et  de  Platon. 

Fig.  26. 
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Table  des  carrés. 


On  peut  ainsi  construire  rapidement  une  Table  des  carrés,  par 
additions  successives,  en  se  bornant  aux  trois  premières  colonnes 
du  Tableau.  On  vérifie  les  calculs  de  dix  en  dix  lignes,  par  les  carrés 
déjà  formés,  en  ajoutant  deux  zéros.  L'économie  de  ce  calcul  est 
considérable,  puisque,  pour  calculer  la  table  des  mille  premiers 
carrés,  il  suffît  de  mille  additions,  au  lieu  de  mille  multiplications  ; 
d'autre  part,  cette  méthode  de  calcul  par  différences  possède  l'im- 
mense avantage  de  présenter  continuellement  la  vérification  des 
calculs,  de  dix  en  dix  lignes,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire, 
tandis  que  la  méthode  directe  des  multiplications  est  incertaine 
pour  chaque  multiplication  ;  on  ne  peut  faire  la  preuve  du  résultat 
par  l'interversion  des  deux  facteurs  du  produit,  puisque  ceux-ci 
sont  égaux. 

Les  propriétés  du  triangle  arithmétique  subsistent  dans  ce 
Tableau  ;  mais  on  voit  que  chacun  de  ses  termes  peut  se  déduire  du 
triangle  de  Pascal,  en  ajoutant  aux  termes  de  ceux-ci  les  termes 
obtenus  en  baissant  d'une  ligne  le  triangle  arithmétique.  Si  l'on 
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désigne  par  Q^^  un  terme  quelconque  da  Tableau  des  carrés,  on  a 


On  vérifie  de  même  que  la  somme  des  termes  du  Tableau  conte- 
nus dans  une  diagonale  ascendante  ^  est  égale  au  terme  corres- 
pondant de  la  suite  de  Fibonacci. 

La  Table  des  carrés  permet  de  simplifier  considérablement  les 
calculs  de  l'Arithmétique;  il  ne  nous  paraît  pas  douteux  que  l'emploi 
de  cette  Table  fut  pour  Fermât  un  instrument  merveilleux  d'obser- 
vation dans  ses  recherches  arithmétiques  et  le  point  de  départ 
d'une  méthode  rapide,  presque  inconnue  aujourd'hui,  pour  la 
décomposition  des  nombres  en  facteurs  premiers. 

25.  Table  des  quarts  de  carrés.  —  On  trouve  dans  la  Géométrie 
û?'EucLiDE  (liv.  II,  prop.  5)  un  théorème  que  l'on  peut  exprimer 
par  la  formule 

LuDOLF  en  1690  et  Seguin  en  1801  ont  montré  la  possibilité  de 
calculer  des  Tables  de  carrés  pour  simplifier  la  multiplication.  En 
effet,  à  l'aide  de  cette  formule,  on  peut  construire  une  Table  de 
multiplication  à  simple  entrée,  tandis  que  celle  de  Pjthagore  est 
à  double  entrée.  Donc,  si  l'on  connaît  les  quarts  des  carrés  de 
(a  -f-  6)  et  de  (a  —  h\  on  obtient  par  une  soustraction  le  produit 
de  a  par  b. 

La  première  Table  des  quarts  de  carrés,  que  l'on  construit  comme 
celle  des  carrés,  par  additions  successives,  a  été  publiée  par  Voisin, 
à  Paris,  en  18 16,  avec  le  titre  :  Tables  des  multiplications  ou 
logarithmes  des  nombres  depuis  i  jusqu^à  20  000,  au  moyen 
desquelles  on  peut  multiplier  tous  les  nombres  qui  n^ excèdent 
pas  20  000.  Par  le  mot  logarithme,  critiqué  par  Gergonne  dans  le 
Mémoire  cité  (n^  21),  Voisin  entend  un  quart  de  carré,  et  ainsi 
\a-  est  le  logarithme  de  a"^;  et  par  suite,  avec  cette  appellation 
défectueuse,  on  a  cet  énoncé  : 

Un  produit  de  deux  facteurs  est  égal  à  la  différence  des  loga- 
rithmes de  la  somme  et  de  la  différence  des  facteurs. 

Lorsque  la  somme  (a  +  b)  des  deux  facteurs  à  multiplier  dépasse 
les  limites  de  la  Table,  en  supposant  que  les.  facteurs  a  el  b  s'y 
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Iroiivent   contenus,    on   peut   encore   effectuer  le  produit  par  la 
formule 

mais  alors  il  faut  entrer  trois  fois  dans  la  Table  et  doubler  ensuite  le 
résultat.  ♦ 

Après  la  publication  des  Tables  de  Voisin,  on  doit  citer  la  Table 
des  quarts  de  carrés  de  i  à  4o  oooparMERPAuT  (Vannes,  i832); 
les  Nouvelles  Tables  de  multiplication  par  Rulik  (Leipzig,  1 862)  ^ 
une  Table  des  quarts  de  carrés  jusqu'à  100000  par  Laundy 
(Londres,  i856);  mais  la  Table  la  plus  étendue,  jusqu'à  présent,  et 
que  nous  recommandons  spécialement  pour  tous  les  calculs,  est 
celle  qui  a  pour  titre  : 

Table  des  quarts  de  carrés  de  tous  les  nombres  entiers  jus- 
qu'à 100  000  servant  à  simplijier  la  multiplication,  l'élévation 
au  carré,  ainsi  que  V extraction  de  la  racine  carrée,  etc.,  par 
J.  Blater  (Paris  et  Majence,  1888). 

Tout  en  reconnaissant  la  grande  utilité  de  ces  Tables  pour  ies 
calculs  de  toutes  sortes,  nous  regrettons  que  l'on  n'ait  pas  encore 
publié  des  Tables  étendues  pour  les  carrés  et  non  pour  leurs  quarts  ; 
ces  Tables  seraient  d'une  grande  importance  pour  les  recherches  de 
l'Arithmétique  supérieure. 

Enfin  nous  ajouterons  qu'en  i854  Sylvester  a  donné,  dans  le 
Philosophical  Magazine,  la  généralisation  de  la  formule  d'EucLiDE 
sur  les  quarts  de  carrés,  en  exprimant  le  produit  de  n  nombres  par 
une  somme  de  puissances  d'exposant  n. 

26.  Les  derniers  chiffres  des  carrés.  —  Le  dernier  chiffre  du 
carré  d'un  nombre  est  le  même  que  le  dernier  chiffre  du  carré  des 
unités  de  ce  nombre;  par  suite,  tous  les  carrés  des  nombres  entiers 
sont  terminés  par  l'un  des  chiffres 

G,     i,     4,     5,    6,    9; 
les  nombres  terminés  par  l'un  des  quatre  chiffres 

2,     3,     7,     8, 

ne  peuvent  représenter  le  carré  d'un  nombre  entier. 

On  dit  que  les  nombres  o,  i,  4?  5,  6,  9  sont  les  restes  des  carrés 
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OU  les  résidus  quadratiques,  dans  le  système  décimal,  et  que  les 
nombres  2,  3,  7,  8  ne  le  sont  pas. 

Cette  remarque  si  simple  a  donné  naissance,  en  supposant  les  nombres 
écrits  dans  un  système  quelconque  de  numération,  à  la  théorie  des  résidus 
quadratiques,  qui  sera  développée  ultérieurement. 

Exemple  I.  —  Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  i  ou  par  9 
est  un  nombre  pair. 

Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  5  est  2. 

Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  4  est  un  nombre  pair. 

Le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  terminé  par  6  est  un  nombre  impair; 
réciproquement,  si  le  chiffre  des  dizaines  d'un  carré  est  impair,  le  chiffre 
des  unités  est  6. 

Un  nombre  n'est  pas  un  carré  parfait,  si  l'ensemble  de  ses  deux  derniers 
chiffres  n'est  pas  l'un  des  vingt-deux  nombres 

00;       01,    21,    4i)    61,    81;       o4,    24,    44j    64j    84; 
25;        09,     29,     49,     69,    89;         16,    36,     56,     76,     96. 

Dans  ses  Nouveaux  Éléments  de  Mathém,atiques  (1689),  Prestet 
donne  la  table  des  quatre  derniers  chiffres  des  carrés. 

Exemple  II. —  Toute  somme  de  deux  carrés  a  un  nombre  pair  de  dizaines, 
si  elle  est  terminée  par  i,  5,  9,  et  un  nombre  impair  de  dizaines,  si  elle  est 
terminée  par  3  ou  par  7. 

Exemple  III.  —  Le  carré  d'un  nombre  terminé  par  8212  890  625  se  ter- 
mine de  la  même  façon,  et  il  n'y  a  qu'un  seul  autre  nombre  de  dix  chiffres 
(en  exceptant  dix  zéros,  ou  neuf  zéros  suivis  de  1),  qui  possède  la  même 
propriété;  c'est  le  nombre  i  787  109  376. 

Exem,ple  IV.  —  Trouver  les  n  derniers  chiffres  d'un  nombre,  connaissant 
les  71  derniers  chiffres  de  son  carré.  —  Par  exemple,  si  les  neuf  derniers 
chiffres  du  carré  d'un  nombre  sont  224406889,  les  neuf  derniers  chiffres 
de  ce  nombre  sont  parmi  les  groupes  suivants  : 

265  8x0  083;     765  8ioo83;     363  466  333;     863  466  333; 
734189917;    234 189  917;     636  533  667;     i36  533  667. 

Exemple  V.  —  Connaissant  le  produit  d'un  nombre  par  le  nombre  ren- 
versé, retrouver  les  facteurs  du  produit. 

Voir  une  Note  de  M.  Laisant  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  (Bordeaux,  1876). 
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CHAPITRE  IV. 

DIVISION  ET  CLASSIFICATION  DES  ENTIERS. 


27.  Division  des  entiers.  —  La  division  est  une  soustraction 
abrégée  de  nombres  égaux  à  un  nombre  donné.  Définitions  du  divi- 
dende, du  diviseur,  du  quotient  et  du  reste  de  la  division. 

Le  dividende  est  égal  au  produit  du  diviseur  par  le  quotient, 
augmenté  du  reste. 

Opération  de  la  division  dans  le  système  décimal.  Nombre  des 
chiffres  du  quotient. 

Preuve  de  la  division  par  la  multiplication. 

Dans  le  cas  de  la  division  exacte  de  a  par  6,  on  désigne  le  quo- 
tient par  l'une  ou  l'autre  des  notations 

a  .  b     ou     -7  : 
0 

dans  le  cas  de  la  division  exacte,  ou  approchée  à  une  unité  iprèspar 
défaut,  on  désigne  le  quotient  de  a  par  6,  au  moyen  du  symbole 


a  fa"! 


Division approchée/)«r  excès  aune  unité  près. 
Division  la  plus  approchée.  —  Reste  minimum. 

On  a  les  propriétés  suivantes  : 

L  Lorsque  l'on  multiplie  le  dividende  et  le  diviseur  d'une  divi- 
sion par  un  même  nombre,  le  quotient  ne  change  pas,  mais  le  reste 
est  multiplié  par  ce  nombre. 

IL  Diviser  un  nombre  par  un  produit  effectué  de  plusieurs 
facteurs  revient  à  diviser  ce  nombre  successivement  par  chacun  des 
facteurs  du  produit,  et  réciproquement. 

IIL  Lorsque  les  divisions  donnent  lieu  à  des  restes,  le  principe 
précédent  subsiste  pour  la  partie  entière  du  quotient. 
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Exemple  I.  —  Le  nombre  9  est,  de  diverses  manières,  égal  au  quotient 
de  deux  nombres  de  cinq  chiffres,  en  supposant  tous  les  chiffres  distincts. 
En  effet,  9  est  le  quotient  des  divisions 

97524       95823       9574î>>       7^249       58289       57429 
io836'      10647'      10638'      o836i '      06471'     o638i 

Exemple  IL  —  Le  nombre  100  peut  être  écrit  sous  forme  d'entier  aug- 
menté du  quotient  d'une  division,  avec  les  neuf  chiffres  significatifs  pris 
une  seule  fois,  des  diverses  manières  suivantes  : 

9,     Mî,         9,     ^4,         9,     58^3^         g^     ^^ 
638  836  647  263 

2148  1428  1752 

96     -— —  j         96     -^-^  ?         96     — — - .  , 
d37  337  4^0 

Exemple  III.  —  On  écrit  tous  les  nombres  du  système  décimal  à  la  suite 
les  uns  des  autres;  quel  est  le  chiffre  de  rang  donné?  Si  l'on  partage  les 
nombres  en  groupes  de  i,  2,  3,  4?   •  -  •   chiffres,  le  nombre  des  chiffres  du 

jer  gpoupe  est 9x1  ou  1x9, 

2^        »         » 90  X  2  )>  20  X  9, 

3®        w         » 900  X  3  »  3oo  X  9, 

4®        »         » 9000  X  4  »  4000  X  9, 

5®        »         :-> 90000  X  5  »  5oooo  X  9. 

Â.insi  le  total  des  chiffres  des  nombres  des  cinq  premiers  groupes  est 
égal  à  54321  X  9;  celui  des  six  premiers  groupes  est  654321  x  9,  etc.  Si 
l'on  veut  savoir  quel  est  le  75892^  chiffre  de  la  suite,  on  remarque  que  ce 
chiffre  appartient  à  un  nombre  de  cinq  chiffres;  mais  le  nombre  des 
chiffres  des  quatre  premiers  groupes  est  38889.  De  plus, 

75892  —  38889  =  37003, 
et 

37003  =  7400  X  5  -h  3  ; 

ainsi  le  chiffre  cherché  est  le  troisième  du  7401®  nombre  de  cinq  chiffres, 
c'est-à-dire  loooo  4-  7400.  Donc  le  chiffre  demandé  est  4. 

Exemple  IV.  —  On  peut  se  proposer  des  questions  analogues  à  la  pré- 
cédente, en  n'écrivant  :  1°  que  les  nombres  pairs;  2°  que  les  nombres 
impairs;  3°  que  les  chiffres  pairs;  4°  que  les  chiffres  impairs. 

28.  Division  accélérée.  —  Lorsque  le  diviseur  contient  beau- 
coup de  chiffres,  on  simplifie  le  calcul  de  la  manière  suivante.  On 
écrit  sur  une  bande  de  papier  les  dix  premiers  multiples  du  divi- 
seur, que  l'on  forme  par  additions  successives,  avec  preuve   au 
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moyen  du  dixième  multiple.  Puis  l'opération  se  réduit  à  une  suite 
de  soustractions  ;  elle  s'accélère  en  pliant  la  bande  de  papier  sous 
chacun  des  multiples  ;  on  la  tient  de  la  main  gauche  au-dessus  des 
dividendes  partiels,  que  l'on  écrit  successivement  par  une  simple 
soustraction.  Cette  méthode,  très  pratique,  supprime  les  essais 
pour  déterminer  chaque  chiffre  du  quotient  ;  elle  est  surtout  avan- 
tageuse lorsqu'il  s'agit  de  diviser  plusieurs  nombres  par  un  même 
diviseur. 

Si  ron  ne  veut  pas  calculer  les  dix  premiers  multiples,  on  peut  employer 
les  Tables  de  Tripier,  les  réglettes  de  Neper  ou  de  Pruvost-le-Guay,  ou 
encore  les  réglettes  de  Genaille. 

Exemple  I.  —  Division  d'un  nombre  par  9.  —  Soit  le  nombre  23547  à 
diviser  par  9.  On  fait  la  somme  des  chiffres  en  partant  de  la  droite,  soit 
•21,  dont  le  quotient  par  9  est  2,  que  l'on  ajoute  à  la  somme  des  chiffres  à 
partir  des  dizaines,  et  en  comptant  de  droite  à  gauche,  soit  16;  on  pose  6 
et  l'on  retient  i  que  l'on  ajoute  à  la  somme  des  chiffres  de  droite  à  gauche, 
en  partant  des  centaines,  soit  11  ;  on  pose  i,  chiffre  des  dizaines  et  l'on 
retient  i  que  l'on  ajoute  à  la  somme  des  chiffres  en  partant  des  mille  ;  soit  6, 
que  l'on  pose,  et  enfin  2,  à  partir  des  dizaines  de  mille.  Le  quotient  est  2616. 

En  général,  soit  {abcde)  un  nombre  écrit  dans  le  système  décimal,  et 
que  l'on  veut  diviser  par  9;  on  a 

a.  10^  =  9999. a -H  a, 
6.io3=    999.6-+-6, 

d.\o  —        Ç).d  -r  d, 
e.       =  e; 

et,   en  ajoutant  et  en  divisant  par  9, 

abcde           e-+-d-^c-i-b-\-a 
11, ==  h, 

9  9 

-h  6? -h  c  -^  b  -^-  a 

-+-   TO    (C  H-  6  H-  <2) 

-+-  io2(6-f-a) 
-f-  lo^.a. 

29.  Systèmes  de  numération.  —  Pour  classer  les  nombres,  pour 
étudier  leurs  propriétés,  leurs  combinaisons  et  leurs  transformations, 
on  peut  employer  divers  systèmes  de  numération,  et  plus  particuliè- 
rement celui  de  la  numération  décimale. 
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C'est  aux  Chinois  et  aux  Hindous  que  l'on  doit  l'idée  ingénieuse 
de  ces  échelles  arithmétiques,  de  cet  heureux  moyen  de  représenter 
tous  les  nombres  avec  peu  de  signes,  et  d'exécuter,  par  des  opéra- 
tions techniques  très  simples,  des  calculs  auxquels  l'intelligence 
humaine,  livrée  à  elle-même,  ne  pourrait  atteindre.  <(  C'est  là,  dit 
CoNDORCET,  le  premier  exemple  de  ces  méthodes  qui  doublent 
ses  forces,  et  à  l'aide  desquelles  elle  peut  reculer  indéfiniment  ses 
limites,  sans  qu'on  puisse  fixer  un  terme  où  il  lui  soit  interdit  de 
parvenir.  » 

Tout  nombre  entier,  autre  que  l'unité,  peut  être  pris  pour  base 
d'un  système  de  numération.  On  a  ainsi  les  systèmes  de  numération 
binaire,  ternaire,  quaternaire,  ...,  décimale,  duodécimale, 
qui  correspondent  aux  bases  deux,  trois,  quatre,  .  .  . ,  dix,  douze. 

Pour  écrire  un  nombre  dans  un  système  de  base  B,  on  commence 
par  adopter  (B  —  i  )  caractères  destinés  à  représenter  les  (B  —  i  ) 
premiers  nombres.  Ces  caractères  sont  les  chiffres 

I,   2,   3,   4,    5,   6,   7,   8,  9,   a,   6,   c,    ...  , 

que  l'on  énonce  comme  à  l'ordinaire. 

Pour  la  numération  écrite,  on  fait  cette  convention,  qu'un 
chiffre ,  placé  à  la  gauche  d'un  autre,  représente  des  unités  de 
l'ordre  immédiatement  supérieur,  ou  B  fois  plus  grandes.  Pour 
tenir  la  place  des  unités  qui  peuvent  manquer  dans  certains  ordres, 
on  se  sert  du  zéro,  o  ;  par  suite,  le  nombre  des  chiffres  employés 
est  toujours  égal  à  la  base  du  système. 

Pour  la  numération  parlée,  on  convient  d'appeler  unité  simple, 
dizaine,  centaine,  mille,  etc.,  les  unités  du  premier  ordre,  du 
second,  du  troisième,  du  quatrième,  etc.  Ainsi  les  nombres  lo, 
II,  . . .  ,  19  se  liront  de  même  dans  tous  les  systèmes  de  numéra- 
tion; les  nombres  i  a,  i  b,  ao,  bo,  ...  se  liront  dix-a^  dix-bé^ 
a-dix ^  bé-dix^  etc.  Et  5. 6  6a  71  c  se  lira  cinq  millions  bé-cent, 
soixante-a  maille  sept  cent  dix-cé. 

Les  règles  des  opérations  démontrées  pour  les  nombres  écrits 
dans  le  système  décimal  sont  les  mêmes  pour  les  nombres  écrits 
dans  un  système  quelconque  de  numération. 

Pour  opérer  rapidement  dans  un  système  quelconque  de  numé- 
ration, il  est  indispensable  de  savoir  par  cœur  toutes  les  sommes 
et  tous  les  produits  de  deux  nombres  d'un  seul  chiffre. 
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Aristote  avait  observé  que  le  nombre  4  pouvait  très  bien  remplacer 
le  nombre  lo,  comme  base  de  la  numération.  Weigel  publia  à  ce 
sujet,  en  1687,  le  plan  d'une  Arithmétique  tétractique,  Simon  Stevin,  de 
Bruges,  mort  en  i633,  avait  aussi  imaginé  le  système  de  numération  duo- 
décimale, se  rapprochant  beaucoup  plus  de  notre  manière  de  compter  les 
mois  de  l'année,  les  heures  du  jour,  les  degrés  de  la  circonférence.  Quant 
au  système  de  la  numération  binaire,  auquel  nous  avons  consacré  deux 
Chapitres  dans  nos  Récréations  mathématiques ,  il  date  de  cinquante- 
quatre  siècles;  il  fut  retrouvé  par  Leibniz. 

On  peut  donc  se  demander  si  l'adoption  d'une  base  autre  que  dix  n'eût 
pas  été  préférable  ;  en  d'autres  termes,  si  l'accident  de  notre  espèce  qui 
fait  que  nous  avons  dix  doigts  aux  deux  mains  s'accorde  avec  les  condi- 
tions requises  pour  que  le  système  de  numération  chiffrée  soit  le  plus 
parfait  possible.  Ceci  exige  qu'on  distingue  la  notation  des  nombres  entiers 
et  abstraits  de  celle  des  nombres  concrets  et  fractionnaires.  Sous  le  rap- 
port de  l'application  du  système  de  numération  à  celui  des  mesures,  et  à 
la  subdivision  de  l'unité  concrète,  on  est  convenu,  ainsi  que  Buffon  l'a 
remarqué,  que  le  nombre  douze,  à  cause  de  ses  quatre  diviseurs  :  deux, 
trois,  quatre,  six,  eût  été  une  base  plus  commode  que  le  nombre  dix,  qui 
n'a  que  deux  diviseurs  :  deux  et  cinq. 

D'autre  part,  Auguste  Comte  avait  remarqué  que  la  structure  de  la 
main,  composée  de  quatre  doigts  à  trois  phalanges,  ou  de  douze  pha- 
langes, permet  de  représenter  avec  les  deux  pouces  posés  sur  deux  pha- 
langes tous  les  nombres  jusqu'à  treize  fois  douze;  alors  les  phalanges 
de  la  main  gauche  représentent  des  unités  simples,  et  celles  de  la  main 
droite  des  grosses,  ou  unités  de  second  ordre.  Par  suite,  on  pourrait 
ainsi  compter  sur  ses  phalanges  dans  le  système  duodécimal,  plus  facile- 
ment et  plus  loin  que  sur  ses  doigts  dans  le  système  décimal.  Mais,  si  l'on 
se  reporte  au  Calcul  digital,  ignoré  de  Comte,  cette  assertion  est  inexacte. 
Au  moyen  de  ce  calcul,  professé  dans  les  écoles,  au  temps  de  Charle- 
magne,  on  représentait  avec  les  doigts  des  deux  mains  tous  les  nombres 
jusqu'à  dix  mille. 

Il  serait  plutôt  permis  de  se  demander  si  le  choix  d'une  base  inférieure 
à  dix  ne  rendrait  pas  les  calculs  plus  sûrs  et  plus  faciles.  En  effet,  B  dési- 
gnant la  base  du  sytème  de  numération,  il  faut  retenir  de  mémoire  les 
I  (B  —  i)(B  —  2)  valeurs  différentes  de  la  somme  et  du  produit  de  deux 
nombres  inégaux,  et  les  (B' — i)  valeurs  des  premiers  carrés,  des  premiers 
cubes.  Par  conséquent,  les  premiers  frais  de  mémoire  diminuent  avec  la 
base  et  les  causes  d'erreur  seront  moindres.  Mais  cet  avantage  est  com- 
pensé par  la  nécessité  d'employer  plus  de  temps  et  de  place  pour  écrire 
les  nombres. 

30.  Échange  des  systèmes  de  numération.  —  Il  s'agit  d'écrire 
dans  un  autre  système  de  base  donnée  un  nombre  quelconque 
écrit  dans  un  premier  système.  De  là,  trois  problèmes  à  résoudre. 
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Problème  I.  —  Un  nombre  étant  écrit  dans  un  système  de 
numération  de  base  B,   V écrire  dans  le  système  décimal. 

Soit  le  nombre  abcde  {a-dix  bé-mille  cé-cent  d-dix  é)  ;  en 
se  servant  de  la  notation  des  exposants,  il  est  égal  à 

aB'*-h  bB^-hcB^-hdB-he, 

et  l'on  pourrait  calculer  séparément,  dans  le  système  décimal,  les 
cinq  termes  de  ce  polynôme  et  en  faire  la  somme.  Mais  le  calcul 
se  simplifie  considérablement  en  déterminant  successivement  les 
nombres 

a,  a, 

ab,  aB  -h  6, 

*  abc,  aB^-hbB  +  c, 

abcd,  aB^-h  hB'-~\- cB  -\-d, 

abcde,         aB'*-^  bB"^-^  cB^-h  dB  ^  e. 

Chacun  des  nombres  calculés  a,  ab,  abc,  abcd,  abcde  est  égal 
au  précédent  multiplié  par  B,  augmenté  successivement  des  chiffres 
du  nombre  donné. 

Exemple.  —  Soit  à  convertir,  dans  le  système  décimal,  le  nombre  6^709 
du  système  duodécimal.  On  obtient  successivement 

6,  82,  991,    11892,    T42713, 
et,  par  conséquent, 

6^70912  =  i4"i7i3io. 

Tout  nombre  écrit  dans  un  système  de  numération  de  base  B 
est  donc  un  symbole  d'opérations  correspondant  à  un  polynôme 
en  B  ordonné  suivant  les  exposants  décroissants.  Ainsi 

abcde^  =  a  B*  H-  6  B^  h-  cB^  -f-  dB  +  e  ; 

la  conversion  dans  le  système  décimal  revient,  avec  la  notation  des 
parenthèses,  à 

r[[aB  +  6]B  +  c]BH-^l  B-f-e, 
et  avec  celle  du  vinculum,  qui  est  plus  simple, 


aB -t- è.B -h  c.B -*- c?.B  +  e. 
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Problème*  IL  —  Un  nombre  étant  écrit  dans  le  système  dé- 
cimal, récrire  dans  un  autre  système  de  hase  donnée  B. 

Soient  Q4  le  quotient  et  R,  le  reste  de  la  division  du  nombre  donné 
N  par  B,  effectuée  dans  le  système  décimal,  Q2  et  Rg  le  quotient  et 
le  reste  de  la  division  de  Qj  par  B,  et  ainsi  de  suite;  les  restes 
R4,  R2,  R3,  .<.,  représentent  les  chiffres  successifs  des  unités, 
dizaines,  centaines,  etc.,  du  nombre  écrit  dans  le  système  de 
base  B. 

Exemple.  —  Soit  à  convertir,  dans  le  système  duodécimal,  le  nombre 
142  713,  écrit  dans  le  système  décimal.  Voici  le  Tableau  des  opérations  : 


42713  ! 

2-2     1 

11892 
109 

i?. 

- 

107 
II  L 

33 

901 
3i 

12 

12 

8-2 

1-2 

9 

0 

7 

10 

6 

et,  en  écrivant  tous  les  restes  dans  l'ordre  inverse,  on  a  Ga 70919. 

Problème  IÏI.    —    Un   nombre  étant  écrit  dans  un  certain 
système,  V écrire  dans  un  autre  système  de  base  donnée. 
,  Par  la  méthode  du  problème  I,  on  écrit  le  nombre  donné  dans  le 
système  décimal,  et,  par  celle  du  problème  II,  on  passe  du  système 
décimal  dans  le  système  définitif. 

Exemplç  I.  —  Soit  proposé  d'écrire   dans  le   système   duodécimal,  le 
nombre  42  760  écrit  dans  le  système  octaval. 

En  transformant  dans  le  système  décimal,  on  trouve  17  896,  et  en  pas- 
sant ensuite  au  système  duodécimal,  on  trouve  a  434- 

Exemple  II.  —  Quels  sont,  dans  le  système  de  base  6,  les  nombres  de  dix 
chiffres  dont  toutes  les  puissances  se  terminent  par  les  mêmes  à\\.  chiffres? 

Ce  sont  les  deux  nombres 

3  221  35o  21 3  , 

2334-205344. 

Exemple  III.  —  Même  question  dans  le  système  duodécimal? 
Ce  sont  les  deux  nombres 

2  166  103  854, 

9  ao5  ao8  369. 

Exemple  IV.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  puissances  de  2 
toutes  différentes,  en  posant  par  convention  2°  =  i. 
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Exemple  V.  —  Tout  nombre  entier  est  la  somme  algébrique  de  puis- 
sances de  3,  toutes  différentes. 

Voir,  dans  nos  Récréations  mathématiques,  l'application  du  système 
binaire  aux  Boites  de  Poids,  au  Baguenaudier,  à  V Éventail  japonais, 
au  Jekim,  à  la  Tour  d'Hanoï. 

31.  Classification  des  nombres.  —  Par  rapport  à  une  base  ou 
module  positif  M,  tout  nombre  entier  quelconque  a,  positif  ou 
négatif,  peut  se  mettre  d'une  seule  manière  sous  la  forme  li- 
néaire 

dans  laquelle  r  désigne  l'un  des  M  nombres  positifs 
o,     I,     2,     3,     ...,     (M  — i). 

Le  nombre  x  est  le  quotient,  positif  ou  négatif,  de  a  par  M  à  une 
unité  près  par  défaut.  D'ailleurs,  si  l'on  avait  de  deux  manières 

a  =  M.x-^  r         et         a  =  Mx'-^r'. 

la  différence  nulle 

M{x  —  x')-\-r  —  r' , 

et,  par  suite,  {r  —  /)  serait  divisible  par  M,  ce  qui  est  impossible 
à  moins  de  supposer  r  =  r'.  Le  nombre  /'  est  appelé  reste  de  a 
pour  le  module  M. 

Exemple.  —  Pour  le  module  M  =  2,  il  y  a  deux  formes  de  nombres,  les 
pairs  et  les  impairs;  pour  le  module  M  ==  3,  il  y  a  trois  formes  de  nom- 
bres; pour  le  module  M  =  4,  il  y  en  a  quatre,  savoir  : 

4M  pairement  pairs, 

4Mh-i  pairement  impairs, 
4M  -h  2  impairement  pairs, 
4  M  -h  .3  impairement  impairs. 

En  acceptant  les  restes  négatifs,  un  nombre  entier  quelconque 
est  encore  d'une  seule  manière  de  la  forme 

a  =  Mx±r, 

et  le  reste  minimum  r  ne  peut  surpasser  en  valeur  absolue  la  moi- 
tié du  module.  Dans  le  cas  de  M  pair,  on  convient  de  prend 


re 
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avec  le  signe  H-  le  reste  égal  en  valeur  absolue  à  la  moitié  du  mo- 
dule. 

Exemple.  —  Pour  le  module  M  =  5,  tous  les  entiers  sont,  d'une  seule 
manière,  de  l'une  des  cinq  formes 

et  pour  le  module  M  =  6,  tous  les  entiers  sont  de  l'une  des  six  formes 
6jr,     6;rii=i,     6irrh2,     6a7-+-3. 

32.  Nombres  congrus  ou  équivalents  pour  un  module.  —  Deux 
nombres  entiers  a  et  h^  positifs  ou  négatifs,  sont  dits  congrus  ou 
équivalents  pour  le  module  M  lorsque  leur  différence  est  divisible 
par  le  module.  Pour  exprimer  cette  relation,  on  peut  écrire 

a  =  b  -\-  mult.  de  M; 

mais  il  est  plus  commode  de  se  servir  de  la  notation  de  Gauss 

a^b     (mod  M), 

qui  se  lit  a  congru  à  b,  pour  le  module  M.  D'autre  part,  on  a 
étendu  la  signification  du  mot  reste  en  disant  que  deux  nombres 
congrus  pour  le  module  M  sont  résidus  Pun  de  Vautre  pour  ce 
module. 

L'égalité  entre  deux  nombres ,  en  supprimant  les  multiples 
du  module,  s'appelle  congruence  ou  équivalence.  La  notation 
de  Gauss  permet  de  mettre  en  évidence  l'analogie  qui  existe  entre 
les  égalités  et  les  congruences,  sans  introduire  de  confusion. 

Pour  un  même  module,  deux  nombres  congrus  à  un  troisième 
sont  congrus  entre  eux. 

On  peut  ajouter  ou  retrancher  membre  à  membre  des  con- 
gruences de  même  module. 

On  peut  multiplier  les  deux  membres  d'une  congruence  par  un 
même  nombre  entier. 

On  peut  multiplier  membre  à  membre  les  congruences  de  même 
module. 

On  peut  élever  à  une  même  puissance  les  deux  membres  d'une 
congruence. 
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En  d'autres  termes,  si  l'on  a,  pour  le  module  M,  les  congruences 

a  =  6,        a'^b'.        a"=:b\ 
on  a  encore 

a  —  a'  -^a"  ^b  —  b'  +  b" , 

Xa  +  jjLa'-i-va"E=X6-f-  fxè'-t-v b", 

aa'a"^bb'b\ 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  f{x)  un  polynôme  à 
coefficients  entiers,  positifs  ou  négatifs, 

f{x)  =  Aiî7''  +  Bx«-iH-  C^'^-2  +  ...-i-  K^  -hL, 

la  congruence 

«  =  è     (mod  M), 
donne  aussi 

fia)^f(b)    (mod  M). 

33.  Impossibilité  de  congruences.  —  Si  l'on  remplace  succes- 
sivement X  par  tous  les  nombres  entiers  dans  un  polynôme  f{x)  à 
coefficients  entiers,  et  si  l'on  prend  les  résidus  pour  le  module  M, 
ces  restes  se  reproduisent  périodiquement  de  M  en  M,  puisque 
l'on  a,  quel  que  soit  l'entier  x^ 

f(x)^^f{x-\-M)    (mod  M). 

Ainsi,  par  exemple,  pour  f(^x)  =  x-  et  pour  M=  lo,  on  re- 
trouve les  restes  des  carrés.  En  général,  la  suite  des  résidus  de 
fi^x)  pour  M  valeurs  entières  et  consécutives  de  x  ne  reproduit 
pas  la  série  des  M  nombres 

G,     I,     2,     3,     ...,     (M  — i);  . 
on  en  déduit  alors  l'impossibilité  de  résoudre  la  congruence 

f{x)~  r     (mod  M), 

en  nombres  entiers,  si  r  désigne  l'un  quelconque  des  non-résidus. 
Par  exemple,  pour  M  =  5,  les  restes  de 

/(^)=:a^3_8^4_6 
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forment  la  suite  périodique 

I,    4)    3,    4»    3; 

par  suite,  f{x)  ne  peut  devenir  ^  o,  ni  ^2,  pour  le  module  5  et, 
a  fortiori,  égal  à  2  ou  à  5  -,  d'où  il  suit  que  les  expressions 

x^ — 8^-h6       et      x^ — ^x  +  \, 

ne  peuvent  s'annuler  pour  des  valeurs  entières  de  x,   ni  lorsque 
l'on  augmente  les  coefficients  d'un  multiple  quelconque  de  5. 

Exemple  I.  —  Le  polynôme  f{x)  à  coefficients  entiers  ne  peut  s'an-^ 
nuler  pour  une  valeur  entière  de  x,  si/(o)  et/(i)  sont  impairs. 

De  même,  si  aucun  des  nombres/(o),  /(i)  et  /( —  i)  n'est  divisible  par  3. 

34.  Preuves  par  congruences.  —  La  preuve  par  9  dans  le  sys- 
tème de  numération  décimale,  pour  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales de  l'Arithmétique,  repose  sur  les  théorèmes  que  nous 
venons  d'énoncer  sur  les  congruences,  en  supposant  M  =  9.  En 
effet,  suivant  le  module  M  =  9,  toutes  les  puissances  de  dix  sont 
congrues  à  l'unité,  puisque  lo'^  —  i ,  étant  un  nombre  formé  exclusi- 
vement des  chiffres  9999 .  .  .  . ,  est  divisible  par  9.  Par  conséquent, 
si  a,  b,  c,  d,  .  .  .  désignent  respectivement  les  chiffres  des  unités, 
dizaines,  centaines,  .  .  .  d'un  nombre  N  écrit  dans  le  système  déci- 
mal, on  a 

N  =  a  H-  106  +  lo^c  H-  lo"^  cl  -\- ... , 
et,  par  suite 

N  =  a  H-  6  -h  c  —  <:/  -h . . .     (  mod  9  i. 

En  d'autres  termes,  le  reste  de  la  division  d'un  nombre  par  9  est 
égal  au  reste  de  la  division  par  9,  de  la  somme  de  ses  chiffres. 
De  même,  pour  le  module  M=  11,  on  a  successivement 

io  =  — I,        io2  =  -h[,        lo'^^  — I,        ...; 

et,  par  suite, 

N  =  a  —  b -\- c  —  d -{- .  . .     (modii). 

Par  conséquent,  si  l'on  remplace,  dans  les  quatre  opérations  fon- 
damentales de  l'Arithmétique,  les  nombres  donnés  par  leurs  restes 
suivant  le  module  9  ou  le  module  11,  les  nombres  obtenus  doivent 
E.  L.  -  I.  4 
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être  congrus  à  ceux  qu'on  déduirait  des  résultats;  sinon  il  j  aurait 
erreur  dans  les  calculs. 

Plus  généralement,  si  8  désigne  la  base  d'un  système  de  numé- 
ration, on  a  vu  que  tout  nombre  positif  N  peut  être  mis,  d'une  seule 
manière,  sous  la  forme 

N  =  a  +  6 e  4- ce2 4- 6^63  + . . . , 

les  nombres  a,  ô,  c,  <i, . . .  étant  positifs  ou  nuls  et  plus  petits  que  9. 
D'ailleurs,  si  l'on  désigne  par  x  le  quotient  approché  par  défaut 
de  N  par  9,  à  une  unité  près,  le  chiffre  a  des  unités  est  le  reste 
minimum,  non  négatif,  de  N  suivant  le  module  9,  et  l'on  a 

^  =  6-{-cO -1-6/62 4-..., 

et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs  (9" — i),  nombre  formé  exclusivement 
par  les  chiffres  (9  —  i) ,  est  un  multiple  de  (9  —  i  )  ;  on  a  donc 

N  =  «-H  6 -T- c -f- <i-i-. . .     (mod  6 — i). 
De  même,  pour  le  module  (9  -j-  i),  on  a 

e  =  — I     (modÔ^^j; 

en  élevant  à  la  puissance  d'exposant  /i, 

6«=(— i)«     (mod  6  -hi)  ; 
et,  par  suite, 

N  =  a  — è-i-c  —  d^...     (mod  6 -h  i). 

Par  conséquent,  dans  un  système  de  base  quelconque  9,  on  peut 
faire  les  preuves  des  opérations  par  congruences  suivant  les  modules 
(9-i)et(9+i). 

Ces  considérations  s'appliquent  encore  aux  systèmes  de  numé- 
ration dans  lesquels  on  considère  des  chiffres  à  caractéristique 
négative.  Ainsi  tout  nombre  positif  N  peut  être  mis  sous  la  forme 

N  =  a -h  66 -h  c02-i- c?e3-H. .  .-h /6«  ; 

les  nombres  a,  6,  c,  c/,  . .  .  sont  des  entiers  nuls,  positifs  ou  néga- 
tifs, dont  la  valeur  absolue  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  9,  l  seul 
étant  nécessairement  positif.  La  représentation  de  N  est  encore 
unique,  à  la  condition  de  supposer  pour  9  pair  que  le  nombre  égal 
à  di|9  soit  toujours  pris  avec  le  signe  4-. 
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Si  l'on  groupe  les  chiffres  d'un  nombre  quelconque  par  tranches 
de  deux,  trois,  quatre, .  . . ,  n  chiffres,  à  partir  des  unités  du  pre- 
mier ordre,  on  peut  considérer  ces  tranches  comme  des  chiffres  et 
supposer  le  nombre  N  écrit  dans  un  système  de  numération  qui 
aurait  pour  base  l'un  des  nombres  9-,  9^,  9%  .  .  .,  9^^.  De  là  des 
règles  de  divisibilité  et  des  preuves  par  congruences  pour  les  modules 
(e/3_i)et(9'^4-i). 

Ainsi,  par  exemple,  io^+ i  = 'j.  i  i.i3;  par  conséquent,  on  en 
déduit  des  règles  de  divisibilité  et  des  preuves  par  ^,  1 1  ou  i3,  en 
considérant  les  nombres  écrits  dans  le  système  décimal,  par  tranches 
de  trois  chiffres. 

Exemple  1.  —  Démontrer  que  2^24- i  est  divisible  par  641  (Euler). 
On  a,  pour  le  module  64I, 

a^  1=4,     2^=16,     28  =  256, 
216=65536=  i54, 

2^2^=  28716  ^—   I. 

On  démontre  de  même  que 

22"  -4-  I  est  divisible  par 274  177,  , 

22'-+  I  »  1 14689, 

22*^-!- I  »  167  772  161, 

22'" 4-  I  »  2748779069441. 

Ce  dernier  exemple  prouve  que  le  calcul  par  congruences  est  parfois 
indispensable,  attendu  qu'il  est  impossible  d'écrire  le  nombre  22'®+  i ,  qui  a 
plus  de  20  milliards  de  chiffres;  la  bande  de  papier  qui  le  contiendrait 
ferait  le  tour  de  la  Terre.  D'ailleurs,  on  ne  connaît  pas  d'autre  démonstra- 
tion de  ce  curieux  résultat,  dû  à  M.  Seelhoff,  de  Brème. 

Exemple  II.  —  Le  produit  de  nombres  de  la  forme  linéaire  Mx-\-  i  est 
un  nombre  de  la  même  forme. 

Le  produit  de  nombres  de  la  forme  4-2^  -H  3  est  de  la  forme  \x  -h  i  si  le 
nombre  des  facteurs  est  pair,  et  de  la  forme  4^  +  3  si  le  nombre  des  fac- 
teurs est  impair. 

De  même,  pour  les  nombres  de  la  forme  Mx  —  i. 

Exem.ple  III.  —  Le  cube  d'un  nombre  entier  est  congru  à  0  ou  à  ±1, 
suivant  le  module  9. 

Si  un  nombre  n'est  pas  un  cube  parfait,  tout  nombre  formé  en  permu- 
tant les  chiffres  du  premier  d'une  manière  quelconque,  et  en  intercalant  des 
o  et  des  9,  n'est  pas  un  cube  parfait. 
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CHAPITRE  V. 

LES    NOMBRES    FIGURÉS. 


3o.  Progressions  arithmétiques.  —  Définitions  et  propriétés. 
—  Nous  désignerons  les  termes  de  la  progression  par 

fa,     h^    c,     . . . ,     A,     A,     /, 

la  raison  par  r,  le  nombre  des  termes  par  n  et  leur  somme  par  S. 

La  différence  de  deux  termes  de  la  progression  égale  le  produit 
de  la  raison  par  la  différence  des  rangs  des  deux  termes. 

Si  l'on  ajoute  terme  à  terme  des  progressions  arithmétiques,  on 
obtient  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  la  somme 
algébrique  des  raisons  des  progressions  données. 

La  somme  de  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  est  égale  à 
la  somme  des  extrêmes. 

La  somme  des  termes  d'une  progression  arithmétique  est  la  moitié 
du  produit  du  nombre  des  termes  par  la  somme  des  extrêmes. 

On  a  donc  les  formules 

n{a-\-l) 
l  —  a  =  {n  —  j)/',         Î5=:  — ; 

et,  par  suite, 

1 

Exemple  I.  —  Les  nombres  triangulaires.  —  Si  l'on  dispose  des  boules 
en  triangles,  on  forme  les  nombres  triangulaires.  En  d'autres  termes, 
le  /i'*^'"*  nombre  triangulaire  P^^  est  é'gal  à  la  somme  des  n  premiers 
nombres.  Le  double  d'un  nombre  triangulaire  de  rang  quelconque  est  le 
produit  du  nombre  qui  indique  son  rang  par  l'entier  suivant.  Ainsi 

_,,        n(n-^\) 


Cette  formule  se  démontre  géométriquement  de  la  même  manière  que 
l'on  démontre  que  l'aire  d'un  triangle  est  la  moitié  de  l'aire  d'un  parallé- 
logramme. Elle  se  déduit  encore  de  la  somme  des  termes  d'une  progression 
arithmétique  de  raison  r  =  i;  mais  le  procédé  qui  sert  à  calculer  cette 
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somme   revient,   au  fond,   à  celui  qui  donne   l'aire   d'un   trapèze  comme 
moitié  de  celle  d'un  parallélogramme. 

Exemple  II.  —  L'octuple  d'un  triangulaire,  augmenté  de  l'unité,  est  un 
carré.  —  Ce  théorème  de  Diophante  peut  se  démontrer  géométriquement. 
En  d'autres  termes,  on  a 

8  ; h  I  =  ('i/ï  -h  i)2. 

Tout  carré  impair  diminué  de  i  est  l'octuple  d'un  triangulaire. 

Exemple  III.—  Aucun  triangulaire  n'est  terminé  par  les  chiffres  2, 4,  9,  7- 

Car  l'octuple  plus  un  serait  terminé  par  3  ou  par  7,  ce  qui  ne  peut  être  le 
dernier  chiffre  d'un  carré. 

Exemple  IV.  —  Le  produit  de  quatre  nombres  en  progression  arithmé- 
tique, augmenté  du  bicarré  de  la  raison,  est  un  carré.  —  En  effet 

a(a-f-  r){a  ^  'ir)(a^  3  r)  +  r'*  =  {a^-  ^  3  ar  -+-  r^y. 

Exemple  V.  —  Le  produit  de  quatre  entiers  consécutifs  n'est  jamais  un 
carré.  —  En  effet,  la  différence  des  carrés  de  deux  entiers  consécutifs  est  au 
moins  égale  à  3,  et  ne  peut  être  égale  à  r'*  =  1,  d'après  l'exemple  précédent. 

Exemple  VI.  —  Tout  multiple  d'un  carré  impair  est  la  différence  de 
deux  triangulaires.  —  En  effet,  on  a  l'identité 

(lax -^  X -\- a)  (icix -^  X -^  a -{- i) 

a{ir  ^  \f  = ^^- - 

(7.ax  —  X  -^  a  —  ï)  (lax  —  x  -h  a) 


36.  Les  nombres  polygonaux.  —  Considérons  les  progressions 
arithmétiques  commençant  à  i  et  ayant  respectivement  pour  rai- 
sons les  nombres 

2  /?  —  I , 
3/i  —  2, 
^n  —  3. 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  ces  progressions  représente 
les  nombres  triangulaii^es,  carrés,  pentagonaux,  hexagonaux, 
de  rang  n.  En  général,  le  /i'^^^  polygonal  P,^  de  q  côtés  est  égal  à 
la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  arithmétique 
commençant  à  i,  et  de  raison  (^  —  2).  On  a  donc 

Si  l'on  considère  des  polygones  réguliers,  homothétiques  par 


es 

I. 

2,  3, 

4, 

I, 

'■*, 

3, 

4, 

5, 

6, 

I, 

3, 

5, 

7» 

9î 

II, 

I, 

,  4, 

7' 

10, 

i3, 

16, 

I, 

5, 

9. 

i3, 

1 1- 

21, 
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rapport  à  l'un  des  sommets,  et  contenant  2,  3,  4?  •••5  ^  pions  à 
égale  distance  sur  les  côtés,  on  obtient  une  représentation  géomé- 
trique du  nombre  polygonal  par  l'ensemble  des  pions. 

On  démontre  facilement  par  le  calcul,  ou  par  une  configuration 
géométrique,  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Tout  polygonal  est  égal  au  nombre  qui  indique  son  rang, 
augmenté  d'autant  de  fois  le  triangulaire  de  rang  précédent  qu'il 
y  a  d'unités  dans  son  côté  diminué  de  deux. 

II.  Tout  polygonal  est  égal  au  triangulaire  de  même  rang  aug- 
menté d'autant  de  fois  le  triangulaire  précédent  qu'il  y  a  d'unités 
dans  son  côté  diminué  de  trois. 

Il  existe  une  seconde  espèce  de  nombres  polygonaux  de  forme 
plus  régulière.  On  joint  le  centre  d'un  polygone  régulier  à  tous  les 
sommets  et  l'on  considère  tous  .les  polygones  homothétiques  par 
rapport  au  centre;  puis  on  place  des  pions  à  égale  distance  sur  les 
côtés  et  au  centre,  de  telle  sorte  que  le  premier  polygone  de  cj 
côtés  se  compose  d'un  pion  au  centre,  le  second  de  (i  H-  ^)  pions, 
le  troisième  de  [i  -\-  cj  -\-  'i cj)  pions,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  le  /z"'^"™'^ 
nomhre  polygonal  à  centre  O,^  de  q  côtés  a  pour  expression 

0%  =  \-^q  -^iq  -{-... +  {n  —  \)q, 
c'est-à-dire 

Si  l'on  considère  un  polygonal  à  centre  de  2^  côtés,  et  si  l'on 
supprime  tous  les  pions  situés  d'un  côté  d'un  même  diamètre,  on 
voit  facilement  que  l'on  peut  former  avec  les  pions  restants  un 
polygonal  de  première  espèce,  de  même  rang  et  ayant  {q -\- 1) 
côtés.  Ainsi,  l'on  a  la  formule 

Les  exercices  suivants  se  rapportent  aux  polygonaux  de  première 
espèce. 

Exemple  I.  —  Le  triple  de  tout  pentagonal  est  un  nombre  triangulaire 
dont  le  rang  est  le  triple  moins  un  du  rang  du  pentagonal. 

Exemple  II.  —  Le  produit  par  24  d'un  nombre  pentagonal  étant  aug- 
menté de  I  donne  un  carré  dont  le  côté  est  le  sextuple  moins  un  du  rang 
du  pentagonal. 

Exemple  III.  —  Aucun  nombre  pentagonal  ne  peut  être  terminé  par  l'un 
des  chiffres  3,  4,  8,  9.  . 
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Exemple  IV.  —  Tout  nombre  hexagonal  est  un  triangulaire  de  côté  im- 
pair, et  réciproquement. 

Exemple  V.  —  Aucun  nombre  hexagonal  ne  peut  être  terminé  par  l'un 
(les  chiffres  2,  4?  7>  9- 

Exemple  VI.  —  Le  nonuple  plus  un  d'un  triangulaire  est  un  triangulaire 
dont  le  côté  est  le  triple  plus  un  du  côté  du  premier. 

Exemple  VII.  —  Le  triple  plus  un  d'un  octogonal  est  un  carré  dont 
le  côté  est  le  triple  moins  un  du  côté  de  l'octogonal. 

Exemple  VIII.  —  Le  double  plus  un  d'un  décagonal  est  un  triangu- 
laire dont  le  rang  est  le  quadruple  moins  deux  de  celui  du  décagonal. 

Exemple  IX.  —  Aucun  décagonal  ne  peut  être  terminé  par  l'un  des 
chiffres  3,  4,  8,  9. 

Exemple  X.  —  Construire  le  tableau  des  dix  premiers  nombres  poly- 
gonaux ayant  dix  côtés  au  plus. 

Exemple  XI.  —  Étant  donné  un  nombre,  trouver  de  combien  de  ma- 
nières il  peut  être  polygonal  (Fermât).—  Il  suffit  de  diviser  le  nombre  donné 
par  les  triangulaires  successifs,  en  ne  conservant  que  les  divisions  dans 
lesquelles  le  reste  est  égal  au  triangulaire  de  rang  précédent. 

Exemple  XII.  —  Trouver  un  nombre  qui  soit  polygonal  autant  de  fois 
qu'on  voudra  (Fermât).  —  Le  problème  se  ramène  à  la  détermination  d'un 
nombre  qui,  divisé  par  des  nombres  donnés,  donne  des  restes  donnés.  La 
solution  complète  de  ce  problème  rentre  dans  la  théorie  des  congruences 
du  premier  degré  qui  sera  exposée  plus  loin. 

Pour  plus  de  détails,  voir  notre  article  intitulé  :  L'Arithmé- 
tique en  boules  (n°  696  de  La  Nature). 

37.  Sommation  des  factorielles.  —  On  appelle  factorielle  le 
produit  de  facteurs  en  progression  arithmétique.  Les  factorielles 
consécutives  donnent  lieu  à  des  formules  importantes  concernant 
les  sommes 

^2  =  aô    -\-  bc    -f- .  . .  -i-     hk  -+-    kl, 
2:3  =  abç  -f-  bcd  4- .  . .  ^  ghk  +  hkl, 


Posons,   pour  abréger,   [a  —  r)  =  a  et  (Z-f-;-)^X;  on  a  les 

égalités 

ab  —  aa  =  ir.a^ 

bc  —  ab  =^  o.r.b, 

cd  —  bc  ^^  ir.c, 

a— kl  =ir.l: 
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en  ajoutant  et  en  simplifiant,  on  trouve 

Il  —  fxa  =  2/'. Si. 

En  partant  des  égalités 

abc      —  aab      =3r.ab, 
ahcd    — CLahc    ^=^r.abc, 
abcde  —  a.abcd  =  5r  .abcd^ 


on  trouve,  de  même,  la  série  des  formules 

2r.Si=         l\  —  Cf.  a, 
3/'.  5:2=        kll  —  aab, 
4 '^•2^3=     hkll  —  'xabc, 
5  7^.'ï.!,=  g'hkll  —  aabcd, 

Exemple  I.  —  Démontrer  les  formules 

i+3-f-5+...  -^  {in  —  i)  =  71^^ 

1. 3  +  3.5+  ...  +(2 /i  — 0(2/2  + i)  —'l  n(4n-  -h  6n  — t), 
1.3.5  +  ...  -i-  {in  —  i)(2/n-  [)  (2/1  +  3)  =  /i(2/i3  +  8/i2  4-  7/?  —  2).- 

38.  Les  nombres  figurés.  —  Pour  la  progression  des  nombres 
entiers  commençant  à  l'unité,  on  a  a  =  o  et  ;•  =  i .  En  suppo- 
sant que  la  progression  contienne  successivement  /?,  (/?  i-  i), 
(y?  +  2),  ...  termes,  on  a 

1  +  2  +  3+..  .+/?  =  !/?(/' +  1), 

T.2  +  2.3  +  3.4  +...+/>(/>  +  I)  =!/?(/'  +  l)(/'  -^  2), 

1 . 2 . 3  +  2. 3. 4  + . . . +  i?(/^  +  i) (p  +  2)  =  i/?(7?  +  i)  (/?  +  2)  (/?  +  3 ), 

On  vérifie  immédiatement  a  posteriori  la  formule  qui  résume 
les  précédentes 

x  =  p 

(i)  '^x{x  -h  i). .  .{x  -i-  g  —1)  =  %(/?  +  i)...(/?  +  5'  — I), 

en  montrant  que,  si  la  formule  est  exacte  pour  les  premières  valeurs 
de  Pj  elle  a  lieu  encore  pour  la  valeur  suivante. 


CHAPITRE    V.    —    LES    NOMBRES    FIGURES. 


57 


En  effet,  q  restant  fixe,  la  formule  a  lieu  pour  ^  =  1  ;  mais,  lors- 
qu'on remplace/?  par  (/?  4-  1),  le  second  membre  augmente  de 


(/>-+- 1)  (y? -+- 2 )...(/) -h  7  —  I ) 


\kp-^q)-pY 


c'est  précisément,  après  simplification,  l'accroissement  du  premier 
membre. 

Nous  avons  vu  que  le  nombre  triangulaire  de  rang/?  est  égal  à  la 
somme  des  p  premiers  entiers.  Autrefois,  on  désignait  encore  les 
nombres  triangulaires  sous  l'appellation  de  nombres  figurés  du  se- 
cond ordre^  ou  à  deux  dimensions .  En  général,  on  appelle  nombre 
figuré  FJ  d'' ordre  q  (ou  à  q  dimensions)  le  nombre  égal  à  la 
somme  des/?  premiers  nombres  figurés  d'ordre  (q  —  i) ;  on  a  donc, 
par  définition. 


n- 

F^-iH-Ff-'-4- 

-n-'- 

et,  par  suite, 

M 

A  /7  —  i  p- 

,-Fr' 

Si  l'on  construit,  par  additions  successives,  le  Tableau  des  non 
bres  figurés  naturels,  triangulaires,  pyramidaux,  .  .  . ,  on  ol 

tient  {fi g'  27)  : 


1 

F' 

F^ 

F' 

I 

2 

3 

1 
4 

3 

6 

.0 

4 

10 

20 

5 

i5 

35 

• 

Table  des  nombres  figurés. 


(3) 


D'ailleurs,  la  formule  (1)  donne,  pour  le  calcul  direct, 


F'7  — 
^  P  — 


Si  l'on  baisse  d'une  ligne  la  colonne  des  entiers  F*,  de  deux 
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lignes  celle  des  triangulaires  F^,  de  trois  ligaes  celle  des  pyrami- 
daux F=^,  et  ainsi  de  suite,  le  Tableau  des  nombres  figurés  devient 
le  triangle  arithmétique  de  Pascal,  et  l'on  a 

(4)  f7,  =  g;,,_,. 

Les  résultats  qui  précèdent  ont  été  trouvés  par  Fermât,  en  i636,  d'après 
la  méthode  inductive.  Il  s'exprime  ainsi  dans  ses  Notes  sur  Diophante, 
à  la  suite  de  la  Proposition  IX  du  Livre  des  Polygones  :  «  Propositionem 
pulcherrimam  et  mirabilem  quam  nos  invenimus  hoc  in  loco  sine  demon- 
stratione  opponemus.  In  progressione  naturali  quœ  ab  unitate  sumit 
exordium  quilibet  numerus  in  proxime  majorem  facit  duplum  sui  trian- 
guli,  in  triangulum  proxime  majoris  facit  triplum  suœ  pyramidis,  in  py- 
ramidem  proxime  majoris  facit  quadruplum  sui  triangulotrianguli,  et  sic 
uniformi  et  generali  in  infinitum  methodo.  INec  existimo  pulchrius  aut  gene- 
ralius  in  numeris  posse  dari  theorema  cujus  demonstrationem  margini 
inserere  nec  curât  nec  vacat.  » 

Postérieurement,  Fermât  écrit  à  Pascal  le  29  août  i654  *  «  Nos  coups 
fourrés  continuent  toujours,  et  je  suis  aussi  bien  que  vous  dans  l'admira- 
tion de  quoi  nos  pensées  s'ajustent  si  exactement,  qu'il  me  semble  qu'elles 
aient  pris  une  même  route  et  fait  un  môme  chemin  :  Vos  derniers  Traités 
du  Triangle  arithmétique  et  de  son  application  en  sont  une  preuve 
authentique;  et,  si  mon  calcul  ne  me  trompe,  votre  onzième  conséquence 
courait  la  poste  de  Paris  à  Toulouse,  pendant  que  ma  proposition  des 
nombres  figurés,  qui,  en  effet,  est  la  même,  allait  de  Toulouse  à  Paris.  Je 
n'ai  garde  de  faillir,  tandis  que  je  rencontrerai  de  cette  sorte,  et  je  suis 
persuadé  que  le  vrai  moyen  pour  l'empêcher  de  faillir  est  celui  de  con- 
courir avec  vous;  mais,  si  j'en  disais  davantage,  la  chose  tiendrait  du  com- 
pliment, et  nous  avons  promis  de  bannir  cet  ennemi  des  conversations 
douces  et  aisées.  » 

Voir  le  Traité  des  ordres  numériques  de  Pascal. 

39.  Piles  d'obus  et  piles  de  boulets — Ldi  pile  d'obus  est  pris- 
matique et  se  compose  de  p  tranches  triangulaires.  Le  nombre  des 
obus  qu'elle  contient  est  le  produit  par  p  du  triangulaire  corres- 
pondant. 

La  pile  de  boulets  à  base  triangulaire ,  ayant  n  boulets  au 
côté,  contient  un  nombre  de  boulets  T„  égal  à  la  somme  des  n  pre- 
miers nombres  triangulaires;  c'est  le  nombre  pyramidal  de  rang  /i, 

F3  _  T    -  1-12:  ^1:1^       +  njn-r-x) 
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c'est-à-dire 

hâ^pile  de  boulets  à  base  carrée  y  ajanl  n  boulets  au  côté,  con- 
tient un  nombre  de  boulets  Q„  égal  à  la  somme  des  n  premiers 
carrés.. On  peut  la  considérer  comme  formée  de  deux  piles  triangu- 
laires T,i  et  T„_,  ;  on  a,  en  effet,  pour  chaque  tranche, 

,  _  /i(/i  -h  i)        (n  —  i)/i  ^ 
n-  —  h  j 

2  '2 

par  suite,  en  remplaçant  n  par  i,  2,  3,  . . . ,  /z,  et  faisant  la  somme, 
on  voit  que  Q,/  est  la  somme  des  pyramidaux  de  rangs  n  et  (n  —  i). 

On  a 

_  n{n  -^  i)  {'271  -\-  i) 

Pour  les  trois  piles,  le  nombre  des  projectiles  est  égal  au 
nombre  des  projectiles  d\ine  face  triangulaire,  multiplié  par 
le  tiers  du  nombre  des  projectiles  contenus  dans  trois  arêtes 
parallèles  partant  des  sommets  de  cette  face. 

Cette  formule  subsiste  pour  la  pile  cjuadrangulaire ,  que 
l'on  peut  considérer  comme  la  réunion  d'une  pile  à  base  carrée  et 
d'une  pile  prismatique. 

Pour  plus  de  détails,  voir  notre  article  intitulé  :  U Arithmétique 
en  bâtons  (n'^697  de  La  Nature). 

Exemple  I.  —  On  a  les  inégalités 

/i3<6T«  <(n-4-i)3, 

qui  permettent  de  déterminer  n,  connaissant  T ,1  ou  Q^.  au  moyen  de  la 
Table  des  cubes  {Algèbre  d'EuLER). 

Exemple  II.  —  Le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée  de  rang 
n  est  le  quart  du  nambre  des  boulets  d'une  pile  à  base  triangulaire  de 
rang  2/1. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  des  boulets  contenus  dans  l'ensemble  des  /i  pre- 
mières piles  triangulaires  est  égal  au  /i'*™^  nombre  triangulo-triangulaire 

_  /^(/^^4-I)(/^-^2)(/^-f-  3) 
""  1.2.3.4 
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Exemple  IV.  —   Le   nombre  des  boulets  contenus  dans  l'ensemble  des 

n  premières  piles  à  base  carrée  est  la  somme  des  triangulo-triangulaires  de 

rangs  n  cX,  {n  —  i),  ou 

n{n^\Y{n  -^  0.) 
Fa_,  -f-  F>  = 

Exemple  V.  —  Démontrer  directement  la  formule  qui  donne  le  nombre 
des  boulets  d'une  pile  à  base  rectangulaire. 

Exemple  VI.  —  Trouver  le  nombre  des  projectiles  qui  se  trouvent  sur  la 
surface  latérale  ou  totale  d'une  pile.  —  Huit  cas. 

Exemple  VII. —  Nombre  des  boulets  d'une  pile  tronquée  à  bases  paral- 
lèles. —  Quatre  cas. 

Exemple  VIII.  —  Trouver  la  somme  des  n  premiers  polygonaux  de  g 
côtés  et  de  première  espèce.  —  On  a 

p,  ^  p, + . . . + VI  =  iL^ + (î  - .)  <-"-'^;!<"^''' . 

Pour  ^  =  3  et  pour  q  =  (^^  on  retrouve  les  expressions  de  T^  et  de  Q/^. 
Exemple  IX.  —   Trouver  la  somme   des   n  premiers  polygonaux  de  q 
côtés  et  de  seconde  espèce.  —  On  a 

0  jf  +  0|  -^-  .  .  .  4-  O:^  ^  11^  q . 

Lorsque  ^  ==  6,  on  trouve  n?  pour  la  pile  hexagonale  de  n  pions  sur  le 
côté  de  la  base. 

Exemple  X.  —  Trouver  la  somme  des  polygonaux  de  rang  n  et  de  pre- 
mière espèce,  dont  les  côtés  sont  3,  4?  5,  . . .,  ^.  —  On  a 

P3  +  p.  _.  . . .  ^-  p;;  =  „(,^  _  ,)  +  Î^_L)  <î^-l(î^). 

Exemple  XI.  —  Trouver  la  somme  des  polygonaux  de  rang  n  et  de  se- 
conde espèce,  dont  les  côtés  sont  3,  4?  3,  . . . ,  </.  —  On  a 


0; 


or^^-.+  ^(-^ipi^[^i^^-3] 


ExempleXII.  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  polygonaux  des  n  pre- 
miers rangs  et  dont  les  côtés  sont  3,  4»  5,  .  .  .,  ^.  —  Deux  cas. 

Exemple  XIII.  —  Dans  un  système  de  numération  de  base  B,  la  somme 
des  chiffres  de  tous  les  nombres  n'ayant  pas  plus  de  n  chiffres  est 

Le  produit  des  chiffres  significatifs  de  tous  ces  nombres  est  égal  à  la  puis- 
sance de  la  factorielle  (B  —  i)!  qui  a  pour  exposant  nB«-i. 
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40.  Binôme  de  Ne'wton.  —  La  théorie  des  nombres  figurés  con- 
duit au  triangle  arithmétique  de  Pascal  et  à  la  formule  appelée 
binôme  de  Newton. 

Si  l'on  multiplie  le  polynôme 

¥  =  a  -\-  bx  -^  cx^-h. .  .4-  kx"-'^-i-  Ix'^ 

par  (i  H-  j?),  et  si  l'on  n'écrit  que  les  coefficients  de  F  et  ceux  du 
produit  P,  on  trouve 

pour  F a,         b,  c,  ...,         A",  l\ 

pour  P a,     a  -^  b,     b  -i-  c,     . .  . ,     h -^  k     k  -~  l,     /, 

comme  dans  la  multiplication  d'un  nombre  par  i  i  (n"  18,  Ex.  /); 
par  conséquent,  ces  coefficients  se  calculent  comme  dans  un  Ta- 
bleau de  sommes  (n"*  5). 

En  particulier,  les  coefficients  des  puissances  successives  de 
[i  -^  x)  produisent  le  triangle  arithmétique  de  Pascal.  On  a  donc 
le  développement 

d'ailleurs,  si  l'on  remplace  clans  la  formule  (4)  du  n"  38  le  nombre/? 
par  [p  —  q  -^  \)  ^  il  vient,  en  tenant  compte  de  la  formule  (3)  qui 
donne  l'expression  générale  des  nombres  figurés, 

On  a  donc  le  développement 

P  p(p — 0     T  p( p—\)...{p  —  q-^l) 

I  1.2  1.2.1...^ 

On  peut  vérifier  a /?05^e/70/'i  l'exactitude  de  ce  développement, 
en  faisant  voir  que,  si  cette  formule  est  une  identité  pour  une  va- 
leur entière  et  positive  de  l'exposant/?,  elle  a  lieu  encore  pour  l'ex- 
posant (/?  +  i). 

En  remplaçant  x  par  (6  :  a)  et  en  multipliant  les  deux  membres 
par  rt^,  on  a  la  formule 

(^a-^b)P=  aP-^  ^aP-^b-^  pyP  —  "^   aP-^b'^-^ . , .-- bP. 
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41 .  Propriétés  des  coefficients  du  développement  de  (i-h x)p.  — 
Les  coefficients  de  ce  développement,  que  nous  désignerons  sou- 
vent, pour  abréger,  par  i ,  /?i ,  />2j  •  •  •  ?  Pp^  sont  en  nombre  [p-{-\). 

On  a  d'ailleurs 

Les  coefficients  à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  ;  ils 
vont  en  croissant  jusqu'au  milieu  du  développement. 

La  somme  des  coefficients  est  égale  à  iP  et  la  somme  alternée 
est  nulle,  ainsi  qu'on  le  voit  en  remplaçant  x  par  +  i  et  par  —  i . 

On  en  déduit  les  sommes  des  coefficients  de  deux  en  deux, 

Les  coefficients  étant  entiers,  GJ  est  entier,  quelles  que  soient 
les  valeurs  des  nombres  entiers  positifs  p  et  q;  par  conséquent,  le 
produit  de  q  nombres  entiers  consécutifs  est  divisible  par  le 
produit  des  q  premiers  nombres  entiers.  D'ailleurs  C^  est  nul 
pour  q'>  p- 

Exemple  1.  —  Produit  des  coefficients  du  binôme.  —  En  partant  de 
l'expression 


^p-q 


C  —  ^  —  c 

"-?!(/>-?)!""     ' 

on  trouve  facilement,  pour  le  produit  des  coefficients  du  développement  de 

([  -{-  x)P^  la  valeur 

(/>!)^-^ 

[i!2!3!...(/.-i)!p* 

Exemple  IL  —  Somme  alternée  des  q  premiers  coefficients.  —  En  se 
reportant  au  n°  13  {Ex.  II),  on  a 

I  -  G],  4-  G2  _  CJH-. . .+  (-  x)^Cl  =  {-i)^G$.,. 

Il  n'existe  pas  de  formule  simple  pour  la  somme  des  q  premiers  coeffi- 
cients du  développement  de  {i-}-x)P. 
Exemple  III.  —  Démontrer  les  formules  suivantes  dues  à  M.  Delannoy. 

y,.,-^(^_2)Gj[,-h(7?-4)G2-f-...4-(^-2^-f-2)G2-*=^G^, 

p.i-(p- 2)g;,-i-.  . .-h  (- 1 )7-i (p-2q-^2)  cy'  =  (- i)?-i  y(^-^y+'^ c^. 
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CHAPITRE  VI. 

L'ANALYSE  GOMBINATOIRE. 


42.  Permutations.  —  Ce  sont  les  manières  de  disposer  n  objets 
différents  en  ligne  droite  et,  plus  particulièrement,  les  manières 
diverses  d'écrire  la  somme  ou  le  produit  de  n  nombres  inégaux 
deux  à  deux.  En  désignant  le  nombre  de  ces  manières  parP„,  on  a 

P/,  = /iP„_i         et         P/i  =  i.'2.3. . .  .  ;i. 

En  d'autres  termes,  le  nombre  des  permutations  de  n  objets 
différents  est  égal  au  produit  des  n  premiers  nombres.  On  dé- 
signe encore  ce  produit  par  n  !  que  l'on  appelle  yac^077e//<?  n. 

Lorsque  l'on  remplace,  dans  une  suite  d'objets,  chacun  d'eux 
par  le  suivant,  on  fait  une  permutation  circulaire.  Le  nombre 
des  permutations  de  n  objets  différents,  placés  sur  une  circonfé- 
rence, est  égal  à  Vn~\  ou  (;^  —  i)  ! 

Formation  du  Tableau  des  permutations  de  n  nombres  dans 
l'ordre  numérique,  ou  de  n  lettres  dans  l'ordre  alphabétique.  — 
Connaissant  une  permutation,  trouver  son  rang  dans  le  Tableau. 
—  Inversement,  écrire  une  permutation  dont  le  rang  est  donné. 

L'analyse  combinatoire  a  été  imaginée  par  Fermât  et  Pascal  pour  obte- 
nir la  solution  de  problèmes  sur  le  Calcul  des  probabilités.  Dans  son  Traité 
duTriangle  arithmétique,  Pascal  en  donne  deux  applications  ;  l'une  est 
intitulée  :  Usage  du  triangle  arithmétique  pour  les  combinaisons,  et 
l'autre:  Usage  du  triangle  arithm,étique  pour  déterminer  les  partis 
qu^  on  doit  faire  entre  deux  joueurs  qui  jouent  en  plusieurs  parties. 

Lorsque  la  permutation  des  lettres  d'un  mot,  ou  d'une  phrase,  forme  un 
nouveau  mot,  ou  une  nouvelle  phrase,  la  permutation  prend  le  nom 
à'anagramme.  Ainsi  les  mots  logarithme  et  algorithme  sont  formés 
des  mêmes  lettres  dans  un  ordre  différent.  Pascal,  dans  les  Pensées,  s'est 
caché  sous  le  pseudonyme  de  Salomon  de  Tultie,  anagramme  de  Louis 
DE  Montalte,  nom  sous  lequel  il  fit  paraître  les  Lettres  provinciales. 
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Exemple  I.   —  Calculer  le  nombre  des  permutations  de  n  objets  pour 
toutes  les  valeurs  entières  de  zi  jusqu'à  25. 


I 

.2.3.  .. 

.  n     ou  n\ 

3 
36 

2 
6 

24 
120 

720 

5o4o 

4o32o 

62880 
28800 

399 

4790 

62270 

i4i8oo 
oiéoo 
20800 

8 

71782 

91200 

rio 

76743 

68000 

2092 

27898 

88iioo 

35568 

74280 

96000 

6 

40237 

37057 

28000 

12  [ 

64510 

04088 

32000 

2432 

90200 

81766 

40000 

5!  090 

94217 

«7094 

40000 

II 

24000 

72777 

76076 

80000 

2'^8 

52016 

73888 

49766 

40000 

6204 

48401 

73323 

94393 

60000 

I  55i 12 

10043 

33098 

59840 

ooooo 

i3 

i4 
i5 

16 

17 
18 

>9 

20 

21 
22 

23 

24 

2  3 


Les  permutations  des  25  premiers  nombres. 

On  voit  ainsi  que  le  nombre  des  permutations  de  n  objets  augmente 
rapidement  avec  n.  Pour  des  valeurs  plus  grandes  de  n,  on  ne  calcule 
habituellement  que  le  nombre  des  chiffres  et  les  premiers  chiffres,  au  moyen 
d'une  formule  donnée  par  Stirling. 

Exemple  II.  —  Trouver  le  nombre  des  manières  de  permuter  un  mot 
formé  de  n  consonnes  et  de  n  voyelles  distinctes,  de  telle  sorte  qu'il  n'y  ait 
pas  deux  voyelles  ou  deux  consonnes  consécutives.  —  On  trouve  2(Prt)2, 
et  ainsi  pour  un  mot  composé  de  cinq  consonnes  et  de  cinq  voyelles,  toutes 
distinctes,  ce  nombre  est  égal  à  28800,  tandis  que  le  nombre  de  toutes  les 
permutations  est  Pio  =  3  628  800. 
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Exemple  III.  —  On  permute  les  chiffres  1,  2,  3,  4,  5  de  toutes  les  ma- 
nières possibles;  trouver  la  somme  des  nombres  formés  par  ces  permuta- 
tions dans  le  système  décimal. 

On  prend  la  somme  des  nombres  donnés  par  une  permutation  et  par  la 
permutation  complémentaire  ;  on  trouve  ainsi,  puisque  la  somme  des 
nombres  de  deux  permutations  complémentaires,  telles  que 

245i3 
42i53 


66666 


est  constante,  que  la  somme  cherchée  est  la  moitié  du  produit  de  P3  par 
le  nombre  66666. 

43.  Permutations  figurées.  —  Ce  sont  les  dispositions  de  n 
jetons  sur  les  cases  d'un  échiquier  de  n-  cases,  de  telle  sorte  qu'il 
n'y  ait  pas  deux  jetons  sur  une  même  ligne  ->  ou  sur  une  même 
colonne  \'.  Ces  dispositions  correspondent  au  problème  des  tours 
au  jeu  d^ échecs. 

A  toute  permutation  de  n  nombres  correspond  une  permutation 
figurée,  et  inversement  ;  nous  trouverons  l'application  des  permu- 
tations figurées  dans  la  théorie  des  déterminants. 

iLdifig.  28  représente  les  permutations  figurées  de  quatre  élé- 
ments 1,  2,  3,  4;  elles  sont  rangées  dans  l'ordre  numérique, 
d'après  la  permutation  correspondante  placée  au-dessous  de  cha- 
cune d'elles.  Les  cases  ombrées  figurent  les  jetons. 

Nous  montrerons  plus  loin,  au  Chapitre  VIII,  que  cette  repré- 
sentation des  permutations,  qui  constitue  un  ensemble  important 
des  théories  de  V Arithmétique  de  position,  trouve  encore  une 
intéressante  application  dans  les  produits  des  sommes  de  quatre 
carrés,  et  dans  la  théorie  des  factorielles. 

Exemple  I.  —  Dans  toute  permutation  figurée,  le  nombre  des  jetons 
situés  sur  les  cases  de  couleur  opposée  à  celle  d'un  coin  de  l'échiquier  est 
toujours  pair  {voir  n"  8). 

En  effet,  soient 

(T^ri)»  (2,^2),   (3,^3),    ••••,   (^,jK«), 

les  coordonnées  des  jetons  d'une  permutation  figurée  ^1^2/3  >-  >  ym  en 
prenant  le  coin  de  coordonnées  (i ,  î)  pour  origine.  La  somme  de  toutes 
les  coordonnées 

(l  +ri)  +  (2-h72)  +  (3-l-73)H-  •••  -^{n+yn), 

E.  L.  -  I.  *  5 
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vaut  évidemment  le  double  de  la  somme  des  n  premiers  nombres  et,  par 
suite,  un  nombre  pair.  D'autre  part,  si   l'on  supprime   les   parenthèses  à 

Fig.  28. 


12  3  4 


I  2  il-  3 


2  13  4- 


2  14  3 


I  3  2  <!■ 


É 

^ 

_] 

B 

2  3  14 


13  4  2 


14  2  3 


^ 


2  3*1 


2  4  13 


I  '^  3  2 


2  4-31 


3  12  4 


p 

S 

H 

3  14  2 


3  2  14 


s 

i 

3  2  4  1 


3  4  12 


4123,4132         4213         4231  4312 

Les  permutations  figurées  de  quatre  éléments. 


3    4    2    1 


.^ 


4    3    2    1 


somme  paire,  qui  correspondent  à  des  jetons  posés  sur  des  cases  de  même 
couleur  que  la  case  (1,1),  il  reste  un  total  pair.  Par  suite,  les  parenthèses 
à  somme  impaire,  qui  correspondent  aux  jetons  placés  sur  des  cases  de 
couleur  opposée  à  celle  du  coin  (1,1),  forment  un  nombre  pair;  elles  sont 
donc  en  nombre  pair. 

Exemple  II.  —  Trouver  le  nombre  G,^  des  permutations  des  n  premiers 
chiffres,  dans  lesquelles  la  somme  des  chiffres  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes est  la  même.  En  d'autres  termes,  trouver  le  nombre  des  permu- 
tations figurées  qui  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échi- 
quier. 

Si  n  est  impair,  il  y  a  une  tour  au  centre  de  l'échiquier,  et,  en  suppri- 
mant la  ligne  et  la  colonne  du  milieu,  on  obtient  un  échiquier  dont  le 
côté  est  (  Al  —  i).  On  a  ainsi 

Ga'iH-i  =  G2«. 

Soit  (y*^.  29)  un  échiquier  pair  de  côté  in;  la  position  d'un  jeton  a  dans 
la  première  colonne  donne  la  position  d'un  jetoji  a'  dans  la  dernière  co- 
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lonnc;  en  supprimanl  les  lignes  et  les  colonnes  qui  contiennent  a  et  a',  il 
reste    un   ensemble  de   cases  qui   correspond  à  un  échiquier  de  (2/1  —  2) 


Fig.  29. 


Permutations  symétriques. 

cases  de  côte.   Mais  a  peut  occuper  in  places  dans  la  première  colonne; 
par  suite 

Go/i  =  2/1  Go  «-2 1 
d'où  l'on  déduit 

Exemple  III.  —  Déterminer  le  nombre  R,i  des  permutations  figurées  qui 
coïncident  avec  elles-mêmes  en  faisant  tourner  l'échiquier  d'un  quart  de 
tour  {fig.  3o). 

La  permutation  est  symétrique  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier,  car 


Fi-.  3o. 


Permutations  tournantes. 


elle  coïncide  avec  elle-même  par  rotation  de  deux  quarts  de  tour.  On  a, 
puisque  les  jetons  vont  par  quatre,  sauf  au  centre, 

f^4«-t-i  =  R4«)         et        R4/1+3  =  R4/i+2  =  o  ; 
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puis,  comme  précédemment,  en  observant  que  le  jeton  ne  peut  être  placé 
dans  un  coin  de  l'échiquier, 

R4«  =  {/in  — 2)  Rwi-4  ; 
par  suite 

R4/i  =  2.6.io.   ...(4/1  —  2). 

Exemple  IV.  —  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer  le  produit 
de  n  facteurs  distincts,  en  supposant  que  tous  les  produits  diffèrent  des* 
facteurs  et  diffèrent  entre  eux  ? 

Soit  On  ce  nombre  de  manières;  le  nombre  de  multiplications  à  faire 
dans  chacune  des  manières  est  toujours  {n  —  i  ).  On  a  d'abord,  pour  deux 
facteurs  a  et  6,  les  multiplications  ab  et  ba  ;  donc  O2  =  2. 

Prenons  un  troisième  facteur  c;  on  peut  le  combiner  comme  multipli- 
cateur ou  comme  multiplicande  avec  le  produit  effectué,  ce  qui  donne 

ciab)     et     {ba)c\ 

mais  on  peut  aussi  faire  intervenir  le  nombre  c,  pendant  la  multiplication, 
de  quatre  manières  : 

acb^     cab^     bca ,     cba  ; 

on  a  donc  O3  =  6O2.  Prenons  un  quatrième  facteur  d  et  combinons-le 
avec  l'un  des  O3  produits  entièrement  effectués,  abc  par  exemple.  On  à 
deux  manières  distinctes  : 

d{abc)     et     {abc)d', 

mais,  si  l'on  introduit  le  facteur  d  pendant  l'opération,  abc  exige  deux 
multiplications.  Donc,  en  faisant  intervenir  d  dans  l'intervalle  de  la  mul- 
tiplication de  a  par  (6c),  il  y  a  quatre  manières  : 

adibc)^     da{bc)^     a{dbc) ^     a{bdc)  ^ 

et  autant  pour  la  multiplication  de  {bc)  par  a;  en  tout  dix  manières.  On 
a  donc 

04=  10  O3. 

Désignons  par  M  une  des  manières  employées  pour  obtenir  le  produit 
de  {n  —  i)  facteurs,  et  introduisons  le  nouveau  facteur/.  Celui-ci  peut  se 
combiner  comme  multiplicande  ou  comme  multiplicateur,  ce  qui  donne 
les  deux  cas  M/  et /M;  mais,  si  on  l'introduit  avant  d'avoir  effectué  le 
produit  M,  il  y  a  (/i —  2)  multiplications  dont  chacune  donne  quatre  ma- 
nières f  donc  en  tout 

2  +  4(^  —  2)     ou     \n  —  6; 
par  suite 

0„  =  (4n-6)0„_,, 
et 

0„  =  2.6.io  ...  (4/1  — 6)  =  2«-'.  1.3. 5  ...  (2/1  — 3). 
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Cette  démonstration  est  due  à  0.  Rodrigues;  mais  le  résultat  précédent 
est  de  M.  Catalan  {Journal  de  Liouville,  i'^  série,  t.  III  et  VI). 

44.  Permutations  avec  répétition.  —  Ce  sont  les  diverses  ma- 
nières de  disposer  n  objets  en  ligne  droite,  ces  objets  n'étant  pas 
tous  distincts.  Par  exemple,  si  a  lettres  sont  égales  à  a,  si  ^  lettres 
sont  égales  à  6,  . . . ,  X  lettres  à  /,  avec  la  condition 

le  nombre  des  permutations  avec  répétition  est 


a!  p!  ...  X! 


Exemple  I.  —  De  combien  de  manières  peut-on  effectuer  le  produit 
de  n  facteurs  égaux  ou  inégaux? 

Si  a  facteurs  sont  égaux  àa,  ^àè,  yàc,...,  en  désignant  par 
a,  b,  c^  ...  des  facteurs  quelconques  inégaux,  il  faut  diviser 

0„  =  2«-i.i.3.5.  ...  (2/1  —  3), 

par  le  produit  des  factorielles 

a!  pi  y!  ... 

Exemple  II.  —  De  combien  de  manières  peut-on  remplacer  le  produit 
de  n  facteurs  par  des  produits  de  deux  facteurs  dans  le  cas  de  n  pair, 
et  par  des  produits  de  deux  facteurs  et  d'un  seul,  dans  le  cas  de  n  impair? 

Exemple  III.  —  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  pro- 
duit de  3/1  facteurs  en  /i  produits  de  trois  facteurs? 
On  trouve 

(3/1)! 
(3!)«./i!* 

45.  Arrangements  simples.  —  Les  arrangements  simples  de 
p  objets  distincts,  pris  q^^q-,  sont  les  manières  de  disposer  en  ligne 
droite  q  de  ces  objets,  de  telle  sorte  que  deux  dispositions  diffèrent 
soit  par  le  choix,  soit  par  V ordre  des  objets. 

En  désignant  leur  nombre  par  A^,  on  déduit  ces  arrangements 
des  arrangements  AJ~',  en  écrivant  successivement  à  la  suite  de 
ces  derniers  les  (p  —  ^  +  i)  lettres  qui  n'y  entrent  pas 

^$  =  (p-q-r-l)Ar'; 

par  suite, 

^1=P{P~  0(/>-2)  ...  (p-^-hi). 
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Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  simples  de  p  objets,  pris 
CI  à  q,  est  le  produit  des  q  nombres  entiers-  décroissants  à  par- 
tir de  p. 

Si  p  =^  q,  on  retrouve  les  permutations  ;  si  p  <C  q  .on  sl  ^^J^  -~  o, 
conformément  à  la  définition. 

Si  l'on  exprime,  de  deux  manières  différentes,  le  nombre  de  fois 
qu'une  lettre  a  entre  dans  le  tableau  des  arrangements  à  une  place 
déterminée,  à  la  première  par  exemple,  on  a  encore  la  formule 
de  récurrence 

A'?  _  „  A*/-! 
rvp  —  /J  J\p_i . 

Exemple  I.  —  Former  les  arrangements  simples  de  jo  lettres,  prises  q  à 
<7,  en  suivant  l'ordre  alphabétique. 

Connaissant  un  arrangement  simple,  trouver  son  rang  dans  le  tableau. 

Inversement,  écrire  un  arrangement  simple  de  rang  donné. 

Exemple  II.  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  nombres  du  système  dé- 
cimal qui  n'ont  pas  plus  de  cinq  chiffres,  et  formés  seulement  des  chiffres 
0,  1,2,  3,  4)  ïes  chiffres  ne  pouvant  être  répétés. 

Exemple  III.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  simples  de 
p  lettres,  prises  q  k  q,  d'après  la  considération  d'une  lettre  a. 

Exemple  IV.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  simples  de 
p  lettres,  prises  q  k  q,  d'après  la  considération  de  deux  lettres  a  et  6. 

46.  Arrangements  complets.  —  Les  arrangements  complets  de 
p  objets,  pris  ^  à  ^,  sont  les  manières  de  disposer  en  ligne  droite 
q  de  ces  objets,  ces  objets  pouvant  être  répétés  jusqu'à  q  fois, 
mais  de  telle  sorte  que  deux  dispositions  diffèrent  soit  par  le  choix, 
soit  par  Vordre  de  ces  objets. 

En  désignant  leur  nombre  par  B^,  on  a 

Bj;=/>B/r'         et         Bl=p^. 

Ainsi,  le  nombre  des  arrangements  complets  de  p  objets,  pris 
q  à  ^,  est  le  produit  de  q  nombres  égaux  à  p. 

Si  Ton  écrit  tous  les  nombres  du  système  de  base /?  jusqu'à 
q  chiffres,  en  complétant  par  des  zéros  à  la  gauche  tous  ceux  qui  ont 
moins  de  q  chiffres,  et  en  commençant  par  ooo.  .  .o,  on  forme  les 
arrangements  complets  de/?  chiffres  pris  ^  à  </. 

Exemple  I.  —  Connaissant  un  arrangement  complet  dey?  chiffres  pris 
q  k  q,  trouver  son  rang  et  inversement. 
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Exemple  II.  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  nombres  du  système  dé- 
cimal qui  n'ont  pas  plus  de  q  chiffres. 

Exemple  III.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  complets  de 
p  lettres,  prises  ^  à  q,  d'après  la  considération  d'une  lettre  a. 

Exemple  IV.  —  Décomposer  le  tableau  des  arrangements  complets  de 
p  lettres,  prises  q  sl  q,  d'après  la  considération  de  deux  lettres  a  et  b. 

47.  Combinaisons  simples.  —  Les  combinaisons  simples  de 
p  objets,  pris  g  èiq,  sont  les  groupes  que  l'on  peut  former  avec  q  de 
ces  objets,  de  telle  sorte  que  deux  groupes  diffèrent  par  le  choix 
et  non  par  \ ordre  des  objets.  Ainsi 

les  Permutations  Vq  ne  diffèrent  que  par  l'ordre, 

les  Combinaisons   C^  »  »       le  choix, 

les  Arrangements  A^  diffèrent  par  l'ordre  ou  par  le  choix. 

On  a  la  formule 


et^  par  suite, 


A  7  _  p     rn 


C^  ^  Kp  — 0.--(/?  — ^  +  i) 


P^  1.1.3,. ..q 

Ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  simples  de  p  objets,  pris  q 
à  q^  est  le  produit  des  q  nombres  entiers  décroissants  à  partir  de 
/?,  divisé  par  le  produit  des  q  premiers  nombres. 

On  peut  encore  écrire 

A  toute  combinaison  G^  en  correspond  une  autre,  complémen- 
taire. 

Si  l'on  suppose  que  les  objets  sont  des  lettres  que  l'on  peut  ran- 
ger dans  chaque  combinaison,  suivant  l'ordre  alphabétique,  et  si  l'on 
observe  que  le  tableau  des  combinaisons  est  symétrique  par  rapport 
à  toutes  les  lettres  qui  j entrent,  on  voit  que 

le  nombre  des  lettres  du  tableau  est ^  G^  ; 

le  nombre  de  fois  que  a  s'y  trouve  est —  GJ^  ; 

le  nombre  des  combinaisons  contenant  a  est.. .  G^ll- 

On  a  donc  la  formule 

qCl=pClZ\', 

d'où  l'on  déduit  encore  l'expression  de  C^. 
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Enfin  on  a  la  formule 

que  l'on  démontre  en  ajoutant  à  chacune  des  combinaisons  du 
tableau  CJ_,  chacune  des  (/>  —  ^  +  i)  lettres  qui  n'y  entrent  pas 
et  en  observant  qvie  l'on  reproduit  ainsi  q  fois  le  tableau  CJ. 

Exemple  I.  —  De  combien  de  manières  peut-on  appliquer  quatre,  au 
plus,  des  sept  couleurs  du  spectre  solaire,  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 
régulier? 

Pour  quatre  couleurs  distinctes iQi\  ou  70 

))      trois            »                 »         3G7  »  io5 

»      deux           »                »         3Cf  »  63 

»      une              »                »         G^  »  7 

En  tout ." 245 

Exemple  IL  —  Démontrer  directement  que  le  nombre  de  toutes  les 
combinaisons  possibles  de  p  lettres  est  égal  à  2/*  —  i .  —  En  effet,  prenons,  par 
exemple,  quatre  lettres  a,  b,  c,  d\  formons  toutes  les  combinaisons  pos- 
sibles de  ces  quatre  lettres;  ajoutons-y  l'unité;  nous  formons  le  tableau 
de  gauche,  dont  le  nombre  des  combinaisons  est,  en  comptant  i,  égala  oJ*. 
Ajoutons  une  lettre  e,  nous  formons  le  tableau  de  droite.  Ainsi  le  nombre 
des  combinaisons  possibles  de  cinq  lettres  est  le  double  de  celui  de  quatre 
lettres,  et  ainsi  de  suite. 

Fig.  Si. 

1,  u, 


a,  b,  c,  d, 

ab,  ac,  ad,  bc,  bd,  cd, 

abc,  abd,  acd,  bcd, 

abcd. 


ae,  be,  ce,  de, 

abe,  ace,  ade,  bce,  bde,  cde, 

abce,  abde,  acde,  bcde, 

abcde. 


Combinaisons  de  quatre  et  de  cinq  lettres. 

On  peut  donner  une  autre  démonstration  fondée  sur  la  considération  du 
système  de  la  numération  binaire.  Si  l'on  considère  les  unités  des  différents 
ordres  jusqu'au  n'^'»«  comme  des  objets  différents,  tous  les  nombres  du  sys- 
tème binaire  ayant  n  chiffres  au  plus  représentent,  après  suppression  du 
zéro,  toutes  les  combinaisons  de  n  objets  pris  un  à  un,  deux  à  deux,  . . ,, 
jusqu'à  n,  c'est-à-dire  tous  les  nombres  qui  ont  i,  2,  3,  . . .,  chiffres  signi- 
ficatifs dans  le  système  binaire.  Le  nombre  total  des  combinaisons  est  donc 
égal  au  nombre  du  système  binaire  formé  par  n  fois  le  chiffre  i  ou  2"^ —  i. 
Le  Jekim,  boulier  chinois  de  Fo-chi,  est  une  représentation  sensible  de 
cette  démonstration. 
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De  même,  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  de  n  objets  distincts 
pris  un  à  un,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  . . .,  en  supposant  que  chaque  ob- 
jet puisse  être  pris  deux  fois,  est  égal  à  3'^  —  i,  comme  cela  résulte  de  la 
considération  du  système  de  la  numération  ternaire,  ou  du  boulier  corres- 
pondant. Et  ainsi  de  suite. 

Exemple  III.  —  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  produit 
N  =  abc. . ./,  de  Al  facteurs,  en  un  produit  de  deux  facteurs? 

C'est  la  moitié  du  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  pris  un  à  un, 
deux  à  deux,  . . . ,  n  k  n,  ou  2«-i,  en  comptant  le  produit  i.  N,  et  en  con- 
sidérant comme  une  seule  manière  le  produit/?^  et  le  produit  qp. 

Exemple  IV.  —  Les  combinaisons  du  tableau  G^  étant  rangées  suivant 
l'ordre  alphabétique,  trouver  le  rang  d'une  combinaison  donnée.  Inverse- 
ment, écrire  la  combinaison  de  rang  donné. 

Exemple  V.  —  Même  question  pour  le  tableau  alphabétique  de  toutes 
les  combinaisons  possibles  de  p  lettres,  chacune*  d'elles  ne  pouvant  être 
prise  plus  d'une  fois. 

48.  Addition  des  combinaisons  simples.  —  On  a  la  formule 

(>)  G2  =  G2_,  +  G|i;, 

qui  correspond  à  la  loi  de  formation  du  triangle  arithmétique,  et, 
puisque  les  deux  premières  lignes  du  tableau  des  nombres  de  com- 
binaisons et  du  triangle  sont  les  mêmes,  on  en  déduit  que  les 
tableaux  sont  identiques. 

Exemple  I.  —  Vérifier  la  formule  (i)  par  l'expression  de  G^. 
Exemple  II.  —  Décomposer  le  tableau  GJI  par  la  considération  de  deux 
lettres  a  el  b. 

Combinaisons  ne  contenant  ni  a  ni  b Cj^_2 

Combinaisons  contenant  a  et  non  b G^lJ 

»  »  b  et  non  a ^p-i 

»  »  a  et  b' GJ^Ig; 


on  a  donc  la  formule 


p  ~  ^p-2  ^^  ^^p-2  ^^  ^p-2 


que  l'on  peut  vérifier  par  l'expression  de  G^  ou  déduire  de  la  formule  (i), 
par  l'addition  des  égalités 

^p-i   —  ^p-2  "^  ^P-^J 

^p-l   —  ^p-2  ^^  ^p-2- 
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Exemple  III.  •—  Décomposer  le  tableau  des  combinaisons  GJ,  par  la  con- 
sidération de  trois  lettres  a,  b,  c. 

Combinaisons  ne  contenant  aucune  des  trois  lettres GJJ_3 

»  contenant  une  des  trois  lettres C|  Cj~\ 

»  »  deux  des  trois  lettres. .. C^C^lJ 

»  »  les  trois  lettres C|G^^l3. 

On  a  donc  la  formule 

G;S  =  G2-3  +  3G7,i;  +  3G7,I^  -  G|I^ 
On  trouve,  par  induction,  la  formule  suivante 

G^  =  ci_,,  +  G 1  q-\  +  Gf,  G?:?  + . . .  +  g;:  g^i;:  , 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

(I)  ci^qrJAc  +  iY, 

en  considérant  les  indices  supérieurs  comme  des  exposants.  On  peut 
démontrer  directement  cette  formule  par  la  considération  de  r  lettres  dé- 
terminées, ou  la  vérifier  a  posteriori.  (  Voir  un  de  nos  articles  dans  la 
Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  II,  p.  70. 

Exemple  IV.  —  Si  l'on  désigne  par  ap  le  nombre  des  arrangements 
simples  de  a  lettres  prises  /?  à/>,  on  a  la  formule 

/          7  N                  Pi        p{p  —  i)  7  7 

{a  -4-  6)/,=  «y,  +  ^  ap-ibi-^'—!^ ap-^b^^.  .  .-f-  bp, 

que  l'on  appelle  formule  du  binôme  des  factorielles  de  Vandermonde. 

En  effet,  {a-\-b)p  est  le  nombre  des  arrangements  simples  de  (a -{- b) 
lettres  prises  /?  à/>;  si  l'on  partage  ces  lettres  en  deux  groupes,  l'un  de 
a  lettres,  l'autre  de  b  lettres,  ces  arrangements  pourront  se  diviser  en  diffé- 
rentes classes 

.  1°  Arrangements  ne  contenant  que  des  lettres  du  premier  groupe; 
2"  »  contenant  (/>  —  i  )  lettres  du  premier  groupe  et  i  du  second; 

3**  »  ^^         (p — 2)  »  2  »       : 

4"  »  »         (p  —  3)  »  3  »       ; 


Gherchons  combien  il  y  a  d'arrangements  de  la  ( ^  h- 1  )''-'"®  classe.  Nous 
commençons  par  former  les  arrangements  des  a  lettres  du  premier  groupe 
prises  (/>  —  <?)  à  (/>  —  q);  dans  ces  arrangements,  on  introduira  q  lettres 
du  second  groupe  et  l'on  variera  leur  ordre  de  toutes  les  manières  possibles, 
sans  changer  l'ordre  des  premières,  ce  qui  peut  se  faire  ôepq  manières,  et 
l'on   obtiendra   ainsi  pqap-q   arrangements  distincts   de   (a-f-6)   lettres 
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prises  q  ix  cj.  Enfin,  comme  il  y  a  -^  manières  de  prendre  q  lettres   du 

second  groupe,  le  nombre  des  arrangements  distincts  de  la  classe  de  rang 
{q  H-  i)  est 

—,  ap^q  b(j     ou     Cp  ap-q  bg. 

En  faisant  varier  </  de  o  à  jo  et  faisant  la  somme,  on  trouve  la  formule 
donnée. 

Si  l'on  remplace  le?  arrangements  simples  par  les  arrangements  complets, 
on  retrouve  la  formule  du  binôme  (n°  40). 

49.  Combinaisons  complètes.  —  Les  combinaisons  complètes 
(ou  avec  répétition)  dep  objets,  pris  q^q-,  sont  les  groupes  que  l'on 
peut  former  avec  cj  de  ces  objets,  ces  objets  pouvant  être  pris  jus- 
qu'à q  fois,  de  telle  sorte  que  deux  groupes  diffèrent  par  le  choix 
et  non  par  l'ordre  des  objets. 

Si  l'on  désigne  par  D^  le  nombre  des  combinaisons  complètes, 
on  a  : 

Nombre  des  lettres  du  Tableau  D^ q     D^ 

Nombre  de  fois  que  a  se  trouve  dans  DJ, —  .    D^ 

Nombre  des  combinaisons  contenant  a Dj^~^ 

Nombre  de  fois  que  a  se  trouve  dans  D^~' D^"^  • 


qYyl  =  {p^q-l)\yl-\ 

d'où  l'on  déduit 

q  _  p(p-hi)  ...(/?  H-y  —  i) 

Ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  complètes  de p  objets,  pris 
qàq^  est  le  produit  des  q  nombres  entiers  croissants  à  partir  de 
/),  divisé  par  le  produit  des  q  premiers  nombres. 

En  renversant  l'ordre  des  facteurs  du  numérateur  de  D^,  on  a 

n7  _  r'i 

ainsi,  le  nombre  des  combinaisons  complètes  de  p  objets,  pris  q 
à  q^  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  simples  de{p  -\-  q  —  i) 
objets,  pris  q  àq.  On  peut  démontrer  directement  ce  résultat  de  la 
manière  suivante.  Désignons  par 

di,     c?2j    di,     . . . ,    dp, 
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les/?  lettres  des  combinaisons  complètes,  et  par 

Cl,       C2,       C3,        ...,       Cp,        ...,       Cp-^q—i 

les  (/?  -f-  ^  —  i)  lettres  des  combinaisons  simples.  Formons  respec- 
tivement les  tableaux  Dj;  et  G^^.^_i  '-,  rangeons  toutes  les  lettres 
dans  chaque  combinaison,  de  telle  sorte  que  dans  celles  du  tableau 
D^  les  indices  ne  soient  pas  décroissants  et  dans  celles  du  tableau 
^l+q-i  les  indices  suivent  l'ordre  croissant.  Soit 

^  j.  S>.  "N 

Oj,        62,        O3,        ...,        Oq 

la  suite  des  indices  d'une  combinaison  D^*,  ajoutons  respective- 
ment les  nombres 

o,      I,      2,      ...,      (q  —  i), 

nous  formons  une  suite  d'indices  croissants 

Ti,     T2,     T3,     ...,     Ty, 

et  pris  parmi  les  {p  -{-  q  —  i)  premiers  nombres  \  celte  suite  cor- 
respond à  vine  combinaison  des  lettres  c.  Inversement,  à  toute 
combinaison  Cp  des  lettres  c  correspond  une  combinaison  D^ 
des  lettres  d.  c.  q.  f.  d. 

Exemple  I  {Le  jeu  de  dominos).  —  Si  l'on  suppose  qu'un  jeu  de  domi- 
nos se  termine  au  double  —  /z,  les  dominos  représentent  les  combinaisons 
complètes  des  (  Al -l-i)  nombres 

o,      I,     2,      ...,     n, 

pris  deux  à  deux.  Le  nombre  des  dominos  est  D^;  le  nombre  total  des 
points  est  nl>\  et  leur  moyenne  arithmétique  est  égale  à  n. 

Exemple  H.  —  Le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  complet  et  homo- 
gène à  p  variables  et  de  degré  q  est  égal  à  D^.  Le  nombre  des  termes  d'un 
polynôme  complet  et  non  homogène,  à  p  variables,  est  égal  à  D^+.i. 

Exemple  III.  —  Les  combinaisons  du  tableau  D^  étant  rangées  suivant 
l'ordre  alphabétique,  trouver  le  rang  d'une  combinaison  donnée.  Inverse- 
ment, écrire  la  combinaison  de  rang  donné. 

Exemple  IV.  —  On  peut  donner  une  autre  démonstration  de  la  formule 
pour  D^.  —  Supposons  que  l'on  ait  formé  le  tableau  D^~^  et  faisons  l'une  des 
<leux  opérations  suivantes  :  1°  plaçons  successivement,  à  la  suite  de  cha- 
cune des  combinaisons,  l'une  des  {q  — 1)  lettres  qui  y  entrent;  2°  plaçons 
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successivement  Tune  des />  lettres  données;  on  obtiendra  ainsi  un  tableau 
formé  de 

(/'+?-■)  or' 

dispositions  et  contenant  q  fois  chacune  des  combinaisons  complètes  D^. 
En  effet,  soit  une  de  celles-ci 

(i)  a^^PcT...         avec         a  +  ^-i-Y"'"---=^;       * 

elle  aura  été  obtenue  q  fois,  savoir  a  fois  par  l'introduction  de  a  dans 

car  a  entre  (a  —  i)  fois  dans  celle-ci;  on  a  ainsi  introduit  la  lettre  a  un 
nombre  de  fois  égal  à  (a  —  i)  par  la  première  opération,  et  une  fois  par 
la  seconde;  la  combinaison  (i)  considérée  a  été  obtenue  a  fois  par  l'in- 
troduction de  «,  puis  p  fois  par  celle  de  6,  et  ainsi  de  suite;  on  a  donc 

{p  +  q~i)\y%~'^q\yl. 

50.  Addition  des  combinaisons  complètes. —  Dans  le  tableau  DJ, 
des  combinaisons  complètes,  le  nombre  des  combinaisons  conte- 
nant a  est  D^~%  et  le  nombre  des  combinaisons  ne  contenant  pas 
a  est  D^_j  ;  on  a  donc  la  formule 

Exemple  I.  —  Vérifier  la  formule  (i)  par  l'expression  de  DJJ. 
Exemple  II.  —  Décomposer  le  tableau  D^  par  la  considération  de  deux 
lettres  a  et  b. 

Combinaisons  ne  contenant  m  a  x\\  b D^-2 

))  contenant  a  et  non  b ^'p-\ 


» 


b  ex,  non  a D2_î 


/>-i 


»  a  et  b D^  ' 


on  a  donc  la  formule 

que  l'on  peut  encore  vérifier  par  l'expression  de  D^,  ou  déduire  de  la  for- 
mule (i),  par  l'addition  des  égalités 
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Exemple  IIT.  —  Décomposer  le  tableau  D^  par  la  considération  de 
trois  lettres  a,  6,  c. 

Combinaisons  ne  contenant  aucune  des  trois  lettres  . . .  D/î-3 

.    »            contenant  une  des  trois  lettres G^D^Ig 

»                    »           deux  des  trois  lettres G|  D^^lJ 

»                    »           les  trois  lettres G|  DJ^~^ 

On  a  donc  la  formule 

D,^  =  d;^_3  +  3  D^^i.^  +  3  Dj;i?  +  D/r  ^ 

On  trouve,  par  induction,  la  formule  suivante 

On  peut  démontrer  directement  cette  formule  par  la  considération  de  r 
lettres  déterminées,  ou  la  vérifier  a  posteriori. 

Si  l'on  exprime  les  combinaisons  complètes  au  moyen  des  combinaisons 
simples,  on  trouve  une  formule  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  de  la  for- 
mule (i)  du  n"  48  {Ex.  III). 


51.  Les  inversions.  —  Il  ja  inversion  ou  dérangement  daLnsum^ 
permutation  de  nombres,  inégaux  deux  à  deux,  écrits  sur  une  ligne 
horizontale,  toutes  les  fois  qu'un  nombre  se  trouve  placé  à  la  gauche 
d'un  nombre  plus  petit. 

Pour  compter  le  nombre  des  inversions,  on  peut  procéder  de 
deux  manières  différentes,  soit  en  comptant  pour  chaque  terme  le 
nombre  des  termes  qui  sout  à  la  droite  plus  petits  que  lui,  soit  en 
comptant  pour  chaque  terme  le  nombre  de  ceux  qui  sont  à  la  gauche 
plus  grands  que  lui,  et  en  faisant  le  total  pour  tous  les  termes  dans 
l'un  ou  l'autre  cas. 

On  divise  les  permutations  de  n  nombres  en  deux  classes,  sui- 
vant que  le  nombre  des  inversions  est  pair  ou  impair.  Les  deux 
classes  sont  également  nombreuses. 

L'échange  de  deux  éléments  quelconques  d'une  permutation 
change  la  classe  de  la  permutation.  Plus  généralement,  un  nombre 
pair  d'échanges  d'éléments  quelconques  d'une  permutation  n'en 
modifie  pas  la  classe  ^  un  nombre  impair  d'échanges  produit  sur  la 
permutation  primitive  un  changement  de  classe.  (Bézout.) 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  nombre  total  D„  des  inversions  dans  le 
tableau  des  P^  permutations  de  n  éléments.  Écrivons  d'abord  {n  H- i)  fois 
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le  tableau  P^,  nous  obtenons  ainsi  (n-\-ï)D,i  dérangements.  Plaçons 
maintenant  le  (/i  + 1)'''™*"  élément  à  la  dernière  place,  à  l'avant-dernière, 
. . . ,  à  la  seconde  place,  à  la  première  dans  chacun  des  tableaux  ;  nous  pro  - 
duisons  successivement  pour  chaque  permutation 

o,     I,     2,      .  . .,     (n  —  i),     n 

nouveaux  dérangements  et  nous  avons  construit  le  tableau  des  P^+i  per- 
mutations de  (n  -h  i)  éléments.  On  a  donc 

D,,4.i  =(n-{-i)  Bn-h  -^-^ ^  P„  . 

Posons  D/i=  P,iQ„,  il  vient 

71 


Q/i+l  —  Q_n- 


•2 


remplaçons  successivement  n  par  i,  2,  3,  ...,(n  —  i),  et  faisons  la  somme 
des  égalités  obtenues  ;  nous  trouvons 

Q.^'-^^^^^  et  D,=:iP„G,l. 

On  vérifie  immédiatement  ce  résultat  en  observant  que  le  nombre  total 
des  inversions  d'une  permutation  et  de  la  permutation  renversée  est  égal 
au  nombre  Cfi  des  combinaisons  de  n  éléments  pris  deux  à  deux. 

Exemple  IL  —  Le  nombre  total  des  inversions  contenues  dans  les  per- 
mutations circulaires  de  n  éléments  est  |  {n  —  i)  n(n  -^  i). 

52.  Les  cycles.  —  On  peut  encore  déterminer  la  classe  d'une  per- 
mutation par  la  méthode  plus  expéditive  des  cycles,  due  à  Gauchy. 
Considérons  une  permutation  quelconque  de  quinze  nombres,  cl 
plaçons  au-dessus  de  chacun  de  ses  termes  les  nombres  entiers 
suivant  l'ordre  ordinaire 

1,2,    3,4,5,    6,7,     8,    9,  10,  II,  12,  i3,  14,  i5; 
8,  6,  12,  I,  5,  14,  2,  II,  i3,  i5,    4,    9,    3,  10,    7. 

Au-dessous  de  i  se  trouve  8  ;  au-dessous  de  8  se  trouve  1 1  ;  au- 
dessous  de  1 1  se  trouve  4  \  au-dessous  de  4  se  trouve  i .  On  forme 
ainsi  le  premier  cycle 

I,  8,  II,  4. 

En  partant  du  nombre  2,  on  forme  un  deuxième  cj^cle 

2,  6,  14,  10,  i5,  7. 
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En  parlant  du  nombre  3,  qui  ne  figure  pas  dans  les  deux  cjcles 
précédents,  on  forme  un  troisième  cycle 

3,  12,  9,  i3; 

enfin  il  reste  le  cycle  formé  par  un  seul  nombre,  5. 

Cela  posé,  l'échange  de  deux  éléments  augmente  ou  diminue,  de 
I,  le  nombre  des  cycles  de  la  permutation,  suivant  que  les  éléments 
échangés  appartiennent  au  même  cycle  ou  à  des  cycles  différents. 
On  en  déduit  que  deux  permutations  appartiennent  à  une  même 
classe  ou  à  des  classes  différentes  suivant  que  les  nombres  de  leurs 
cycles  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  parité. 

Pour  déterminer  la  classe,  on  remarquera  que  la  permutation 
suivant  l'ordre  naturel  contient  un  nombre  de  cycles  égal  au 
nombre  des  éléments  de  la  permutation. 

La  théorie  des  inversions  et  des  cycles  trouve  son  application 
dans  un  grand  nombre  de  questions  d'Algèbre^  le  lecteur  trouvera 
une  interprétation  intéressante  de  cette  théorie  dans  \ejeu  du  Ta- 
quin (voir  nos  Récréations  mathématiques^. 

Exemple  I.  —  On  appelle  écart  d'un  élément  la  différence  entre  son 
rang  dans  la  suite  naturelle  et  son  rang  dans  une  permutation.  Démon- 
trer que  si  l'on  supprime  un  terme  quelconque  d'une  permutation  des, 
n  premiers  entiers,  la  variation  du  nombre  des  inversions  est  de  même 
parité  que  l'écart  du  terme. 

Exemple  II.  —  Après  avoir  formé  le  tableau  C^  des  combinaisons 
simples  de  jo  lettres,  prises  ^  à  ^,  on  suppose  que  a  lettres  deviennent 
les  mêmes  que  a;  quel  est  le   nombre   des   combinaisons   différentes? 

Les  combinaisons  qui  contiennent  r  fois  a  sont  en  nombre 

^p  —  rxi 

et  il  faut  faire  la  somme  de  ces  expressions  de  r  =  o  à  /•  =  a. 

Exemple  III.  —  On  forme  le  tableau  des  arrangements  simples  A^  de 
p  lettres  prises  q  k  q]  on  suppose  ensuite  que  a  lettres  sont  les  mêmes 
que  a\  combien  y  a-t-il  d'arrangements  différents? 

Les  arrangements  qui  contiennent  r  fois  a  correspondent,  en  retirant 
cette  lettre  ,  à  une  combinaison  G^Za  5  introduisons  r  fois  a  dans  cette 
combinaison  et  permutons  les  lettres  de  toutes  les  manières  possibles  ; 
nous  obtenons  des  arrangements  différents   en  nombre 
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et  il  faut  ensuite  faire  la  somme  de  ces  expressions  de  r  =  o  à  r  =  a,  en 
supposant  o!  =  i. 

Exemple  IV.  —  Parmi  toutes  les  permutations  de  q  lettres,  combien  y  en 
a-t-il  qui  contiennent  une,  deux,  trois,  . ..,  lettres  à  des  rangs  désignés. 

Exemple  V.  —  On  a  la  formule 

nC-+{n-^)  G«-i  GJ  ^  ( ,1  -  2)  G-^  GJ  +. . .  =  ^^  G-^,. 

En  effet,  soient  p  objets  d'une  première  espèce  et  q  d'une  seconde. 
Si  l'on  forme  toutes  les  combinaisons  de  ces  {p  -+-  q)  objets,  pris  /i  à  /i,  et  que 
dans  chacune  d'elles  on  mette  successivement  à  la  première  place  chacun 
des  objets  qui  s'y  trouvent,  sans  s'occuper  de  l'ordre  des  autres,  le  nombre 
des  dispositions  obtenues  sera  nC^+q. 

Ges  dispositions  peuvent  se  partager  en  deux  classes:  celles  qui  commen- 
cent par  un  des/)  objets  de  la  première  espèce  et  celles  qui  commencent 
par  un  des  q  objets  de  la  seconde  espèce.  Le  nombre  des  groupes  de  la  pre- 
mière classe  est  précisément  le  premier  membre  de  la  formule  à  démontrer, 
et,  comme  chacun  des  objets  se  trouve  au  premier  rang  le  même  nombre 
de  fois,  le  rapport  du  nombre  des   dispositions  de  la  première  classe  au 

nombre  total  des  dispositions  est  égal  à  — — (H.  Laurent.) 


E.  L.  -  L 
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CHAPÎTRE  VIL 

LA  GÉOMÉTRIE  DE  SITUATION. 


Nous  placerons  ici  quelques  considérations  générales  sur  plu- 
sieurs problèmes  de  la  Géométrie  de  situation;  ces  problèmes  se 
rapportent  directement  à  l'Arithmétique,  car  leur  solution  dépend 
de  la  théorie  des  combinaisons. 

LES  ÉCHIQUIERS  ARITHMÉTIQUES. 

Nous  avons  montré,  au  Chapitre  VI,  l'emploi  de  l'échiquier, 
pour  la  solution  de  divers  problèmes  d'Arithmétique;  nous  don- 
aerons  encore,  dans  ce  Chapitre  et  dans  les  suivants,  quelques 
autres  exemples  qui  permettent  de  simplifier  et  de  généraliser  les 
méthodes  de  solution  de  problèmes  célèbres,  dont  la  difficulté  avait 
été  signalée  par  Euler;  nous  citerons,  en  particulier,  le  problème 
des  rencontres  et  celui  de  la  décomposition  d'un  polygone  en 
triangles,  par  des  diagonales. 

Tout  échiquier  arithmétique  est  un  tableau,  fini  ou  indéfini,  de 
nombres  placés  dans  les  cases  de  carrés  égaux  et  contigus  :  ces 
termes  se  déduisent  les  uns  des  autres  d'après  une  loi  de  forma- 
tion spéciale,  linéaire,  permanente  dans  toute  l'étendue  du  tableau  ; 
les  conditions  initiales  peuvent  être  arbitraires;  mais,  en  général, 
on  suppose  connus  tous  les  termes  d'une  colonne  verticale  et 
ceux  d'une  demi-rangée  horizontale  ou  diagonale.  Ainsi,  tout 
tableau  de  sommes  et  de  différences  est  un  échiquier  arithmétique; 
d'ailleurs  on  a  immédiatement  cette  propriété  fondamentale  :  Si 
plusieurs  échiquiers  ontla  même  loi  de  formation,  il  en  est  de  même 
pour  l'échiquier  obtenu  en  superposant  les  échiquiers  donnés, 
après  avoir  multiplié  tous  les  termes  d'un  même  échiquier,  par 
un  nombre  quelconque,  positif  ou  négatif. 
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5^.  Le  carré  arithmétique.  —  Il  est  défini  par  une  colonne  et 
|3ar  une  demi-rangée  d'unités;  on  forme  un  terme  quelconque 
par  l'addition  de  celui  qui  le  précède  et  de  celui  qui  le  surmonte. 

Fig.  32. 
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Carré  arithmétique  de  Fermât. 

Si  l'on  désigne  par  FJ  le  terme  contenu  dans  la  (ar-f-iy^™* 
ligne  et  dans  la  (y  -\-  i)^«^°^«  colonne,  on  a  par  définition 

On  forme  ainsi  le  triangle  arithmétique  de  Pascal,  dans  une 
disposition  spéciale  plus  symétrique  et  plus  commode  pour  la 
suite  des  calculs;  d'ailleurs  la  loi  de  formation  nous  montre  que 
tout  terme  FJ  du  tableau  est  le  nombre  de  manières  de  se  rendre 
de  la  case  (0,0)  à  la  case  (x,  y),  comme  dans  la  marche  de  la  tour 
au  jeu  des  échecs,  par  déplacements  d'un  seul  pas  dans  les  deux 
sens  I  et  -> .  Si  l'on  désigne  les  deux  sens  par  a  et  ^,  à  chacun  des 
déplacements  indiqués  correspond  une  permutation  avec  répéti- 
tion de  X  lettres  a  et  de  y  lettres  ^,  et  inversement.  On  a  donc 


H 


nx 


{x-\-y). 
x\  y\ 


^x+y 


Fj;. 


Le  carré  arithmétique  ne  diff'ère  pas  du  Tableau  des  nombres 
figurés,  qui  a  été  étudié  par  Fermât  (n°  38);  mais  la  méthode  de 
calcul  pour  obtenir  l'expression  d'un  terme  quelconque  du  Ta- 
bleau, en  ne  passant  que  par  les  permutations  avec  répétition  de 
deux  éléments,  est  beaucoup  plus  simple  que  la  méthode  anté- 
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rieure  de  Fermât,  pour  le  calcul  des  nombres  figurés  et  des  combi- 


naisons. 


54.  Échiquier  triangulaire.  —  Il  a  été  considéré  par  M.  Delan- 
NOY  et  appliqué  à  la  solution  de  problèmes  difficiles  sur  le  Calcul 
des  probabilités  (^  ).  Dédoublons  le  carré  arithmétique,  changeons 
tous  les  signes  du  carré  supérieur  et  transportons-le  sur  l'autre,  de 
telle  sorte  que  la  parallèle  au-dessous  de  la  diagonale  -^  vienne 
coïncider  avec  la  parallèle  située  au-dessus;  nous  obtenons  alors 
une  transversale  formée  de  zéros,  et  en  nous  bornant  à  la  partie 
commune  des  deux  échiquiers  qui  est  située  au-dessous  de  cette 
ligne,  nous  avons  le  Tableau  (^fig-  33) 


Fig.  33. 
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Échiquier  triangulaire  de  Delannoy. 


La  loi  de  formation  de  l'échiquier  est  semblable  à  celle  du  carré 
arithmétique  ;  chacun  des  termes  du  Tableau  représente  le  nombre 
de  manières  de  se  rendre  de  la  première  case,  par  déplacements 
successifs  d'un  seul  pas,  dans  les  deux  sens  >].  et  ->,  mais  sans  tra- 
verser la  diagonale,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  qu'à  un  instant  quel- 
conque le  nombre  des  pas  horizontaux  ne  dépasse  jamais  le 
nombre  des  pas  verticaux. 

En  désignant  par  T^  le  terme  de  la  {x  -j-  i)»*''™^  ligne  et  de  la 
(y  H-i)'^""®  colonne,  on  a,  par  définition. 


T^=F^ 


Ht\, 


(1)  H.  Delannoy,  Emploi  de  l'échiquier  pour  la  solution  de  problèmes 
arithmétiques.  Congrès  de  Nancy,  Paris  et  Limoges.  —  Sur  la  durée  du  jeu 
{.Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XVI). 
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et,  par  suite, 


^y      x^y^ 


a;+y> 


Pour  les  nombres  de  la  diagonale, 


Tî  = 


Si  l'on  continue  le  Tableau  au-dessus  de  la  ligne  des  zéros,  on 
voit  immédiatement  que  les  termes  symétriquement  placés  par 
rapport  à  cette  ligne  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

Remarque.  —  On  voit  encore  que  les  termes  du  Tableau,  renfermés  dans 
l'angle  xHy,  et  situés  sur  une  même  parallèle  àla diagonale  --^,  sont  respec- 
tivement les  coefficients  du  développement  de 

Le  carré  arithmétique  possède  de  nombreuses  propriétés  qu'il  est  facile 
de  déduire  de  celles  que  nous  avons  établies  aux  n°*  4  et  10.  On  les  trouve 
reproduites  dans  les  Jig.  34   et  35;  par  suite,  les  mêmes  propriétés  s'ap- 

Fig.  34. 


pliqueront  à  l'échiquier  triangulaire   supposé   prolongé  indéfiniment,   en 
remplaçant  T^  dans  les  formules,  en  fonction  des  combinaisons.  On  par- 

Fig.  35. 


vient  ainsi  à  de  nombreuses  relations;  on  en  obtient  d'autres,  en  appli- 
quant aux  coefficients  de  (i  —  z){i-\-  z)"-  le  procédé  de    démonstration 
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que  nous  avons  indiqué  au  n°  74.  Ainsi  l'on  peut  trouver  facilement,  pour 
l'échiquier  triangulaire  restreint,  la  somme  de  termes  consécutifs  d'une 
ligne  ou  d'une  colonne,  la  somme  alternée  de  termes  consécutifs  d'une 
parallèle  à  la  diagonale  ascendante,  ou  la  somme  des  carrés  de  tous  les 
termes  d'une  telle  ligne. 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  nombre  des  permutations  avec  répétition 
de  X  lettres  a  et  dej  lettres  b  qui  commencent  par  a  ou  par  b. 

On  trouve  respectivement 


^x+y-\ 


et 


fj-i 

^x+y- 1 


Exemple  IL  —  Parmi  les  permutations  qui  commencent  par  a,  déter- 
miner le  nombre  de  celles  qui  sont  telles  qu'en  s'arrétant  à  une  lettre  quel- 
conque, le  nombre  des  b  ne  soit  jamais  supérieur  à  celui  des  a. 

On  trouve  Tj_i  =  —  C;J+y_i  ;  par  suite,  le  nombre  des  permu- 
tations   commençant  par    a,    qui   possèdent   la    propriété  opposée,   est 

Exemple  III  {Problème  des  deux  files  de  soldats).  —  De  combien  de 
manières  peut-on  disposer  des  nombres  tous  différents  sur  deux  rangées 
parallèles,  de  telle  sorte  que  les  nombres  aillent  toujours  en  croissant,  de 
gauche  à  droite,  et  de  haut  en  bas. 

Supposons  d'abord  /i  =  12  et  qu'il  s'agisse  dé  placer  les  nombres  sur 
deux  rangées  égales,  conformément  aux  conditions  de  l'énoncé.  Considé- 
rons une  des  marches,  par  déplacements  >[.  et  ->  sur  l'échiquier  triangu- 
laire de  6,  pour  se  rendre  de  o  sur  le  coin  opposé  en  diagonale.  Si  l'on  écrit 


Fig.  36. 


11     12 


Les  files  de  soldats. 


successivement  les  nombres  1,2,  3,  ...,  en  passant  de  Tautre  côté  de  la 
ligne,  toutes  les  fois  qu'elle  se  brise,  et  si  Ton  écrit  sur  deux  rangs  les 
nombres  situés  de  part  et  d'autre,  on  forme  le  Tableau 

'j    2,     4,    7,      9,     10, 
3,     5,    6,     8,     II,     12, 
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qui  remplit  les  conditions  de  l'énoncé.  Inversement,  toute  disposition  sur 
deux  rangées,  conforme  aux  conditions  de  l'énoncé,  conduit  à  une  marche 
sur  l'échiquier  triangulaire.  Ainsi,  le  nombre  des  files  égales,    pour  in 


nombres  donnés,  a  pour  expression  T^^ 


Exemple  IV.  —  Si  l'on  remplace  T,'^  par  tn^  on  a  la  formule 


^rt4-l  —  t^tn-^  ti  tfi-i  -t-  .  .  .  -h  tf 


tnto' 


En  effet,  si  l'on  considère  l'échiquier  triangulaire  ayant  aoan^-i  pour 
hypoténuse,  tn+i  désigne  le  nombre  des  marches  par  pas  >|^  et  ->-  pour 
aller  de  «o  à  an+i-  Le  nombre  de  celles  qui  passent  par  a^,  sans  passer 
par  ai,  a^,  . ..,  «p-i,  est  évidemment  égal  au  nombre  des  marches  de  bi 
à  bn-p,  multiplié  par  le  nombre  des  marches  de  an-p  à  ««+1,  c'est-à-dire 
à  tfi-ptp.  En  faisant/»  =  i,  2,  . . . ,  /i,  et  en  sommant,  on  obtient  la  formule 
demandée. 

Fig.  37. 
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Exemple  V.  —  Démontrer  la  formule 

t,i-\ —  G,i^/i_2-}-  G/7_i  t,i-z —  •  •  •  =0. 

Exemple  VI.  —  Trouver  la  somme  de  tous  les  termes  contenus  dans 
les  X  premières  lignes  et  les  y  premières  colonnes  du  carré  arithmétique. 

Exemple  VII.  —  Si  l'on  remplace,  pour  abréger,  F^^  =  G^„  par  5^,1,  et  si 
l'on  suppose  5^0=  i,  on  a  la  formule 


qaqri+q\qn-\ 


-^  qn-vqi-^  qnqQ=  2^ 


Cette  formule  se  démontre,  comme  à  VExem,ple  IV,  en  classant  les 
marches  de  la  tour  qui  joignent  l'origine  à  toutes  les  cases  d'une  parallèle 
à  la  diagonale  ascendante  f  ,  d'après  le  nombre  de  celles  qui  vont  de  l'ori- 
gine à  an  et  qui  passent  par  ap,  sans  passer  par  «i,  «a?  •  •  •  ?  «/>-i  iJ^S"'  37). 

Exemple  VIII.  —  Démontrer  que  la  somme  alternée 

qoqn  —  qiqn  -i-^q^qn-z—  ...  +(  — i)''^«^o 

est  nulle  pour  n  impair,  et  égale  à  l'^q^,  pour  n  pair  égal  à  2v. 
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Exemple  IX.  —  On  a  l'identité 

r  T  T  2.4.6. . .  {in) 


qaqn-^^qiqn-x-^-^qïqn-^ 


2/H-I 


qnqQ 


3.5.7. .  .(2n-i-i) 


55.  Pentagone  arithmétique.  —  C'est  une  généralisation  de  la 
loi  de  construction  de  l'échiquier  triangulaire.  Au  lieu  de  super- 
poser les  parallèles  voisines  de  la  diagonale  des  deux  carrés  arith- 
métiques, on  peut  superposer  celles  qui  en  sont  distantes  de  b 
intervalles.  Supposons,  par  exemple,  ^  ^  4  j  un  a  le  Tableau  sui- 
vaut  {Jig.  38)  : 

Fig.  38. 
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Pentagone  arithmétique  de  Delannoy. 

Si  l'on  désigne  par  P]^  un  terme  quelconque,  on  a  donc,  en  ob- 
servant que  le  second  échiquier  a  été  remonté  de  b  rangs,  puis 
avancé  de  b  rangs  vers  la  droite 


H  =  F^.  -  F«, 


ou  encore 


x—b^ 


^'x  —  ^x+y       ^x+y 


En  particulier,  si  Vonhhy  =^  x  -}-  b^  on  retrouve  PJ=  o  ;  pour 
les  nombres  situés  immédiatement  au-dessous  des  zéros,  on  a 


y  =  X  -{-  b—  i, 


et 


Pl  = 


px 


Les  propriétés  fondamentales  du  Tableau  des  sommes,  adaptées 
au  carré  arithmétique,  subsistent  dans  le  pentagone,  puisque  celui- 
ci  est  la  différence  de  deux  carrés  arithmétiques. 

56.  Hexagone  arithmétique.  —  L'hexagonearithmétique  se  forme 
par  le  même  procédé  que  le  carré,  le  triangle  et  le  pentagone; 
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mais  on  suppose  à  l'avance  que  les  cases  de  deux  transversales 
parallèles  à  la  diagonale  descendante  \  sont  garnies  de  zéros. 

Fig.  39. 
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Hexagone  arithmétique  de  Delannoy. 

Ainsi  \difig.  89  représente  l'hexagone  arithmétique  pour  a  =  3 
el  b  =  4,  en  désignant  par  a  l'abscisse  du  zéro  de  la  première  co- 
lonne et  par  b  l'ordonnée  du  zéro  de  la  première  ligne.  Un  terme 
quelconque  HJ  de  l'hexagone  est  la  somme  de  l'une  ou  l'autre  des 
suites  de  différences 

(1)  (_,)/^[G--/î(«+*)-C^-J^«+*'-*], 
ou 

(2)  (-iHc'.-.T^'^-  c-^-^^^'^-'l 

pour  toutes  les  valeurs  o,  i,  2,  3,  .  . . ,  /i  de  /i  qui  ne  rendent  pas 
négatifs  les  indices  supérieurs.  En  effet,  on  voit  d'abord  que  ces 
deux  sommes  sont  les  mêmes;  car  chacun  des  premiers  termes 
d'une  différence  quelconque  de  la  première  suite  est  égal  au  der- 
nier terme  de  la  différence  de  rang  précédent  dans  la  seconde 
suite.  On  voit  ensuite  que,  pour  x  =^y  —  b,  c'est-à-dire  pour  tous 
les  nombres  situés  sur  la  parallèle  supérieure  à  la  diagonale,  au- 
dessus,  on  a  H^=  o,  car  toutes  les  différences  (i)  s'annulent;  de 
même,  pour  j^  =  x  —  a,  c'est-à-dire  pour  tous  les  nombres  situés 
sur  la  parallèle  au-dessous  de  la  diagonale,  on  a  encore  HJ=o, 
car  toutes  les  différences  (2)  s'annulent.  En  outre,  sur  les  axes  H^ 
etHy,  pour  ^  =  o  et  y  <;  b  ou  pour  jk  =  o  et  :r  <;  a,  chaque  terme 
de  l'une  ou  l'autre  des  expressions  précédentes  donne  H^=i. 
D'ailleurs,  toute  différence  donnée  par  l'une  des  expressions  (i) 
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OU  (2)  représente  le  terme  d'un  échiquier  penlagonal,  soumis  à  la 
loi  de  formation  du  carré  arithmétique.  El  l'on  sait  qu'il  en  est  de 
même   dans   la  superposition  d'échiquiers  soumis  à  cette  même 

loi.  C.    Q.    F.    D. 

La  considération  de  l'échiquier  hexagonal  de  M.  Delannoy  permet  de 
résoudre  immédiatement  le  problème  suivant  sur  le  jeu  de  dames.  Une  so- 
lution beaucoup  moins  simple  a  été  donnée  dans  un  intéressant  Mémoire, 
par  M.  D.  André  {Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  VII,  p.  43)- 

Exemple  I.  —  Sur  un  damier  présentant  une  largeur  donnée  de  cases 
et  une  hauteur  indéfinie,  par  combien  de  chemins  un  pion  qui  ne  recule 
jamais  et  qui  part  d'une  case  donnée  peut-il  arriver  à  une  autre  case 
donnée? 

Le  déplacement  du  pion,  au  jeu  de  dames,  se  fait  par  pas  successifs,  dans 
les  deux  sens  -^^^,  sur  des  cases  de  même  couleur,  tandis  que  les  bords 
du  damier  xx'  et  yy'  sont  parallèles  à  la  direction  -j-.   Soit  M  la  position 


Fig.  40. 
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du  pion  sur  le  bord  supérieur  du  damier,  de  telle  sorte  que  ^M  et  Mjk  con- 
tiennent respectivement  a  et  6  cases.  Si  l'on  fait  tourner  le  damier  d'un 
demi-quart  de  tour  dans  le  sens  opposé  aux  aiguilles  d'une  montre,  les 
déplacements  du  pion  deviennent  parallèles  aux  directions  \  et  ->,  c'est- 
à-dire  parallèles  à  ceux  d'une  tour,  tandis  que  les  bords  verticaux  xx' 
et  yf  deviennent  parallèles  à  la  diagonale  ■^.  On  est  ainsi  ramené  à  la  con- 
sidération de  l'hexagone  arithmétique.  (  Voir  n°  6,  Exemple  III.) 


LES    POLYGONES. 


57.  Décomposition  des  polygones  convexes.  —  Il  s'agit  de  trou- 
ver toutes  les  manières  de  décomposer  un  polygone  convexe  en 
triangles  au  moyen  de  diagonales  qui  ne  se  rencontrent  pas  dans 
l'intérieur  du  polygone.  On  observera  d'abord  que  le  nombre  des 
diagonales  d^  un  polygone  convexe  est  égal  à  ^n{n—  3),  puis- 
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que  l'on  peut  joindre  chaque  sommet  à  {n  —  3)  autres  et  que 
chaque  diagonale  est  comptée  deux  fois.  Mais,  dans  la  décomposi- 
tion que  nous  avons  en  vue,  on  ne  trace  pas  toutes  les  diagonales; 
il  s'agit  donc  de  déterminer  d'abord  le  nombre  des  diagonales  qu'il 
faut  tracer  pour  diviser  le  polygone  en  triangles  conformément 
aux  conditions  énoncées.  Pour  décompose?^  un  polygone  convexe 
de  n  côtés  en  tinangles ,  au  moyen  de  diagonales  qui  ne  se 
rencontrent  pas  dans  V  intérieur  du  polygone,  il  faut  tracei 
(/^  —  3)  diagonales  formant  {n  —  2)  triangles  {^).  En  effet,  le 
théorème,  vérifié  pour  les  premières  valeurs  de  /i,  s'étend  facile- 
ment au  cas  de  (/i  +  i)  côtés. 

Nous  donnerons  d'abord  une  solution  analytique  du  problème, 
distincte  de  toutes  les  méthodes  connues  jusqu'à  présent  et  qui 
fournit  de  nouveaux  résultats.  Elle  consiste  à  compter  les  solutions 
d'après  le  nombre  des  diagonales  qui  partent  d'un  sommet  déter- 
miné. Désignons  par  P^~{  le  nombre  des  décompositions  d'un  poly- 
gone de  (^  +  3)  côtés  en  (^+1)  triangles  par  ^  diagonales,  et 
telles  qu'il  aboutisse  {x — y)  diagonales  à  un  sommet  déterminé. 
Si  l'on  construit  un  tableau  à  double  entrée  pour  les  valeurs  suc- 
cessives de  ^  etdejK^^,  on  forme  précisément  l'échiquier  trian- 
gulaire de  Delannoy  {fig*  33,  p.  84).  On  trouve  donc,  par  l'ob- 
servation immédiate,  la  relation 

par  conséquent,  la'  loi  de  formation  de  l'échiquier  conduit  à  la 
formule 

T>x-y  _  TiX-y+ï         px-y-  1 

que  nous  allons  démontrer  directement.  Soit  ABC  .  . .  HRL  un 
polygone  de  (^  +  3  )  côtés  et  A  un  sommet  déterminé .  Considérons 
l'une  quelconque  des  décompositions  telles  que  {x  — y)  diagonales 
aboutissent  au  sommet  A.  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant 
qu'il  ne  part  aucune  diagonale  du  sommet L  ou  qu'une  ou  plusieurs 
y  aboutissent. 

Dans  le  premier  cas,  la  diagonale  AR  se  trouve  tracée  et  si  l'on 


(»)  Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  que  la  somme  des  angles  de  tous 
les  triangles  doit  être  égale  à  celle  des  angles  du  polygone;  mais  la  démonstration 
du  texte  est  indépendante  du  postulatum  d'EucLiDE. 
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supprime  le  triangle  AKL,  il  reste  un  polygone  de  (^+  2)  côtés 
divisé  en  x  triangles;  mais,  du  sommet  A,  il  ne  part  plus  que 
(^  — y  —  i)  diagonales,  puisque  AK  devient  un  côté. 

Dans  le  second  cas,  si  une  ou  plusieurs  diagonales  aboutissent 
en  L,  la  diagonale  AK  n'est  pas  tracée,  et  si  l'on  considère  le 
faisceau  des  diagonales  tracées  du  point  L,  on  peut  faire  glisser 
son  sommet  le  long  de  LR  jusqu'en  K;  mais  l'une  des  diagonales 
du  faisceau  vient  coïncider,  soit  sur  le  côté  RH,  soit  sur  une  autre 
diagonale  tirée  de  R;  on  remplace  alors  la  diagonale  supprimée 
par  AR,  et  l'on  obtient  ainsi  une  décomposition  d'un  polygone 
de  i^x  +  3)  côtés,  mais  avec  une  diagonale  en  plus  aboutissant  au 
sommet  A.  En  faisant  l'opération  inverse,  on  démontre  l'exactitude 
de  la  formule  de  récurrence  et,  par  suite,  celle  de  la  formule  précé- 
dente. 

Ainsi,  le  nombre  des  décompositions  dhin  polygone  de  {x  -j-  3) 
côtés  par  x  diagonales^  et  telles  que  {x  — y)  diagonales  abou- 
tissent à  un  sommet  désigné^  est  égal  à 

Pour  obtenir  le  totalVn^2  de  toutes  les  décompositions  d^ un 
polygone  de  {n  -\-  'i)  côtés  en  triangles,  il  suffît  de  prendre  la 
somme  de  tous  les  termes  de  la  ligne  correspondante  de  l'échi- 
quier triangulaire;  mais  cette  somme  est  égale  au  nombre  placé 
immédiatement  au-dessous  du  dernier  terme  considéré.  On  a  donc 

(2)  ^^^^-  n-^A^''-'  n\{n  +  i)\~^  (z^  +  i)! 

Au  lieu  de  tracer  (/i  —  3)  diagonales  d'un  polygone  de  7i  côtés, 
pour  le  décomposer,  on  peut  en  tracer  une  de  moins,  et  la  dé- 
composition contient  un  quadrilatère.  En  suivant  notre  méthode, 
on  peut  construire  le  tableau  des  décompositions  par  la  considé- 
ration d'un  sommet  désigné.  On  peut  aussi  tracer  deux  diago- 
nales de  moins,  et  chaque  décomposition  contiendra  deux  quadri- 
latères ou  un  pentagone,  et  ainsi  de  suite.  On  arrive  ainsi  à  de 
nombreuses  formules  que  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'éta- 
blir. En  prenant,  dans  chaque  cas,  le  total  des  solutions  pour  un 
polygone  de  n  côtés,  on  parvient  à  la  démonstration  de  ce  théo- 
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rème,  énoncé  par  Prouhet  sous  une  forme  peu  différente  [Nouv. 
Ann.  de  Math,,  i^  série,  t.  V,  p.  384). 

Le  nombre  XjJ  des  manières  de  décomposer  un  polygone  con- 
vexe de  n  côtés,  en  {d-\-  i) parties,  au  moyen  de  d  diagonales 
qui  ne  se  coupent  pas  à  l'intérieur  du  polygone,  est 

Les  lettres  C  et  D  désignent  respectivement  des  combinaisons 
simples  et  des  combinaisons  complètes.  En  remplaçant  n  par 
(n  -i-  2)  et  d  par  (n  —  i),  on  retrouve  la  formule  (2).  D'ailleurs, 
on  peut  encore  étudier  le  cas  où  l'on  trace,  dans  un  polygone  de  n 
côtés,  plus  de  (n  —  3)  diagonales,  avec  certaines  conditions  d'in- 
tersection. 

Remarque.  —  En  résumé,  les  problèmes  suivants  :  Décompo- 
sition d'un  polygone  en  triangles.  —  Les  deux  files  de  soldats. 
—  Permutations  figurées  qui  coïncident  avec  elles-mêmes  en 
faisant  tourner  V échiquier  d\in  quart  de  tour.  —  Permuta- 
tions figurées  symétriques  par  rapport  à  une  diagonale  et 
n'ayant  aucune  tour  sur  cette  diagonale.  —  Manières  d'effec- 
tuer le  produit  de  facteurs  inégaux.  —  Déplacements  de  la 
tour  sur  V échiquier  triangulaire.  —  Permutations  avec  répé- 
tition de  deux  lettres.  —  Marches  du  pion  au  jeu  de  dames, 
et  d'autres,  que  nous  traiterons  plus  tard,  tels  que  Les  fractions 
étagées.  —  Le  scrutin  de  ballottage,  reviennent  l'un  à  l'autre,  tant 
il  est  vrai  que  les  vérités  mathématiques  de  l'ordre  arithmétique 
sont  peu  nombreuses  ;  souvent  des  vérités  qui  paraissent  distinctes 
et  éloignées  l'une  de  l'autre  ne  diffèrent  que  par  la  forme  exté- 
rieure et,  en  quelque  sorte,  par  le  vêtement  qui  les  couvre. 

Exemple  I.  —  Le  nombre  des  points  d'intersection  des  diagonales  d'un 
polygone  de  n  côtés,  à  l'intérieur  de  ce  polygone,  est  égal  à  G,^,  si  trois 
diagonales  ne  concourent  pas  en  un  même  point.  —  En  effet,  le  nombre  de 
ces  points  est  égal  au  nombre  G/\  des  quadrilatères  intérieurs  que  l'on  peut 
former  avec  quatre  des  n  sommets  du  polygone. 

Exemple  II.  —  Si  l'on  joint  de  toutes  les  manières  possibles  n  points 
d'un  plan,  les  lignes  de  jonction  se  coupent  en  3G,^  nouveaux  points. 

En  effet,  les  côtés  opposés  des  quadrilatères  considérés  dans  l'exemple 
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précédent  se  coupent  en  deux  autres  points,  distincts  des  sommets  et  du 
point  d'intersection  des  diagonales. 

Autrement.  —  Le  nombre  de  toutes  les  lignes  de  jonction  est  C,^;  le 
nombre  de  toutes  les  lignes  de  jonction  qui  ne  passent  pas  par  deux  points 
désignés  est  G^_2  ;  par  suite,  puisque  chaque  point  d'intersection  se  trouve 
sur  deux  droites,  le  nombre  des  points  d'intersection  de  toutes  les  lignes, 
autres  que  les  n  points  donnés,  est 

iP2r^  ^(^— 1)(^  — ^)(^  — 3)  _op/, 

Exemple  III.  —  Dans  un  polygone  convexe  de  n  côtés,  le  nombre  des 
points  extérieurs  d'intersection  des  diagonales  est  égal  à 

-^  n{n  —  "i)  {n  —  \)  {n  —  ^). 

En  effet,  le  nombre  des  diagonales  qui  ne  passent  pas  par  deux  sommets 
désignés  est 

{n(/i  —  3)  —  2(n  —  3)-hi  =  \{n'^—^n  h-  i4); 

par  suite,  le  nombre  de  tous  les  points  d'intersection  dos  diagonales,  tant 
à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur  du  polygone,  est 

si  l'on  en  retranche  le  nombre  G,*^  des  points  d'intersection  à  l'intérieur  du 
polygone,  on  trouve  la  formule  demandée. 

Exemple  IV.  —  Ancienne  méthode  pour  trouver  le  nombre  des  manières 
de  décomposer  un  polygone  en  triangles  par  des  diagonales. 

Soit  ABG...HKL  un  polygone  de  {n-\-\)  côtés;  désignons  par  P;i+i  le 
nombre  des  manières  de  le  décomposer  en  triangles.  Le  nombre  des  dé- 
compositions dont  fait  partie  le  triangle  ABG  est  évidemment  P,j,  nombre 
de  décompositions  du  polygone  AG. .  .HKL;  le  nombre  des  décompositions 
dont  fait  partie  le  triangle  ABD  est  PsP^.-i,  car  le  triangle  BGD  peut  se 
combiner  avec  chacun  des  P«-i  modes  de  décomposition  relatifs  au  poly- 
gone ADE...KL;  le  nombre  des  décompositions  dont  fait  partie  le  tri- 
angle ABE  est  PiP^-a,  car  chaque  mode  relatif  au  quadrilatère  BGDE  doit 
se  combiner  avec  chacune  des  décompositions  du  polygone  AEF...KL; 
et  ainsi  de  suite.  Puisque  l'on  obtient  toutes  les  décompositions  possibles 
et  chacune  une  seule  fois,  on  a  donc 

(l)  P„+l  =  P«  +  P3  P«-l  +  P4P«-2  +  .  .  .+  P«-lP3+  P«. 

Considérons  maintenant  le  polygone  ABG. .  .HK  de  n  côtés,  et  exami- 
nons les  modes  de  décomposition  dans  lesquels  on  emploie  chacune  des  dia- 
gonales issues  du  sommet  A.  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui  qui 
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précède,  on  voit  que  pour  AG  le  nombre  des  décompositions  est  P3  P,i_i; 
pour  AD  il  est  égal  à  P4  P«_2,  et  ainsi  de  suite.  En  répétant  la  même  opé- 
ration pour  tous  les  sommets,  le  nombre  total  des  modes  considérés  sera 
donc 

On  obtient  de  cette  manière  toutes  les  décompositions  possibles;  mais 
on  les  trouve  ainsi  plusieurs  fois.  En  effet,  chaque  décomposition  se  fait  au 
moyen  de  {n  —  1)  triangles  ayant  (3/i  —  6)  côtés  et  dans  lesquels  les  n 
côtés  du  polygone  entrent  chacun  une  seule  fois  ;  donc  (in  —  6)  côtés  sont 
formés  par  les  diagonales,  et,  comme  chacune  de  celles-ci  appartient  à  deux 
triangles,  on  voit  que  chaque  mode  emploie  (/i  —  3)  diagonales.  Or  toute 
décomposition  doit  évidemment  se  reproduire  autant  de  fois  que  les  (/i  —  3) 
diagonales  qui  y  entrent  ont  d'extrémités,  c'est-à-dire  (in  —  6)  fois  ;  on  a 
donc 

_  /i(P3P„-i-f-P4P.-'2-H...-l-P„-2P4+P»-iP3) 

La  comparaison  des  deux  égalités  précédentes  donne 

par  suite 

_  2.6. 10.  ..(4/1  —  ^)  _        1.3.5. ..  (2/1  — i) 

Ce  problème  célèbre  a  été  posé  par  Euler  à  Segner,  qui  a  donné  la  for- 
mule (i)  dans  le  tome  VII  des  Novi  Commentarii;  la  formule  (2)  paraît 
due  à  Euler.  Cette  question  a  été  développée  par  Lamé,  Catalan,  Rodri- 
GUES  et  Binet  dans  les  tomes  III  et  IV  du  Journal  de  Liouville.  On  a 
encore  la  formule 

P«+i  -  GA P„  4-  C 2_i  P„_i  - . .  .=  o. 

Exemple  V.  —  Connaissant  le  nombre  ti  des  triangles  ne  contenant 
qu'une  seule  diagonale,  dans  la  décomposition  d'un  polygone  de /i  côtés  en 
(n  —  2)  triangles  par  (n  —  3)  diagonales,  trouver  les  nombres  t^  et  t^  des 
triangles  contenant  deux  et  trois  diagonales. 

On  a  immédiatement 

ti-\-  t^-^  tz=  n  —  'î, 

2^1 4-  ^2  =  /*  j 
d'où  l'on  tire 

ti=  n  —  2^1, 
^3^^1  —  2. 

Ainsi  ti  est  au  moins  égal  à  2.  On  peut  former  un  tableau  à  double 
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entrée  contenant  les  nombres  des  décompositions  de  P„,  en  prenant  pour 
coordonnées  n  et  tù  on  obtiendra  ainsi  de  nouvelles  formules. 

Exemple  VI.  —  Le  nombre  des  manières  de  décomposer  un  polygone  de 

(^p  —  2)  q  -h  2  côtés,  en  q  polygones  de;?  côtés,  est 

(py -?)(/>?-?-.)...(/>? -.?  +  .)_  (H.-M.Tavlor.) 

1.2.3. . .q 


LES   RESEAUX. 

58.  Les  réseaux.  —  Un  réseau  géométrique  est  le  système  formé 
par  des  points  A,  B,  C,  .  . . ,  disposés  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  et  reliés  entre  eux  par  une  ou  plusieurs  lignes, 
droites  ou  courbes,  que  l'on  appelle  chemins.  Les  points  A,  B, 
C,  ....  sont  appelés  carrefours.  Un  carrefour  est  ^xlpair  ou  im- 
pair, suivant  que  le  nombre  des  chemins  qui  j  aboutissent  est  pair 
ou  impair.  Un  réseau  est  continu  quand  un  mobile  placé  sur  l'un 
des  chemins,  ou  sur  l'un  des  carrefours,  peut  se  rendre  à  un  autre 
point  quelconque  sans  quitter  les  chemins.  Dans  son  Mémoire  sur 
le  Problème  des  ponts  de  Kônigsberg  (^),  Euler  a  indiqué  deux 
théorèmes  qui  se  rapportent  à  ce  sujet.  Nous  donnerons  d'abord 
l'énoncé  et  une  démonstration  très  simple  du  premier  d'entre 
eux. 

Lorsqu  un  réseau  renferme  des  carrefours  impairs,  ceux-ci 
sont  en  nombre  pair.  —  En  effet,  si  l'on  fait  le  compte  de  tous 
les  chemins  qui  aboutissent  à  chacun  des  carrefours,  la  somme  de 
tous  les  nombres  obtenus  est  un  nombre  pair,  puisque  chaque 
chemin  a  été  compté  deux  fois.  Cette  somme  étant  un  nombre 
pair,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  nombres  entiers  qui  Font 
fournie,  ceux  qui  sont  impairs  soient  en  nombre  pair. 

Exemple  1.  —  Calculer  le  nombre  des  sauts  du  cavalier  des  échecs 
sur  un  échiquier  rectangulaire  formé  de  p  lignes  et  de  q  colonnes. 

On  peut  passer  de  l'une  des  {q  —  1)  premières  colonnes  à  la  colonne  sui- 


(*)  Euler,  Solutio  problematis  ad  Geometriam  situs  pertinentis,  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin,  pour  1759.  Pour  plus  de  détails, 
voir  nos  Récréations  mathématiques,  t.  I,  au  Chapitre  intitulé  :  Le  jeu  des  ponts 
et  des  îles,  et  une  Note  de  M.  Em.  Lemoine  sur  Quelques  questions  de  Géomé- 
trie de  position  (Congrès  d'Alger). 
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vante  par  (/?  —  i)  sauts  descendants  et  par  le  môme  nombre  de  sauts  as- 
cendants ;  on  a  donc 

9.{p  —  'î){q—l) 

sauts,  et  un  nombre  égal  en  chevauchant  de  la  droite  vers  la  gauche. 

De  même,  en  passant  à  la  ligne  précédente  ou  à  la  suivante,  il  y  a  un 
nombre  de  sauts  égal  au  double  de 

2(/>  — 0(^  —  ^0- 

Donc  le  nombî^e  des  sauts  du  cavalier  sur  l'échiquier  rectangulaire 
de  pq  cases,  en  comptant  l'aller  et  le  retour,  est  égal  au  double  de 

(V/?  —  3)(25r— 3)  — I. 

Plus  généralement,  si  le  saut  du  cavalier  se  compose  de  '"  pas  dans  un 
sens  et  de  s  pas  dans  l'autre,  en  supposant  /•  et  s  respectivement  plus  petits 
que/?  et  q ,  le  nombre  des  sauts  du  cavalier,  en  comptant  l'aller  et  le  retour, 
est  le  double  de  l'expression 

(9,/?  —  /'  —  s)(iq  —  /•  —  s)  — ■  (r  —  s)^; 

cependant,  on  doit  diviser  ce  nombre  par  2,  lorsque  l'un  des  nombres  r,  s 
ou  (r  —  s)  est  nul. 

On  calcule  le  nombre  des  pas  du  roi  en  considérant  celui-ci  comme 
l'ensemble  de  deuK  cavaliers  dont  l'un  des  pas  est  i  et  l'autre  o  ou  i.  On 
trouve  ainsi  le  double  de 

^\pq  —  3/?  —  3^-f-2. 

Sur  l'échiquier  de /)2  cases,  la  tour  peut  être  considérée  comme  l'en- 
semble de  cavaliers  dont  l'un  des  pas  est  nul,  et  dont  l'autre  est  l'un  quel- 
conque des  entiers  plus  petits  que  p.  On  trouve  ainsi  que  le  nombre  des 
déplacements  de  la  tour  sur  l'échiquier  de  p-  cases  est  le  double  de 

pKp-^)' 

Sur  l'échiquier  de  p'*-  cases,  le  système  des  deux  fous  peut  être  consi- 
déré comme  l'ensemble  de  cavaliers  dont  les  pas  égaux  sont  tous  les 
nombres  entiers  plus  petits  que  p.  On  trouve  ainsi  que  le  nombre  des 
déplacements  des  deux  fous  sur  l'échiquier  de  jo^  cases  est  le  double  de 

¥/?(/>  — 0(2/?  — i). 

Enfin,  la  reine  peut  être  considérée,  dans  son  mouvement,  comme 
l'ensemble  d'une  tour  et  des  deux  fous;  par  suite,  le  nombre  de  ses 
déplacements  est  le  double  de 

\P{P  —  1){^P-'^)- 
E.  L.  —  I.  7 
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Exemple  IL  —  Le  nombre  des  manières  de  placer  deux  reines  sur 
l'échiquier  de/»^  cases,  de  telle  sorte  qu'elles  ne  soient  pas  en  prise,  c'est- 
à-dire  qu'elles  ne  soient  pas  situées  sur  une  même  ligne  parallèle  aux  bords 
ou  aux  diagonales  de  l'échiquier  est 

J./?(/?  — i)(/?  — 2)(3/?  —  i). 

En  effet,  ce  nombre  est  égal  à  l'excès  du  nombre  des  combinaisons  des 
/?2  cases,  prises  deux  à  deux,  sur  la  moitié  du  nombre  des  déplacements 
possibles  de  la  reine,  ou 

pHp'—i)       p(p--i)(5p-i) 


Le  même  calcul  s'applique  à  d'autres  pièces  de  l'échiquier,  et  l'on  trouve 
pour  deux  rois 

et  pour  deux  cavaliers 

Exemple  III .  —  Le  problème  des  tours  au  jeu  des  échecs.  —  Soit  un 
échiquier  rectangulaire  de  dimensions  p  el  q  ;  le  problème  des  r  tours 
consiste  à  placer  r  tours  sur  les  pq  cases  de  l'échiquier,  mais  de  telle  sorte 
que  deux  quelconques  d'entre  elles  ne  soient  pas  situées  sur  une  même 
ligne  ou  sur  une  même  colonne.  Désignons  par  E,.  et  E;._i  le  nombre  des 
solutions  du  problème  des/-  tours  et  des  (r  —  i)  tours  sur  cet  échiquier;  on 
a  d'abord  Ei=pq,  et,  en  supposant  q^p,  on  voit  que  E,.  est  nul  pour 
r  >  ^.  Si  l'on  supprime  l'une  des  r  tours  d'une  solution  E,.,  on  obtient  une 
solution  E;._i  ;  mais,  inversement,  si  l'on  part  d'une  solution  E,._i,  on  peut 
placer  la  r'^™^  tour  sur  l'une  des 

(p  —  r-^i){q  —  r-^i) 

cases  libres;  on  a  donc  la  formule 

(1)  rE,=  ip  ~  r^i){q  -  r  +  i)  E,_i  ; 

par  suite,  le  nombre  E/.  est  égal  à  l'une  des  quatre  expressions  équiva- 
lentes 

(2)  ;^a^a;;,    a; g;;,   a;,g;,   /'!G;G'^, 

dans  lesquelles  les  lettres  A  et  G  désignent  respectivement  des   arrange- 
ments et  des  combinaisons  simples. 

Supposons  qu'on  ait  groupé  les  cases  de  l'échiquier  en  deux  portions 
absolument  quelconques,  continues  ou  discontinues,  et  que  l'on  connaisse 
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les  solutions  du  problème  des  r  tours  sur  l'un  des  échiquiers  partiels,  pour 
toutes  les  valeurs  der  =  okr=q;  nous  allons  montrer  comment  on  peut 
obtenir  les  solutions  des  r  tours  sur  l'autre  échiquier  partiel.  Les  solutions 
du  problème  des  r  tours  sur  l'échiquier  de  pq  cases  peuvent  être  distri- 
buées en  (/'-f-  i)  classes,  de  telle  sorte  que  la  classe  de  rang  (5  +  1)  ren- 
ferme les  solutions  contenant  (r  —  s)  tours  sur  le  premier  échiquier  par- 
tiel et  s  tours  sur  le  second.  Nous  désignerons  par  T^  le  nombre  des 
solutions  de  cette  classe;  on  a  donc 

(3)  E;.  =  T»  4-  t;.  4-  T2  +. . .-+-  t;:. 

Partons  d'une  solution  de  la  classe  s;  il  y  aura  (/?  —  r)  colonnes  et 
(q  —  r)  lignes  formant  (p  —  r)(q  —  r)  cases  libres  sur  l'une  desquelles  on 
pourra  poser  une  nouvelle  tour;  on  obtiendra  ainsi 

{p-r)(q-r)Tr' 

positions  qui  appartiendront  aux  solutions  du  problème  des  (r  -i-  i)  tours  sur 
l'échiquier  de  pq  cases,  et  respectivement  à  la  classe  de  rang  s  ou  de  rang 
(^H-i),  selon  que  la  tour  aura  été  ajoutée  sur  le  premier  échiquier  partiel 
ou  sur  le  second.  Mais,  inversement,  en  partant  d'une  solution  du  pro- 
blème des  (r  -T-  i)  tours  sur  l'échiquier  complet,  on  voit,  par  la  suppression 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  que  les  solutions  de  la  classe  s  ont  été 
comptées  (r  —  54-2)  fois  chacune,  et  que  celles  de  la  classe  {s  -h  i)  ont  été 
comptées  s  fois;  on  a  donc 

(4)  (p-r)iq-r)T''',r^  =  (r-s-^2)Tf.:^l-\-sTU,. 

Les  formules  (3)  et  (4)  permettent  de  résoudre  le  problème  des  (r-t-i) 
tours  sur  le  second  échiquier  partiel,  lorsque  le  problème  des  r  tours  est 
connu  sur  chacun  d'eux,  c'est-à-dire  lorsque  l'on  connaît  les  nombres 

Aj,       ±2J       •••5       '■r')  ^^  ^  ri        ^  ri       •••>       *■  r  • 

Soit,  par  exemple,  l'échiquier  carré  de  seize  cases  divisé  en  deux  frag- 
ments; le  premier  échiquier  partiel  est  formé  des  cases  du  coin,  repré- 

Fig.  4i. 

.XX. 

X       X      X      X 

X       X       X       X 

XX. 

Échiquier  de  16  cases. 

sentées  par  des  points  {Jig.  \i)]  le  second  est  représenté  par  des  croix. 
On  a,  pour  le  premier  échiquier  partiel, 

To  =  4,        To  =  2,         To  =  o,         To=o; 
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la  formule  (4)  devient 

(4  -  A')2Tr<  =  (r -  5  +  2)  Tf:^\  +  sTU,; 
si  l'on  fait  successivement 


r=  2, 


5  =  I,  2,  3,  4, 


s   —  I  j    -2  j  I  o   — ^    1  ^    2,^    O  j 

on  trouve 

Tî  =  i2,         T|  =  32,         Tl  =  8,  Tl  =  o, 

'        T|=38,         T|  =  56,        T|  =  4, 
T^  =  32,         T|=i6, 
Tt  =  4- 
Considérons  maintenant  l'échiquier  carré  de  36  cases  :  le  premier  échi- 

Fig.  42. 
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X 

.■  ; 
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X 

X 

X 
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X 

X 

X 

• 

X 

X 

• 

Échiquier  de  36  cases. 

quier  partiel  représenté  par  des  croix  est  le  second  échiquier  de  la  figure 
précédente;  on  a  donc 

To  =  i2,        T«  =  38,         To==32,         T2=:4. 

La  formule  de  récurrence  devient 

(6  -  ryT-y^  =  {r-~s-^  2)  Tf.;î  +  sT^,, 

et,  si  l'on  fait  successivement 


r  =  i,         r  =  2, 

s  =  I,  2,  1  5  =  I,  2,  3, 

on  trouve 


5  =  1,2,  o,  4, 


r  =  4, 

s  =  I,  2,  3,  4,  5, 


/'  =  5, 

5  =  i,  2,  3,4,  5,  G, 


T}  =  24,     Tl  =  224,      T«  =  5i2,       Ti  =  272,       TJ=i6,  T' =  o, 

T|=i88,      T32=i28o,      T|=i896,      Tl=5i2,        Ti=8, 
Ti  =  576,       T3  =  2576,      T|  =  2016*,      T^  =  ,60, 
Tt  =  652,       T|=i568,      Tè=384, 
T|  =  2o8,        T|=i6o, 
T«  =  8. 
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[CI 


Considérons  encore  l'échiquier  rectangulaire  de  56  cases;  le  premier 
échiquier  partiel  contenant  les  points  est  équivalent  au  second  échiquier 
partiel  de  la  figure  précédente;  on  a  donc 

To  =  24,     T«  =  i88,     To  =  576,,     TJ  =- 652,     To  =  2o8,     To  =  8,     T»  =  o. 

Fig.  43. 
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Échiquier  de  56  cases. 


On  formera  le  Tableau  {fig.  43) 


32 


632  3912 

8ç)I2 

6784 

1200 

16 

356  5568 

ib'j^i 

39904 

.7352 

II  52 

1704 

19952 

63 104 

56672 

9648 

3532 

283o4 

52  1 52 

18688 

2816 

i3io4 
632 

9648 

II  52 

16 

Exemple  IV.  —  Le  problème  des  fous  au  jeu  des  échecs.  — Il  s'agit  de 
placer  des  fous  sur  les  64  cases  de  l'échiquier,  de  telle  sorte  que  deux  quel- 
conques d'entre  eux  ne  soient  pas  en  prise,  c'est-à-dire  ne  soient  pas  situés 
sur  l'une  ou  l'autre  des  diagonales  ou  sur  leurs  parallèles.  Il  est  évident 
que  les  centres  des  cases  blanches  de  l'échiquier  peuvent  être  considérés 
comme  placés  sur  les  croix  de  la  figure  précédente,  et  la  marche  du  fou 
devient  celle  de  la  tour.  Donc,  d'après  le  dernier  calcul,  on  peut  placer 
sur  les  cases  blanches  de  l'échiquier 

I,     2,     3,     4,     5,     6,     7 

fous  et  les  nombres  des  solutions  correspondantes  sont 

32,     356,     1704,     3532,     2816,     632,     16. 

Nous  désignerons  respectivement  ces  nombres  par/,.,  en  prenant  pour  r 
l'une  des  valeurs  de  i  à  7;  d'ailleurs/,,  est  nul  pour  r  >  7. 
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Sur  les  cases  blanches  et  noires  de  l'échiquier,  on  pourra  placer  jusqu  a 
i4  fous,  et  si  n  désigne  l'un  des  nombres  entiers  de  i  à  i4,  le  nombre  F„ 
de  manières  de  placer  n  fous  sur  les  64  cases  de  l'échiquier  est  donné  par 

Pour  n  —  %,  on  trouve  22322960  solutions.  (  Perott,  Bulletin  de  la  Soc. 
math.,  t.  XI.) 

Exemple  V.  —  Le  problème  des  reines.  —  Ce  problème  est  traité 
complètement  jusqu'aux  échiquiers  de  11  cases  de  côté,  dans  nos  Récréa- 
tions mathématiques  (t.  I,  2*"  édition). 

59.  Le  tracé  des  réseaux.  —  Dans  le  Mémoire  que  nous  avons 
cité  plus  haut,  Euler  a  encore  démontré  la  proposition  suivante  : 
Tout  réseau  continu  qui  ne  contient  que  des  carrefours  pairs 
peut  être  décrit  d\in  seul  trait  formant  un  circuit  fermé ,  sans 
omission  ni  répétition,  quel  que  soit  le  point  de  départ  qui 
coïncide  avec  le  point  d^ arrivée. 

Nous  démontrerons  ce  théorème  en  même  temps  que  le  suivant, 
énoncé  par  Clausen  dans  le  n^  494  des  Astronomische  Naclirich- 
ten  :  Tout  réseau  continu  ayant  2  n  points  impairs  peut  être 
décrit  en  n  traits  continus,  sans  omission  ni  répétition,  et  non 
en  un  moindre  nombre. 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  impair  A  et  si  l'on  chemine 
au  hasard,  sans  repasser  sur  la  même  voie,  on  sera  forcé  de  s'ar- 
rêter à  un  certain  endroit.  En  observant  que,  dans  cette  marche, 
on  ne  change  point  la  parité  des  carrefours  que  l'on  traverse,  on 
en  conclut  que  le  point  d'arrêt  est  un  point  impair  B.  En  suppri- 
mant le  parcours  AB,  on  obtient  un  réseau  qui  ne  contient  plus 
que  [in  —  2)  carrefours  impairs.  Après  n  parcours  analogues,  il 
ne  peut  donc  rester  qu'un  ou  plusieurs  réseaux  restreints  dont  les 
carrefours  sont  tous  pairs. 

Maintenant,  si  l'on  part  d'un  point  quelconque  M  d'un  réseau 
restreint  et  si  l'on  chemine  au  hasard,  sur  de  nouveaux  chemins, 
on  ne  se  trouvera  arrêté  qu'en  revenant  au  point  de  départ  après 
avoir  décrit  un  circuit  fermé.  Lorsque  l'on  aura  tracé  un  certain 
nombre  de  ces  boucles,  on  aura  parcouru  tout  le  réseau;  mais, 
puisque  celui-ci  est  continu,  ces  boucles  peuvent  se  souder  les 
unes  sur  les  autres  et  sur  les  n  chemins  qui  ont  été  décrits  primi- 
tivement. Par  suite,  le  réseau  peut  être  décrit  en  n  traits  continus, 
et  ne  peut  l'être  en  un  moindre  nombre.  c.   q.  f.  d. 
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On  a  encore  le  curieux  théorème  suivant  dû  à  Trémaux,  ancien 
élève  de  l'Ecole  Polytechnique  :  Tout  réseau  continu  peut  être 
décrit  d'un  seul  trait,  en  passant  deux  fois  sur  tous  les  che- 
mins, sans  qu  il  soit  nécessaire  de  connaître  le  plan  du  réseau. 

Pour  obtenir  la  solution  de  cette  question  qui  démontre  qu'un 
labyrinthe  n'est  jamais  inextricable,  on  applique  les  trois  règles 
suivantes,  en  ayant  le  soin  de  tracer  sur  chaque  chemin  parcouru 
un  petit  trait  transversal  à  l'entrée  et  à  la  sortie  des  carrefours. 

1°  En  panant  d'un  carrefour  initial  quelconque,  on  suit  une 
voie  quelconque  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  chemin  fermé  ou 
à  un  nouveau  carrefour.  Si  le  chemin  qu'on  a  suivi  se  trouve  fermé, 
on  revient  sur  ses  pas  et  l'on  peut  alors  considérer  ce  chemin 
comme  supprimé,  puisqu'il  a  été  parcouru  deux  fois.  Si  le  chemin 
aboutit  à  un  carrefour,  on  prend  une  voie  quelconque,  au  hasard, 
en  ayant  soin  de  marquer  d'un  trait  transversal  la  voie  d'arrivée  et 
la  voie  de  départ.  On  continue  l'application  de  cette  première 
règle,  chaque  fois  que  l'on  arrive  à  un  carrefour  inexploré.  Au 
bout  d'un  certain  temps,  on  arrivera  nécessairement  à  un  carrefour 
déjà  visité  ;  mais  cette  situation  peut  se  présenter  de  deux  manières 
différentes,  selon  que  le  chemin  d'arrivée  a  déjà  été  suivi  une  pre- 
mière fois,  ou  ne  contient  encore  aucune  trace  de  passage. 

2°  En  arrivant  à  un  carrefour  déjà  visité,  par  une  voie  nouvelle, 
on  doit  rétrograder  en  marquant  par  deux  traits,  sur  cette  voie, 
l'arrivée  au  carrefour  et  le  départ. 

3"  Lorsque  l'on  arrive  à  un  carrefour  déjà  exploré  par  une  voie 
déjà  parcourue,  on  prend,  avant  tout,  une  voie  nouvelle  s'il  en 
existe  ou,  à  son  défaut,  une  voie  qui  n'aura  été  parcourue  qu'une 
seule  fois. 

Nous  laisserons  de  côté  la  démonstration  de  ce  théorème,  que 
l'on  trouve  dans  nos  Récréations  mathématiques.,  au  Chapitre 
sur  le  Jeu  des  labyrinthes. 

60.  Nombre  des  tracés  des  réseaux.  —  Si  l'on  prend  pour  point 
de  départ  un  point  quelconque  d'un  réseau  à  carrefours  pairs,  on 
peut  partir  de  ce  point,  dans  deux  sens  différents,  pour  revenir  au 
point  initial.  Par  conséquent,  le  nombre  des  circuits  complets  est 
toujours  un  nombre  pair,  et  le  nombre  des  circuits  est  le  même 
quel  que  soit  le  point  de  départ. 
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Considérons,  par  exemple,  deux  carrefours  A  et  B  réunis  par 
in  chemins  qui  ne  s'entrecroisent  pas;  le  nombre  des  circuits  dis- 


tincts est  égal  à 

2. 1.2.3. ..  (2/1  —  i),     OU     i{'in  —  i)! 

En  effet,  si  l'on  part  d'un  point  quelconque,  autre  que  A  ou  B, 
on  a  deux  sens.  En  arrivant  à  l'un  des  carrefours,  on  a  le  choix 
entre  [in  —  i)  chemins;  puis,  en  arrivant  à  l'autre  carrefour,  entre 
[in  —  2)  chemins,  et  ainsi  de  suite.  On  doit  observer  que,  si 
l'on  part  d'un  carrefour,  le  nombre  des  circuits  semble  être  [in)\ 
c'est-à-dire  n  fois  le  résultat  précédent;  mais  ces  parcours  ne  sont 

Fig.  44. 


Réseau  à  deux  carrefours. 

pas  distincts  comme  circuits.  Il  j  a  une  différence  de  même 
nature  dans  les  nombres  de  permutations  d'objets  disposés  en 
ligne  droite  ou  sur  un  circuit  fermé  (n"  34).  Afin  d'éviter  toute 
confusion,  on  évalue  le  nombre  des  circuits  d'un  réseau  en  par- 
tant d'un  point  et  non  d'un  carrefour. 

On  ramène  la  recherche  du  nombre  des  tracés  complets  des 
réseaux  à  points  impairs  à  la  détermination  du  nombre  des  cir- 
cuits des  réseaux  à  carrefours  pairs,  par  le  théorème  suivant  : 
Pour  décrire,  sans  omission,  ni  répétition,  un  réseau  ayant  in 
carrefours  impairs,  enn  traits  et  n  sauts,  pour  revenir  au  point 
de  départ,  on  joint  ces  points  par  n  chemins  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  en  nombre  égal  à 

N=3j.3.5...(2/i-3)(2/i-i)=-  ^4^' 
et  le  nombre  cherché  est  la  somme  des  nombres  des  circuits 
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desN  î^éseaux  à  carrefours  pairs  que  Von  a  obtenus.  On  obser- 
vera, d'ailleurs,  que  l'on  ne  doit  sauter  que  d'un  carrefour  impair 
à  un  autre  impair,  et  que  le  nombre  des  tracés  est  indépendant  de 
la  position  du  point  de  départ. 

61.  Théorèmes  des  impasses.  —  On  appelle  impasse  tout  frag- 
ment d'un  réseau  qui  n'a  d'autres  points  communs  avec  le  reste  du 
réseau  que  les  extrémités  de  deux  chemins,  de  telle  sorte  que  la 
suppression  d'une  partie  de  chaque  chemin  détermine  la  sépara- 
tion du  réseau  en  deux  autres;  le  réseau  total  se  compose  d'une 
impasse  et  d'un  réseau  partiel.  Deux  cas  peuvent  se  présenter, 
suivant  que  les  deux  chemins  de  l'impasse  aboutissent  à  un  même 
point  du  réseau  partiel  ou  à  deux  points  différents. 

Premier  cas.  —  Supposons  que  les  deux  chemins  a  et  h  de  l'im- 
passe aboutissent  à  un  carrefour  k.  du  réseau  partiel  ;  désignons 
par  I  et  par  R  les  nombres  des  circuits  de  l'impasse  et  du  réseau 
partiel,  et  par  ip  le  nombre  des  chemins  du  réseau  partiel  qui 

Fig.  45. 


L'impasse  à  un  seul  carrefour. 

aboutissent  au  carrefour  A.  Dans  un  circuit  quelconque  du  réseau 
partiel,  on  passe/?  fois  au  carrefour  A  et,  à  l'un  quelconque  des 
passages,  il  faut  décrire  complètement  un  des  circuits  de  l'impasse; 
par  suite,  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total  est 

/?IR. 

Si  le  point  A  était  un  point  simple  du  réseau  partiel,  on  ferait 
/?  =  2.  Si  l'impasse  était  formée  d'un  seul  chemin  dont  les  extré- 
mités viendraient  aboutir  au  carrefour  A,  on  ferait  1  =  2,  Enfin, 
si  q  impasses  indépendantes  les  unes  des  autres  aboutissent  au 


loO 
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.,  Ig  les  nombres  de 


carrefour  A  et  si  l'on  désigne  parli,  L, 

leurs  circuits,  on  trouve,  par  la  suppression  successive  des  impasses 

que  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total  est 


p{p-\-i)...{p 


I)lll2l3...1./R- 


Exemple  I.  —  Le  nombre  des  circuits  formés  par  7i  circonférences 
égales,  tangentes  deux  à  deux,  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  est  2«. 

Exemple  II.  —  Le  nombre  des  circuits  d'une  rosace  à  n  feuilles  est  égal 
à  i"{n-~i)\ 

Deuxième  cas.  —  Supposons  que  les  deux  chemins  a  et  b  de 
l'impasse  I  aboutissent  à  deux  carrefours  A  et  B  du  réseau  par- 
tiel R;  alors  ces  carrefours  sont  impairs,  ainsi  que  les  premiers 
carrefours  A'  et  B'  de  l'impasse,  qui  se  trouvent  sur  les  deux  che- 


Fig.  46. 


L'impasse  à  deux  carrefours. 


mins.  Pour  évaluer  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total,  partons 
du  point  a  de  AA',  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  ;  il  faut  décrire 
l'impasse  et  le  réseau  partiel  d'un  seul  trait,  et  dans  un  sens  déter- 
miné ;  par  conséquent,  le  nombre  total  des  circuits  est 


I  R 

1    2 


m 

2 


en  d'autres  termes,  le  nombre  des  circuits  du  réseau  total  est  la 
moitié  du  produit  des  nombres  de  circuits  de  l'impasse  et  du  réseau 
partiel.  D'ailleurs,  on  observera  que  l'application  de  ce  théorème 
est  illusoire,  si  l'impasse  I  se  réduit  à  une  impasse  simple. 
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Exemple  III.  —  Les  sommets  A  et  B  d'un  rectangle  2VBGD  sont  réunis 
par  {'ip  —  i)  chemins;  les  sommets  G  et  D  par  {iq  —  i)  chemins,  les  som- 
mets A,  D  et  les  sommets  B,  G  sont  réunis  par  un  seul  chemin;  calculer 
le  nombre  des  circuits  du  réseau.  —  On  trouve 

l{'2p  —  l)\{iq  —  \)\ 

6!2.  Théorème  des  carrefours.  —  Pour  évaluer  le  nombre  des 
circuits  d'un  réseau  à  carrefours  tous  pairs,  on  commence  par  sup- 
primer toutes  les  impasses  qui  peuvent  exister.  On  ramène  ensuite 
le  réseau  à  un  ou  plusieurs  autres  contenant  un  carrefour  en  moins, 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  les  réseaux  obtenus  ne  contiennent 
plus  que  deux  carrefours.  La  suppression  d'un  carrefour  se  fait  par 
l'emploi  du  théorème  de  M.  G.  Taruy  (*)  :  Lorsque  in  chemins 
a,  b,  c^d,  . . .,  aboutissent  à  un  carrefour,  le  nombre  des  circuits 
du  réseau  est  égal  à  la  somme  des  nombres  des  circuits  des  N 
réseaux  obtenus  en  soudant  deux  par  deux,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  les  n  chemins  a^b^  c^  d^  ...  ;  et  d^ ailleurs, 

Dans  l'application  de  ce  théorème  on  doit  faire  les  deux  re- 
marques suivantes  :  1°  Si  la  suppression  d'un  carrefour  amène  la 
désagrégation  du  réseau,  on  recommence  l'opération  après  avoir 
appliqué  les  théorèmes  des  impasses.  2"  Les  N  réseaux  partiels 
obtenus  par  la  suppression  d'un  carrefour  ne  sont  pas  toujours  dis- 
tincts, car  deux  réseaux  sont  équivalents  lorsqu'ils  possèdent  le 
même  nombre  de  carrefours  et  que  deux  carrefours  quelconques 
sont  réunis  par  le  même  nombre  de  chemins. 

Exemple  I.  —  Le  nombre  des  circuits  de  la  figure  formée  par  les  côtés 
et  les  diagonales  d'un  pentagone  régulier,  sans  fragmenter  les  diagonales, 
est  264. 

Exem,ple  II.  —  Le  nombre  des  circuits  formés  par  les  arêtes  d'un  oc- 
taèdre régulier  est  74i. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  des  circuits  de  la  figure  formée  par  les 
côtés  et  les  diagonales  d'un  heptagone  régulier  est  129976820,  si  l'on  ne 
fragmente  pas  les  diagonales.  G'est,  conformément  à  la  règle,  le  nombre 


(')  Bulletin  de  V Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences.  Con- 
grès de  Nancy  (i885). 
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des  dispositions  circulaires  des  dés  d'un  jeu  de  dominos,  jusqu'au  double- 
six,  sans  les  doubles.  En  intercalant  les  doubles,  il  faut  multiplier  le 
nombre  précédent  par  3'',  et,  pour  obtenir  le  nombre  des  dispositions  rec- 
tilignes,  il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  28  des  dominos.  (Reiss, 
Annali  di Matematica,  1876.  —  Tarry,  loc.  cit.) 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  des  circuits  formés  par  les  côtés  et  les  dia- 
gonales de  l'ennéagone  régulier,  sans  fragmenter  les  diagonales,  est 

911  520  067  o'2i  235  200. 

C'est  le  nombre  des  dispositions  circulaires  des  dés  d'un  jeu  de  dominos, 
jusqu'au  double-huit,  sans  les  doubles.  En  intercalant  les  doubles,  il  faut 
multiplier  le  résultat  précédent  par  4^j  et,  pour  obtenir  le  nombre  des 
dispositions  rectilignes,  il  faut  encore  multiplier  par  le  nombre  4^  des 
dominos. 

Le  nombre  précédent  a  été  calculé  en  moins  de  trente  heures  par 
M.  G.  Tarry  et  aussi  par  M.  l'abbé  Jolivald.  La  méthode  de  Tarry  est 
d'autant  plus  remarquable  que  la  solution  du  problème  de  l'heptagone, 
donnée  par  Reiss,  et  qui  était  alors  la  seule  connue,  comporte  à  elle  seule 
5o  pages  in-4°  de  développements.  Cependant,  si  l'on  observe  que  les 
nombres  de  solutions  sont,  pour 

le  pentagone 2^.  3.  1 1, 

l'heptagone 2^'.  3.  5.  4>-3i  , 

l'ennéagone. . . . 


il  nous  semble  que,  malgré  son  extrême  élégance,  la  méthode  de  Tarry 
n'est  pas  le  dernier  mot  de  la  simplicité. 

Exemple  V.  —  Le  nombre  des  circuits  du  réseau  des  n  carrefours  formés 
par  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  polygone  régulier  de  (2/14-1)  côtés 
est  égal  au  nombre  des  tracés  en  n  traits  et  en  n  sauts  de  la  figure  formée 
par  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  polygone  régulier  àe,  in  côtés. 

Exemple  VI.  —  Le  nombre  des  circuits  d'un  système  de  n  circonfé- 
vences  égales,  tangentes  entre  elles,  et  dont  les  centres  sont  les  sommets 
d^un  polygone  régulier  de  n  côtés,  est  égal  au  nombre  des  manières  de 
tracer  deux  fois,  sans  omission,   les  côtés  d'un  polygone  de  n  côtés. 

En  désignant  ce  nombre. par  R,,,  la  suppression  d'un  carrefour  donne 
la  formule 


R.       R.v  1  R2      , 

—  =  ,  H-  I ,        avec        -- -  =  3 , 

'±'i        2'^-»  22 


par  suite 


R«  =(/l-f-l)2'^ 

Autrement  {^).  —  Si  l'on  observe  qu'un    cercle  étant  décrit  dans  son 
(  ')  Voir  notre  article  de  la  Nature,   i885. 
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entier  on  ne  peut  en  décrire  en  entier  qu'un  autre  voisin  dans  un  circuit 
complet,  on  ramène  le  tracé  à  celui  des  cercles  ayant  leurs  centres  en 
ligne  droite  (n°  61,  Exemple  1).  Donc,  puisqu'il  y  a  /i  cercles,  il  y  a 
/i. 2"  tracés.  En  outre,  si  aucun  cercle  n'est  décrit  dans  son  entier,  on  doit 
ajouter  2". 

Exemple  VII.  —    Si   l'on   désigne   par   2"U2«  le  nombre   des   circuits 
formés  par  in  circonférences  tangentes  {fig.  4?)  et  par  i'^"'^^\}^n-^-\ 


Fii 


le  nombre  des   circuits   formés  par  (2/1 -f-  i)  circonférences  {fig.  48);  on 
a  les  deux  formules 

^iii-i  =  3  U-2/i  — 2  ~^  ^iii-Z' 


Si  l'on  pose 
il  en  résulte 


U2/i  =  Un,  Ua/i-i  —  U/i  —  u,i-\. 

lia  =  3<^.7-l  —  Un-^_  ; 

cette  formule  de  récurrence  permet  de  calculer  Ua/i  et  U2//-1 

Fig.  /|8. 


LES   REGIONS. 

63.  Les  régions.  —  Un  point  placé  sur  une  droite  indéfinie 
dans  les  deux  sens  la  divise  en  deux  fragments  ou  semi-droites  ; 
deux  points  d'une  droite  la  divisent  en  deux  fragments  indéfinis  et 
un  segment  fini;  en  général,  n  points  d'une  droite  la  divisent  en 
(ai  +  i)  fragments,  dont  deux  sont  indéfinis.  Donc,  si  l'on  désigne 
par  S  le  nombre  des  points,  par  A  le  nombre  des  segments  finis 
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et  indéfinis,  para  le  nombre  des  segments  finis  et  par  a  le  nombre 
des  segments  indéfinis,  on  a 

A  —  <2-ha,         S— A  —  I, 
a  —  2 ,  S  =  a  -h  1  . 

Une  droite  illimitée,  tracée  dans  un  plan,  le  divise  en  deux  ré- 
gions indéfinies,  c'est-à-dire  en  deux  parties  telles  qu'on  ne  peut 
aller  d'un  point  de  l'une  à  un  point  de  l'autre  sans  rencontrer  la 
droite,  à  la  condition  de  ne  pas  sortir  du  plan.  Des  droites  paral- 
lèles, en  nombre  />,  divisent  le  plan  en  (/?  -+-  i)  régions  indéfinies. 
Ces  régions  peuvent  être  garnies  de  deux  couleurs,  de  telle  sorte 
que  deux  régions  voisines  soient  de  couleurs  différentes. 

Un  système  de  droites  concourantes  et  indéfinies  divise  le  plan 
en  un  nombre  de  régions  indéfinies  égal  au  doLible  du  nombre  des 
droites  concovirantes.  Ces  régions  peuvent  être  recouvertes  de 
deux  couleurs,  de  telle  sorte  que,  départ  et  d'autre  de  chaque  ligne 
de  séparation,  les  couleurs  soient  différentes.  Mais  ceci  n'aurait  pas 
lieu  pour  un  nombre  impair  de  semi-droites  issues  d'un  point. 

L'ensemble  de  p  droites  parallèles  et  d'une  transversale  divise 
le  plan  en  i[p  -\-  i)  régions  illimitées.  Deux  systèmes  formés  de 
p  droites  parallèles,  et  de  q  droites  parallèles,  divisent  le  plan  en 
(/?-f-i)  (^+0  régions,  parmi  lesquelles  '^{p-\-q)  sont  illimi- 
tées. Comme  l'échiquier,  on  peut  encore  les  garnir  de  couleurs, 
de  telle  sorte  que,  de  part  et  d'autre  de  chaque  ligne  de  sépara- 
lion,  les  couleurs  soient  différentes. 

Si  Ton  prolonge  les  côtés  d'un  triangle,  le  plan  est  divisé  par 
les  trois  droites  en  sept  régions,  dont  six  sont  illimitées  et  une 
seule  finie,  qui  est  l'intérieur  du  triangle. 

Si  l'on  prolonge  les  côtés  d'un  quadrilatère  quelconque,  concave 
ou  convexe,  on  forme  onze  régions,   dont  huit  sont  illimitées. 

Lorsque  l'on  considère  un  plus  grand  nombre  de  droites,  il 
faut  tenir  compte  en  même  temps  des  points  de  concours  et  des 
segments;  nous  prendrons  les  notations  suivantes  : 

(finis a 

indéfinis a 

finis  et  indéfinis A 

i  finies f 

indéfinies 9 

finies  et  indéfinies F 
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On  a  d'abord,  par  définition 

A  =  a -f- a,         F=/-f-çp. 

Cela  posé,  si  l'on  considère  n  droites  d'un  plan,  non  parallèles 
deux  à  deux,  et  telles  que  trois  quelconques  d'entre  elles  ne 
soient  pas  concourantes,  on  a,  en  désignant  par  S  le  nombre  des 
points  d'intersection, 

S  =  GA,         A  ^  /i2,  F  =  1  -^  /i  -+-  Cl, 

a  =  2/1,  o  =  in. 

En  effet,  supposons  ces  formules  démontrées  pour  un  système 
de  n  droites,  et  calculons  les  accroissements  des  cinq  quantités 
S,  A,  a,  F,  cp,  lorsque  l'on  trace  une  nouvelle  droite  non  parallèle 
à  l'une  quelconque  des  précédentes,  et  ne  passant  par  aucun  point 

Fig.  49. 


de  concours.  Nous  supposerons  d'abord  que  la  droite  XY  a  été 
tracée,  de  telle  sorte  que  tous  les  points  d'intersection  des  pre- 
mières droites  sont  d'un  même  côté  de  XY.  On  observe  :  1^  que 
S  augmente  du  nombre  n  des  points  situés  surXY;  2°  que  a 
augmente  des  deux  segments  indéfinis  de  cette  droite  ;  3^  que  A 
augmente  de  (2/z-f-  i),  c'est-à-dire  des  (/i  -h  i)  segments  finis  et 
indéfinis  de  XY,  et  des  n  segments  finis  des  droites  qui  aboutissent 
àXY;  4**  que  cp  augmente  des  deux  régions  Oy  et  cp2  ;  5*^  que  F 
augmente  de  ces  deux  régions  et  en  outre  des  {n  —  1)  régions 
finies  situées  au-dessous  de  XY.  Ainsi  les  formules  précédentes 
sont  générales. 
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On  voit  encore  que  l'adjonction  de  XY  permet  de  recouvrir  les 
régions  situées  au-dessus  de  XY  de  deux  couleurs  seulement,  et 
toujours  de  telle  sorte  que  deux  régions  adjacentes  à  un  même 
segment  soient  garnies  de  couleurs  différentes  ;  il  suffit,  en  effet, 
d'ajouter  au-dessus  de  XY  la  couleur,  qui  est  contraire  à  celle 
de  la  région  du  dessous.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  que  les 
résultats  précédents  subsistent  lorsque  la  droite  XY  se  déplace  et 
traverse  le  point  de  concours  de  deux  droites.  Nous  ferons  d'ail- 
leurs observer  que  ces  résultats  s'étendent  à  des  figures  tracées 
sur  le  plan,  ou  sur  une  surface  simple  indéfinie  dans  tous  les 
sens  (comme  le  paraboloïde  hyperbolique)  ,  pour  lesquelles  les 
droites  sont  remplacées  par  des  traits  indéfinis  dans  les  deux  sens, 
tels  que  chaque  trait  ne  se  recourbe  pas  sur  lui-même.  Deux 
traits  indéfinis,  qui  ne  se  rencontrent  pas,  seront  considérés 
comme  des  droites  parallèles;  de  plus,  on  suppose  que  deux  traits 
indéfinis  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'en  un  seul  point  de  con- 
cours, en  se  traversant  mutuellement. 

Nous  allons  étudier  les  modifications  à  apporter  aux  formules 
précédentes  lorsque  p  droites  viennent  concourir  en  un  même 
point,  ou  lorsque  q  droites  deviennent  parallèles. 

1°  Lorsque  p  droites  viennent  concourir  en  un  même  point,  le 
nombre  des  points  de  concours  diminue  évidemment  de  (G^  —  i), 
puisque  le  nombre  des  points  d'intersection  de  ces  droites  ne 
compte  plus  que  pour  i.  Les  nombres  cp  et  a  des  régions  et  des 
segments  indéfinis  ne  changent  pas;  le  nombre  A  des  segments  finis 
et  indéfinis  diminue  de  {p^ —  279),  et  le  nombre  F  des  régions  finies 
et  indéfinies  diminue  de  (  i  — p  -\-  Q). 

2"  Lorsque  q  droites  deviennent  parallèles,  le  nombre  des  points 
de  concours  diminue  de  CJ  ;  le  nombre  total  F  des  régions  diminue 
aussi  de  GJ,  et  le  nombre  A  des  segments  finis  et  indéfinis  diminue 
de  {q^--q). 

Par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  (7^  le  nombre  des  droites  de 
direction  unique,  par  o-^le  nombre  des  groupes  de  q  droites  paral- 
lèles, par  S^  le  nombre  des  groupes  de/?  droites  concourantes,  on  a 

(1)  n  =  <Ji  -i- 2(7-2  -+■  3<J3-^  ...   -i-  qiq-r-   ..  . 

et 

(2)  S    =    Sl-+-S2       -+-S3       H-     ...    +S;;  -+-     ...     . 
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Lorsque  toutes  les  droites  ont  des  directions  différentes,  on  a 
S  =  Cfi;  donc,  en  tenant  compte  des  diminutions, 

,..  [Cl=     82-^383+... ^G^S/,-^... 

et 

X  =  2  S2  -f-  3  S3  -^  . . .  -^  pSp    -  . . . 


^"*  (  -h  Ji  4- 2  To  ^  •  •  •   -t- i^  ^/j  H- 

On  peut  démontrer  directement  cette  dernière  formule  en  ob- 
servant que,  de  chaque  point  de  concours  de  p  droites,  partent 
ip  segments  et  que,  pour  toute  direction  de  q  droites  paral- 
lèles, il  j  a  2^  segments  infinis,  comptés  deux  fois. 

Si  l'on  calcule  F,  on  trouve  la  relation 

(5)  S-.-F=A-f-i, 

que  l'on  peut  vérifier  a  posteriori.  Enlîn,  si  F^  est  le  nombre  des 
régions  à  p  frontières  (ou  arêtes),  on  a  les  deux  formules 

((>)  F  =  Fi--Fo-t-F3--.-.  4-F^-^.... 

(7)  2A  =  Fi-i-2F2-T-  ...  -^pF,,-  .... 

Exemple  1.  —  Soient^  points  tels  que  trois  d'entre  eux  ne  soient  pas 
en  ligne  droite,  et  quatre  d'entre  eux  sur  deux  droites  parallèles  ;  les 
droites  qui  les  joignent  se  rencontrent  en  3Gy^  nouveaux  points  (  n"  o7, 
Exemple  I). 

Le  nombre  des  segments  finis  sur  chaque  droite  est  (G/^_2  "+"  ^)  î  ^^  nombre 
total  des  segmçnts  est 

A  =  G^G^_2  -+-  3Cy^. 

On  en  tire,  par  la  formule  (5),  le  nombre  total  des  régions 

F  =  Gy->  Gp_2  -f-  3  Ltjf  -r-  I  —  p  —  :>  Cp  . 
c'est-à-dire 

F  =  i(/>—  i)(j?3  — 3/?2-^  18/?  -8). 

Autrem.ent.  —  Le  nombre  des  lignes  de  jonction  est  ti  =  Cf,',  le  nombre 
des  régions  est 

F  =  i-^n-^Cl-p[i-(p-i)  -~  G;._  J, 

parce  que  les  droites  se  coupent  au  nombre  de  (/>  —  i  )  en  p  points.  Après 
simplification,  on  retrouve  le  résultat  précédent. 

E.  L.  -  I.  8 


Il4  LIVRE    I.    —    LES    NOMBRES    ENTIERS. 

Exemple  IL  —  Un  système  de  n  circonférences  partage  le  plan  en 
n{n-^i)-\-i  régions,  au  plus,  dont  une  seule  est  illimitée. 

Exemple  III.  —  Si  l'on  trace  dans  le  plan  n  systèmes  de  circonférences 

concentriques  contenant  respectivement  Ci,  C2,  . . .  ^  Cn  circonférences,  et 

si  l'on  pose 

B  =  2  C1C2, 

le  plan  est  partagé  en  (2B  -+- 1)  régions,  au  plus,  dont  une  seule  est  illimitée. 
Exem,ple  IV.  —  Si  l'on  trace,  dans  un  plan,  n  systèmes  de  circonférences 
concentriques,  et  b  circonférences  non  concentriques  deux  à  deux,  le  plan 
sera  partagé  en  régions  dont  le  nombre  est  au  plus 

2ECi  +  (^>—  0  +  2, 

Les  trois  théorèmes  précédents  s'appliquent  aux  sphères  de  l'espace. 

Exemple  V.  —  Si  l'on  trace,  dans  un  plan,  n  systèmes  de  parallèles 
contenant  respectivement  «j,  «2?  ...  .,a,i  droites,  et  m,  systèmes  de  cir- 
conférences concentriques  contenant  respectivement  Cj.  C2,  ...,  c„i  cir- 
conférences, et  si  l'on  pose 

A  =  Eai,  A'=  Sci, 

B  =  Sai^a,         B'=  ^c^Ci, 
le  plan  est  partagé  en 

i_l_A  +  B4-2AA'4-2B' 

régions    au    plus  ,    et    le   nombre    des    régions    illimitées    ne    peut    sur- 
passer 2B. 

Exemple  VI.  —  Si  l'on  ajoute  b  droites  et  d  circonférences  quelconques, 
le  nombre  précédent  augmente  de 

G?  +  2GJ. 
Les  cinq  théorèmes  précédents  sont  dus  à  Steiner. 

64.  Le  problème  des  quatre  couleurs.  —  Les  formules  que  nous 
venons  d'établir  dans  le  numéro  précédent  supposent  que  toutes 
les  lignes  tracées  dans  un  plan  sont  illimitées  dans  les  deux  sens; 
alors  deux  couleurs  suffisent  pour  garnir  la  carie,  de  telle  sorte 
que  deux  régions  séparées  par  une  ligne  soient  recouvertes  de 
couleurs  différentes.  Il  y  a  lieu  de  reprendre  ces  formules,  lorsque 
le  plan  est  divisé  d'une  manière  quelconque  par  des  droites  et 
des  courbes.  On  parvient  ensuite  à  la  démonstration  de  ce  théo- 
rème, proposé  pour  la  première  fois  par  Guthrie,  puis  par  de  Mor- 
gan :  Quel  que  soit  le  mode  de  division  d^une  carte  ou  d\ui 
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globe,  représentant  la  Terrée  ou  un  continent,  en  états,  terri- 
toires, districts,  départements ,  il  suffit  de  quatre  couleurs 
pour  colorier  cette  carte,  avec  cette  seule  condition  que  deux 
districts  ayant  une  limite  commune  soient  recouverts  de  deux 
couleurs  différentes.  La  première  démonstration  de  cette  propo- 
sition a  été  donnée  par  M.  Kempe,  en  1880,  dans  V American 
Journal  de  Sylvester.  Pour  plus  de  détails,  voir  notre  article  de 
la  Revue  scientifique  du  7  juillet  i883,  intitulé  :  Le  problème 
géographique  des  quatre  couleurs. 

M.  Tait,  professeur  à  l'Université  d'Edimbourg,  a  publié  là- 
dessus  plusieurs  considérations  fort  ingénieuses.  Si  l'on  considère 
un  réseau  dont  les  carrefours  ne  contiennent  que  des  points 
triples,  ces  points  tous  impairs  sont  en  nombre  pair,  et  l'on  dit  que 
le  réseau  possède  un  isthme,  lorsque  la  suppression  du  chemin 
correspondant  désagrège  le  réseau.  Gela  posé,  on  a  le  théorème 
suivant  :  Dans  tout  réseau  à  n  points  triples,  sans  isthmes,  on 
peut  partager  les  3  n  chemins  en  trois  groupes  de  n  chemins,  de 
telle  sorte  que  les  trois  chemins  qui  aboutissent  à  un  même 
carrefour  appartiennent  à  trois  groupes  différents. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de 
la  proposition  de  Guthrie  ;  cependant,  il  y  aurait  un  grand  inté- 
rêt à  trouver  une  démonstration  directe  et  rigoureuse  du  théorème 
de  Tait.  Mais,  dit  l'auteur,  «  d'après  l'expression  de  l'éminent 
mathématicien  Kirkmaniv,  que  j'ai  consulté  sur  ce  sujet,  le  théo- 
rème présente  cet  irritant  intérêt  qu^il  se  joue  aussi  bien  du 
doute  que  de  la  preuve  «  (  *  ). 

LES  POLYÈDRES. 

60.   Les  polyèdres  convexes.  —  On  a  le  théorème  suivant  (2)  : 
Dans  tout  polyèdre  convexe,  le  nombre  des  arêtes  augmenté 


('  )  Tait,  Note  on  a  theorem  in  Geometry  of  position,  dans  les  Transactions  of 
the  Royal  Society  (1880).  Listing's  Topologie,  Introductory  address  in  the 
Edinbuvgh  math.  Society,  nov.  i883,  et  Philos.  Magaz.,  i88^.  —  Reprint  of 
math,  papers  from  the  Educational  Times;  1881,  p.  ii3. 

(*)  Ce  théorème  remarquable  est  habituellement  attribué  à  Euler  {Noyi  Com- 
mentarii  Petrop.,  1752);  mais  on  le  trouve  dans  les  Œuvres  inédites  de  Des- 
gartes,  publiées  par  Foucher  de  Careil  (t.  II,  p.  21^;  Paris,  1860).  La  démon- 
stration du  texte  est  due  à  Gauchy. 
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de  1  est  égal  au  nombre  des  faces  augmenté  du  nombre  des 
sommets. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  A,  F,  S  les  nombres  des 
arêtes,  des  faces  et  des  sommets  du  poljèdre,  on  a  l'égalité 

(i)  F  +  S=zA  +  2. 

Considérons  d'abord  une  surface  polyédrale,  convexe  et  ouverte, 
terminée  à  une  ligne  brisée  plane  ou  gauche.  Si  l'on  conserve  les 
notations  précédentes,   les  éléments  analogues  de  cette  surface 

vérifient  l'égalité 

F-i-S  =  A  +  i. 

En  effet,  celte  formule  a  lieu  pour  une  seule  face;  car,  pour 
un  polygone,  F  =  i  et  S  =  A.  Il  suffît  donc  de  montrer  que  la 
formule,  étant  vérifiée  dans  le  cas  de  F  faces,  l'est  encore  dans  le 
cas  de  (F  -h  i)  faces.  Pour  cela,  modifions  la  ligne  brisée  qui  ter- 
mine la  surface  poljédrale,  en  adaptant  un  polygone  de  n  côtés. 
Si  cette  face  laisse  toujours  la  surface  ouverte,  son  périmètre 
ne  pourra  coïncider  entièrement  avec  celui  de  la  ligne  terminale 
primitive.  Si  elle  possède  avec  cette  face  p  arêtes  communes,  elle 
a  avec  elle  (/>  -t-  i)  sommets  communs.  En  désignant  par  A^,  F',  S' 
les  nombres  des  arêtes^  des  faces  et  des  sommets  de  cette  nouvelle 
surface  polyédrale,  on  aura  donc 


d'où  l'on  tire 


S  + Ai  —  (/>  -~i), 


F'^S'=  A' 


Cela  posé,  revenons  au  cas  d'un  polyèdre  convexe.  Pour  obtenir 
une  surface  polyédrale,  il  suffit  d'enlever  une  face,  ce  qui  ne  mo- 
difie pas  les  nombres  A  et  S  ;  donc  la  relation  (i)  est  démontrée. 

Si  l'on  désigne  par  fp  le  nombre  des  faces  k p  arêtes,  par  Sp  le 
nombre  des  sommets  des  angles  polyèdres  à  p  arêtes,  on  a  les  for- 
mules 

S  =      53  +     54  + ...  H-     Sp-h.  .  ., 

2A    =    3/3-+-   4/4+.    .    .-+-jO//;-+-.    .    ., 

2  A  =  S^aH-  4«4H-« .  '-i-psp-r-. . .. 
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On  dédiiil  facilement  des  précédentes 

2  F  =  4  -i-  53  4-  2  54  -f-  3  53  -^ ... , 
2S  =4-1-/3+2/4+3/5-4-.... 

Exemple  I.  —  Il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  qui  ne  renferme  au 
moins  une  face  triangulaire  ou  un  angle  trièdre.  En  effet,  on  a  la  formule 

/3-}-53  =  8  4-(/5-h53)  +  -2(/64-S6)-4-.... 

Exemple  II.  —  Il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  toutes  les  faces 
aient  plus  de  cinq  arêtes.  —  Il  n'existe  aucun  polyèdre  convexe  dont  tous  les 
angles  polyèdres  aient  plus  de  cinq  arêtes. 

Exemple  III.  —  L'angle  droit  étant  pris  pour  unité,  la  somme  de  tous 
les  angles  d'un  polyèdre  convexe  égale  le  quadruple  du  nombre  des  som- 
mets, diminué  de  2. 

Exemple  IV.  —  Trouver  le  nombre  des  diagonales  d'un  polyèdre  convexe 
qui  ne  sont  pas  situées  dans  les  faces  du  polyèdre. 

Si  l'on  pose 

L    =/3+2/4+3/5-f-...  , 

M==i.3./3+-2.4./4-h3.5./5  +  ..., 
et  si  l'on  désigne  par  D  le  nombre  des  diagonales,  on  a 

8D  =  (L-f-2)(L  -f-4)_4M. 

Exemple  V.  —  Le  nombre  des  régions  formées  par  n  plans,  tels  que 
deux  ne  soient  pas  parallèles,  que  trois  quelconques  d'entre  eux  ne  soient 
pas  parallèles  à  une  même  droite,  et  que  quatre  ne  passent  pas  par  un 
même  point,  est 

les  régions  finies  sont  en  nombre  C\_^. 

Exemple  VI.  —  Si  joi,/?,?  •  •  •,/>«  désignent  les  nombres  de  plans  paral- 
lèles de  n  systèmes,  et  si  l'on  pose 

A  =  S/?i,         B  =  2/?i/?2,         C  =  I.pip2p3, 

le  nombre  des  régions  de  l'espace  formées  par  ces  n  systèmes  est  égal  à 

I -T- A  4- B -+- G  ; 

parmi  ces  régions,  (2B-1-2)  sont  illimitées,  et  les  autres  forment  des  vo- 
lumes finis. 

Exemple  VII.  —  Le  système  formé  par/?  plans  quelconques  et  q  sphères 
partage  l'espace  en  un  nombre  de  régions  au  plus  égal  à 

1-4-  Gj,  4-  G2  -h  G3  ^pq{p  —  I)  -f-  2^  -f-  2G3. 

Les  régions  illimitées  sont  en  nombre  2  -h  ip{p  —  1). 
Exemple  VIII.  —  Si  l'on  considère  des  systèmes  de  plans  parallèles  en 
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nombres /?i,/>2,/?3,  ...,  et  de  sphères  concentriques  en  nombres  ^i,  q^^ 
q^,  . . .,  et  si  l'on  pose 

cet  ensemble  divise  l'espace  en  un  nombre  de  régions  qui  ne  surpasse  pas 

I  +  A  -I-  B  -f-  G  -+-  2(ÂB'-f-  BA')  +  2  A'-^-  2 G'. 

Le  nombre  des  régions  illimitées  est  (2B  -i-  2). 

Les  quatre  exercices  précédents  sont  dus  à  Steiner.  —  Voir  une  Note  de 
M.  Laisant  intitulée  :  Régions  du  plan  et  de  l'espace  (Congrès  d'Alger, 
1881).  • 

06.  Les  polyèdres  convexes  réguliers.  —  //  ne  peut  exister 
que  cinq  espèces  de  polyèdres  convexes  dont  toutes  les  faces 
aient  le  même  nombre  n  de  côtés  et  dont  tous  les  angles  po- 
lyèdres aient  le  même  nombre  m  d^ arêtes. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse, 

2  A  =  71 F  —  /?z  S  ; 
par  suite,  la  formule  de  Descartes  donne 
17  4'>î 


'i{ni  -i-  n)  —  nin 


Puisque  m  doit  élre  entier  et  positif,  on  ne  peut  faire  que  les 
hypothèses  suivantes,  renfermées  dans  le  Tableau  ci-après,  dans 
lequel  D  désigne  le  nombre  des  diagonales. 


Fig.  5o. 


n. 
3 

m. 

F. 

S. 

A. 

D. 

3 

4 

4 

6 

0 

Tétraèdre. 

3 

4 

8 

6 

12 

3 

Octaèdre. 

3 

5 

20 

12 

3o 
12 

36 
4 

Icosaédre. 

4 

3 

6 

8 

Hexaèdre. 

5 

.     3 

12 

20 

3o 

100 

Dodécaèdre. 

Les  polyèdres  réguliers. 
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Remarque.  —  Nous  ne  développerons  pas  davantage,  pour  le 
moment,  ces  études  sur  la  Géométrie  de  situation;  cependant  il  y 
a  lieu  de  rappeler  les  travaux  de  Poinsot,  Gauchy  et  Bertrand  sur 
les  Polyèdres  étoiles;  ceux  de  M.  Gatalaiv,  sur  les  Polyèdres 
semi- réguliers ,  considérés  d'abord  par  Archimède  ;  ceux  de 
Bravais,  sur  la  Cristallographie  et  sur  la  Phyllotaxie ;  ceux  de 
M.  Gayley  sur  les  Arbres  géométriques  et  leur  emploi  dans  la 
théorie  des  combinaisons  chimiques. 

Dans  deux  importants  Mémoires,  trop  ignorés  aujourd'hui, 
Listing  a  posé  les  principes  généraux  de  la  Géométrie  de  situation. 
Ses  Vorstudien  zur  Topologie  (1847)  ont  été  l'objet  d'un  rapport 
sommaire  dans  le  Traité  d^ Électricité  et  de  Magnétisme  de 
Glerk  Maxwell,  et  d'un  exposé  élémentaire  par  M.  Gayley, 
dans  le  Messenger  of  Mathematics  (1873).  Dans  son  Mémoire 
de  1861,  Der  Census  railmlicher  Complexe,  Listing  s'occupe 
de  la  formation  et  de  la  classification  des  nœuds;  cette  idée  a  été 
reprise  dans  plusieurs  Mémoires  présentés  à  la  Société  royale  des 
Sciences  d'Edimbourg,  par  M.  Tait,  qui  a  retrouvé  la  plupart  des 
résultats  de  Listing,  à  propos  de  l'idée  de  Thomson  sur  les  vortex- 
atoms.  La  Géométrie  des  nœuds  est  un  des  chapitres  de  la  Géo- 
métrie du  tissage;  nous  exposerons,  dans  le  second  volume  de 
cet  Ouvrage,  les  lois  arithmétiques  de  la  Géométrie  des  tissus  à  fils 
rectilignes. 

Exemple  I.  —  Les  hélices  paradromes.  —  Considérons  un  long  ruban 
étroit  ou  une  bande  de  papier,  dont  les  bords  sont  garnis  d'une  petite  ligne 
noire  ou  d'un  liséré.  Si  l'on  réunit  ensemble  les  deux  extrémités,  sans 
torsion  du  ruban,  on  forme  une  surface  composée  de  deux  faces  et  de 
deux  lisérés;  on  ne  peut  aller  d'un  point  de  l'une  des  faces  à  un  point  de 
l'autre,  en  cheminant  sur  le  ruban,  sans  traverser  l'un  des  lisérés.  Si  l'on 
coupe  le  ruban  suivant  sa  longueur,  on  en  obtient  deux  autres  séparés. 

Il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  l'on  réunitlesdeux  extrémités  du  ruban,  après 
avoir  effectué  n  demi-torsions  dans  un  même  sens  :  1°  Lorsque  n  est  un 
nombre  pair,  la  surface  a  encore  deux  faces  et  deux  lisérés  formant  chacun 
un  circuit  fermé;  si  l'on  coupe  le  ruban  dans  sa  longueur,  il  se  trouve  di- 
visé en  deux  autres  possédant  chacun  n  demi-torsions,  comme  le  ruban 
primitif;  mais  les  deux  demi-rubans  ne  peuvent  être  séparés  l'un  de  l'autre 
et  se  trouvent  noués  J/ifois.  2°  Lorsque  le  nombre  n  des  demi-torsions 
est  impair,  la  surface  ne  présente  qu'une  seule  face  et  qu'un  seul  liséré;  si 
l'on  coupe  le  ruban  dans  sa  longueur,  le  ruban  reste  unique  avec  2/1  demi- 
torsions,  et,  pour  /i>i,  il  est  noué. 


I-20  LIVRE    I.    —    LES    NOMBRES    ENTIERS. 

Ces  curieux  résultats  sont  tirés  de  la  Topologie  de  Listing;  ils  ont  été 
la  base  d'un  opuscule  qui  eut  un  grand  succès  à  Vienne,  il  y  a  quelques 
années,  et  dans  lequel  il  s'agissait  de  montrer  que  l'on  pouvait,  sans  esca- 
motage ou  spiritisme,  exécuter  le  célèbre  tour  de  faire  un  nœud  avec  une 
corde  sans  fin. 

Au  lieu  de  faire  une  seule  coupe  longitudinale  du  ruban,  on  peut  en 
faire  deux,  trois,  ...,  et  l'on  obtient  d'autres  résultats. 

Exemple  II.  —  La  bande  de  timbres-poste.  —  De  combien  de  manières 
peut-on  replier,  sur  un  seul,  une  bande  de/?  timbres-poste? 

Exemple  III.  —  La  feuille  de  timbres-poste.  —  De  combien  de  ma- 
nières peut-on  replier,  sur  un  seul,  une  feuille  rectangulaire  de  pq  timbres- 
poste? 

Nous  ne  connaissons  aucune  solution  de  ces  deux  problèmes  difficiles 
proposés  par  M.  Em.  Lemoine. 
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CHAPITRE  vin. 

LA  xMULTIPLICATION  ALGÉBRIQUE. 


67.  Multiplication  des  polynômes.  —  Miiltiplicalion  des  mo- 
nômes ^  —  d'un  polynôme  par  un  monôme  ;  —  de  deux  polynômes. 
—  Règle  des  signes. 

Le  produit  de  plusieurs  polynômes  peut  toujours  être  remplacé 
par  un  polynôme  unique  qu'on  appelle  le  produit  effectué.  On 
opère  habituellement  comme  il  suit  :  on  multiplie  successivement 
tous  les  termes  du  premier  polynôme,  en  commençant  par  la 
gauche,  par  le  premier,  le  second,  .  .  .,  le  dernier  terme  du  se- 
cond polynôme.  On  obtient  ainsi  un  premier  produit  partiel;  on 
fait,  s'il  y  a  lieu,  la  réduction  des  termes  semblables.  On  multiplie 
ensuite  chacun  des  termes  du  produit  partiel  successivement  par 
le  premier,  le  second,  .  .  . ,  le  dernier  terme  du  troisième  poly- 
nôme, en  commençant  toujours  par  la  gauche,  et  ainsi  de  suite. 

Le  produit  des  polynômes  A,  B,  G,  .  .  . ,  L  est  la  somme  de 
tous  les  produits  de  n  facteurs  formés  avec  un  terme  de  A,  un 
terme  de  B,  .  .  . ,  et  un  terme  de  L;  s'il  n'y  a  aucune  réduction, 
le  nombre  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  des  nombres 
des  termes  des  facteurs. 

Soit,  en  général, 


A  =  «1-+-  «2-^  «.1-+--  • 

.-f-fla, 

B  =  ^>i-f-62-i-  ôa-h. , 

..-ô^ 

G  =  Cl  H-  Co  -H  C3  -f-  .  . 

.~c., 

Pour  faire  la  multiplication  des  polynômes  A,  B,  C,  ...,  on 
multiplie  tous  les  termes  de  A  successivement  par  tous  ceux  de  B 
pris  dans  l'ordre  de  gauche  à  droite;  puis  on  multiplie  tous  les 
termes  du  produit  par  ceux  de  C,  et  ainsi  de  suite.  Un  terme  quel- 
conque a  une  expression  de  la  forme  «a'^pCy-  . ..  ,  en  désignant 
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par  a'  l'un  des  entiers  i ,  2,  . . . ,  a,  et  de  même  pour  ^'  et  ponr  ^' , 
Dans  le  produit  total,  les  termes  pris  dans  l'ordre  successif  sont 
d'abord  ceux  qui  ne  contiennent  que  a^  en  nombre  a;  puis  ceux 
qui  ne  contiennent  que  a  ou  Z>,  pris  séparément  ou  simultanément; 
ils  sont  en  nombre  aj3;  puis  les  termes  du  produit  par  C  qui  sont 
en  nombre  ajSv,  et  ainsi  de  suite.  On  voit  ainsi  que  le  rang  du 
terme  a^h^c^di-  est  fourni  par  l'expression 

Il  —  a^Y^'~T-  a^Y'"+~  sc^'-i-  a'. 

Inversement,  lorsque  n  est  donné,  on  observe  que  o'  est  l'entier 
de  la  division  de  n  par  aj^y,  que  y'  est  l'entier  de  la  division  du 
reste  par  a[3,  et  ainsi  de  suite.  En  particulier,  si  a=  [^  =  y=  ô, 
la  détermination  du  terme  qui  correspond  à  un  rang  donné  n  re- 
vient à  écrire  n  dans  le  système  de  numération  de  base  a. 

Ainsi,  dans  le  produit 

{i-a)(i~b)...(i-l), 

pour  avoir  le  signe  du  terme  de  rang  n,  on  écrit  ce  nombre  /^  dans 
le  système  de  numération  binaire;  le  terme  correspondant  est 
positif,  ou  négatif,  suivant  que  le  nombre  des  i,  et  celui  des  o  qui 
terminent  /i,  sont,  ou  ne  sont  pas,  de  même  parité. 

Carré  d'un  polynôme.  —  Interprétation  géométrique  : 

( a -f-  6  +  c -^ . . . -f-  /)2  r:=  2  ^2  _|_  2  2  a^». 

Cube  d'un  polynôme.  —  Interprétation  géométrique  : 

Quatrième  puissance  d'un  polynôme.  —  On  a  la  formule 
(Sa)*  =  2 a* -f- 4 2 a-î 6 -+- G Ea2 62 H- 12 2 «2 6c -h  24 2 a^>c«?. 

On  trouvera  plus  loin  la  formule  générale  qui  donne  le  déve- 
loppement de  la  puissance  d'un  polynôme. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  désigne  respectivement  par  A,  B,  G,  D  les  poly- 
nômes 

a  —  b  —  c,     b  —  c.  —  a,     c  —  a  —  b,     a -\- b -\- c  , 
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on  a  les  formules 

A-f-B+G-f-D=o, 
A2-^B2-T-C2-hD2=4Ea^ 
A3  +  B3  -4-  C-^  -H  D3  ^  st4  abc, 
A* -f- B* -+- G* -I- Dv  =T  4  2 «4 -4- 2  î  S  a2  62, 
A5-+-BM- G3~  D5=r:  8oa^>c.Sa2^ 
A7-+-  B^-i-  G7-f-  D' r:.  56a^>c(3Sa^^  ioSa2^2)^ 
ABGD  =--  I,a'*-iI.a'-bK 

Exemple  II.  —  Si  l'on  désigne  par  A.  B,  G,  D  les  polynômes 
h  -\-  c  -^  d  —  a,     c -.- d  ~- a  —  b,     d  -^  a  -^  b  —  c,     a  -r-  b  -7-  c  —  d, 

et  par  P,  Q,  R,  S  les  polynômes 

a  -r-  b  -^  c  -^  dj     a  -^  b  —  c  —  d,     b  -\-  c  —  a  —  d,     c  -^  a  —  b  —  d. 

les  valeurs  de  l'expression 

p«^  Q«_i_  R«_u  S«—  A«—  B'^—  G«—  D« 
sont 

pour  n  =  1 o, 

»      /i  =  4 iç)iabcd^ 

»      n  —  Q 960  abcd.  S  a^ , 

»      71  =  8 896«6cc?(3Sa^+ioSa2^,2). 

Exemple  III.  —  En  conservant  les  notations  de  l'Exemple  précédent,  on 
a  la  formule 

ABGDPQRS  =  :s  «8  —  4  Z  «6  ^2  _|_  6  V  ^v ^4 ^  /j  V  ^4  ^2 c2 _  4o«2  ^2 ^2 ^2. 
Exemple  IV,  —  Développer  le  produit  des  seize  facteurs 
aàzb-±c±d±e. 

Si  l'on  remplace,  dans  Y  Exemple  III,  le  nombres?  par  {d-\-  e),  puis  par 
{d — e),  et  si  l'on  multiplie  les  résultats  obtenus,  on  trouve 

2ai6_8v^i4^2_u282a»2^4_{_4o2ai2^,2c2 
—  562a«o66— 722aio^>ic2— i762«io62c2(i2 

+7o2a8  68-i-4oSa8è6c2+36Sa8^»*c'»-i-3442a8èic2â?2-752  2a8^>2c2^2e2 
-+-i62a«è6c*— 4i62a6  6«c2û?2— 272Ea6ô*c*û?2-|-928Sa6è'»c2d^2e2 
H-  2008  2  a*  6^  c*  c?^  —  1 520  2  a'*  b'*  c'*  d'^  e^. 

Gette  méthode  de  calcul  est  due  à  Descartes. 
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68.  Le  carré  magico-magique  de  Fermât.  —  Avec  deux  groupes 
de  quatre  nombres  a.  b,  c,  d^  et  p,  q,  r,  s,  on  forme  une  table 
d'addition  à  deux  entrées,  comme  celle  de  Pjthagore  {/ig-  5i). 


Fig. 

5i. 

a-^p, 

h  -A-p, 

c-p, 

d-^-p, 

a-h  q, 

b-^q, 

c-^q, 

d  -Y-  q. 

a  -f-  /', 

b  -^  r, 

c  -+-  /', 

d-^r, 

a  -1-  5, 

b  -h  s, 

C-r-S, 

d-r-S. 

Table  d'addition. 

En  permutant  les  lignes,  ou  les  colonnes,  ou  en  échangeant  les 
lignes  et  les  colonnes,  on  forme  2(  1.2. 3.4)^=  1 1^2  tables  dis- 
tinctes. Si  l'on  prend  quatre  nombres  d'une  table,  de  telle  sorte 
qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  dans  la  même  ligne  ou  dans  la  même 
colonne,  on  obtient  une  somme  évidemment  égale  à  celle  des  huit 
nombres  donnés.  Pour  chaque  table,  il  existe  ainsi  vingt-quatre 
sommes  constantes,  en  nombre  égal  aux  permutations  figurées  de 
quatre  objets  (n^  43). 

Echangeons  deux  à  deux  les  huit  nombres  placés  symétrique- 
ment par  rapport  au  centre  du  carré,  et  qui  ne  sont  pas  situés  sur 
les  diagonales;  puis,  échangeons  deux  quartiers  opposés  de  quatre 
termes,  l'inférieur  à  gauche  et  le  supérieur  à  droite  ;  nous  formons 
ainsi  le  Tableau  que  l'on  appelle  carré  magico-magique. 


Fig. 

52. 

a-^p, 

c  +5, 

6? -4-  q, 

b  -r-r, 

d  -^  r, 

b-\-q, 

a-}-5, 

c  -p, 

b  -\-  s, 

d^p, 

c  -^r^ 

a  -i-  q 

c  ^q, 

a-\-  r^ 

b^p. 

d-i-s. 

Carré  magico-magique. 

Si  l'on  fait  la  même  transformation  sur  les  permutations  figurées, 
on  trouve  \di  Jig,  53.  Par  suite,  la  somme  des  quatre  nombres  du 
carré  magique  qui  correspondent  à  quatre  cases  grises  de  cette 
figure  est  constante^  H  J  21  donc  1 162  carrés  magico-magiques. 

On  peut  tripler  ce  nombre  lorsque 

a  -^-  d=  b  -\-  c         et        p -^  s  =^  q -^- r^ 
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comme  cela  a  lieu  pour  les  deux  groupes  1,  2,  3,  4,  et  0,  4,  8,  12, 
qui  reproduisent  les  seize  premiers  nombres.  Dans  ce  cas,  on  a 
les  théorèmes  suivants  :  Dans  tout  carré  magico-magique,  la  somme 


Fig.  53. 
B 
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s 

Les  vingl-quatre  sommes  constantes  d'un  carré  magico-magiquc. 

des  huit  nombres  placés  dans  les  deux  diagonales  égale  la  somme 
des  huit  autres.  Il  en  est  de  même  pour  la  somme  des  carrés  et 
pour  la  somme  des  cubes  (^). 

69.  Formules  d'Euler  pour  les  produits  des  sommes   de  quatre 
carrés.  —  On  a  l'identité 

(«2 -H  b2)(p2 ^  q^.)  ^  ( ap  —  bgY' ^  (aq  -h  bp)', 

indiquée  par  Fibonacci  ;  elle  exprime  que  le  produit  d' une  somme 
de  deux  carrés  par  une  somme  de  deux  carrés  est  une  somme 
de  deux' carrés.  En  changeant  le  signe  de  /?,  on  obtient,  dans  le 


(')  Voir  notre  article  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  1887,  inti- 
tulé :  Les  carrés  magiques  de  Ferîiat  et  de  Frénicle. 
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cas  général,  une  autre  décomposition;  mais,  si  a=  p,  b  =2.  q^  on  a 
la  décomposition  unique 

(«2-4-  62^2  ^  (^2__  ^2)2  _|_   (2a6)2, 

qui  est   la   formule   fondamentale   des    triangles  rectangles  en 
nombres,  dont  la  théorie  sera  exposée  plus  loin. 

La  formule  précédente  a  été  généralisée  par  Euler  qui  a  donné 
le  théorème  suivant  :  Le  produit  dhme  somme  de  quatre  carrés 
par  Une  somme  de  quatre  carrés  est  une  somme  de  quatre  carrés. 
En  effet,  si  l'on  remplace  les  sommes  par  des  produits  dans  le  carré 
magique  du  numéro  précédent,  et  si  l'on  donne  le  signe —  aux 
termes   de  la  première  diagonale,   on   trouve  que  la  somme  des 

expressions 

( —  a/>  -h  C5  -\-  dq  ^  bry- 

-h  (  -h  dr  —  hq  -\-  as  -^  cp  )2 
H-  (  -f-  05  -\-  dp  —  cr  -+-  aqY 
-^  {^^  cq -k- ar -\- hp  —  dsY 

égale  le  produit  des  deux  sommes  de  quatre  carrés 

(  «2  _+-  ^,2  +  C2 -h  C?2  )  (^2  _^  ^  2  4_  ,^2  _|_  ^2  ). 

En  permutant/),  ^,  /',  5,  on  a  vingt-quatre  formules  distinctes; 
puis,  en  changeant  le  signe  de/>,  on  en  obtient  vingt-quatre  autres. 
Ainsi  la  décomposition  du  produit  des  sommes  de  quatre  carrés 
en  quatre  carrés  se  déduit  très  facilement  de  la  considération  des 
carrés  magico-magiques. 

Brioschi  a  donné  des  formules  semblables  pour  le  produit  de 
deux  sommes  de  huit  carrés;  mais,  contrairement  à  ce  que  l'on 
pensait,  M.  Samuel  Roberts  a  démontré  qu'il  n'existait  pas  de  for- 
mules analogues  pour  les  sommes  de  seize,  carrés,  ovi  plus  {^The 
Quarterly  Journal,   1879  et  1880). 

D'autre  part,  il  ne  peut  exister  de  formule  semblable  pour  les 
sommes  de  trois  carrés  :  ainsi  3  et  21  sont  des  sommes  de  trois 

carrés 

3  =  i2-i-i2-|-i2        et        21  =  42+224-12, 

et  leur  produit  63  ne  peut  être  décomposé  en  moins  de  quatre  car- 
rés. De  même,  le  produit  des  deux  formes 

a24-62-h2C2,  ^2_|_ûr2+2r2 
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ne  peut  donner  un  résultat  de  môme  forme,  puisque  l'on  â,  par 
exemple, 

6  =  o2-4- 22-4-2.12  et  l3  =  l2-t-22-f-  2.-22, 

et  que  le  produit  78  ne  peut  être  décomposé  de  cette  manière. 

Nous  démontrerons  plus  loin,  au  moyen  des  formules  d'EuLEu, 
ce  théorème  énoncé  par  Bachet  :  Tout  entier  est  la  somme  de 
quatre  carrés,  ou  dhin  moindre  nombre. 

70.  Formules  de  Lagrange.  —  On  a  l'identité  suivante 

(a2_|_X^,2^_  jj^c2H-Xaé/2)(^2  4_X/'2.4_|j.52-r-X{Jl^2) 

—  [ —  ap  -^  ;j.C5  -i-  \\xdq  -f-  À  br\- 
-r-  '^[\dr  —  \bq  -f-  as  4-c/>]2 
H-  X  [JL  [  bs  -f-  dp  —  cr  -f-  aq  Y 
-+-  'k[\i.cq  -h  ar  -^  bp  —  [xdsl^; 

pour  \=  ^=z\^  on  retrouve  les  formules  d'EuLER. 

On  a  encore  cette  autre  identité  de  Lagrange,  qui  s'applique  à 
un  nombre  quelconque  de  carrés  : 

(«2^_  ^2+  c2 _j- <i2 ) (^2  ^  ^2_^_  ,.2_^  ^2 )  ==  («/?-+-  bq  -^  cr -h  ds)^ 

-^{aq  —  bpY-^-  { ar  —  cp Y 
-i-  ( as  —  dp )- -\-  {br  —  cq )- 
-T-{bs—dqy--\-{cs  —  drY. 

On  remplace  ainsi  le  produit  de  sommes  de  n  carrés  par  une 
somme  de  (i  +  QJ  carrés,  tandis  que  le  produit  eflectué  donne 
/i-  carrés. 

Exemple  I.  — Vérifier  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  w„  désigne 
le  terme  de  rang  (/i  -f-  i)  de  la  suite  de  Fibonacci  (n°  3)  : 

Ul—  Un-x  lln^i  =  (—!)«-', 
Ua  =   ^^2«-l> 

Un  W/i+l  —  Un—i  Ufi-\  ^=  U-m—ly 
Un+iUn+2—  i^/iï<«+3  =  (  — 0"' 

UiU2-+-  UiU-s-T-  .  .  .-r-  U2n-1  ^2/1  =  ^5^, 
UiUz-i-  ^2  M3  -i-  .  .  .  -h  U2n  Uin+\  =  "In+i  —  I 
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La  première  des  relations  précédentes  est  due  à  Albert  Girard;  elle 
donne  lieu  à  un  curieux  Paradoxe  géométrique  (voir  nos  Récréations 
mathématiques,  t.  II.  —  Cinquième  Récréation). 

Exemple  II.  —  Considérons  la  suite  récurrente  donnée  par  la  formule 

et  par  les  deux  premiers  termes  Uo  et  Ui  ;  soit,  de  plus,  Ua  le  terme  de 
rang  (/i  H-  i)  dans  une  suite  donnée  par  la  même  loi  et  dont  les  deux  pre- 
miers termes  sont  i^o=  o  et  Wi  =  i;  vérifier  la  formule 

Exemple  III.  —  Siy?  —  6^  dz  i,  on  a  l'identité 

4/^2+1  =  (8g  ±2)2-h  (8^  Ih  1)2-,-  (4^)2. 

Exemple  IV.  —  Le  carré  et  le  cube  d'une  somme  de  trois  carrés 
sont  des  sommes  de  trois  carrés.  —  En  effet,  on  a 

{x'^ -\- y^ -^ z^-y  ^     {x^—^xz'-—izy^--hxy'^y- 
-^-  (y^  —  7^^  —  7^2  -^  4 xyzY 
-^  (^3  _  3  3^2 .__  .2^j2  ^  zy'^f. 

Plus  généralement,  M.  Neuberg  a  démontré  que  toute  puissance  de 

ax--{-  by--\-  cz'^ 

est  un  nombre  de  la  même  forme  {Mathesis^  I,  p.  76). 
Exemple  V.  —  Si  l'on  pose 

P  r=  «2-+- 62+ c2 — bc-ca—ab, 
on  a  les  identités 

'2P  ^{b  -  cY-±-{c  —  aY-\-(a  —  bY, 
2P2=  (6  — c)i+(c  — a)* -H  (a  — ^>)S 
I>2  3.  (a  —  6)2  (a  —  c)2  -f-  (6  —  c)2  {b  —  ay  -h  (c  —  a)'-  (c  —  by, 
(a  H-  6  -+-  c)  P  =a^  -I-  63  4-  6-3  —  3  abc. 

Exemple  VI.  —  On  a  l'idenlité 

aX3  4-6Y3H-«2^,2Z3=  \2^ 

dans  laquelle  on  suppose 

X  —  x{ax^  -i-  2by^), 
Y  =  y(by^  -+-  lax^), 
Z  -3 ^2^2, 

,    \  =^  a^ x^ -\- '^ ab x^ y^ -\- b"^ y^' . 
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Exemple  VII.  —  On  considère  le  tableau  des  neuf  quantités 

pi^cf-—r^-—s'^,     2iqr-hps),  ^{qs—pr), 

i{qr—ps),  p2^  r'-—q2—s'-,      2(rs-+-pq), 

2{qs-^pr),  2.{rs—pq),  p2  _^  g^- —  q^- —  r^  ; 

vérifier  que  la  somme  des  carrés  des  nombres  contenus  dans  une  même 
ligne  ou  dans  une  même  colonne  est  égale  au  carré  de  p^ -i- q^ -h  r^ -h  s^ 
{  \oir  Nouv.  Corr.  math.,  t.  If,  p.  97). 

Exemple  VIII.  —  Trouver  quatre  nombres  tels  que  leurs  produits  deux 
à  deux,  augmentés  de  l'unité,  soient  des  carrés  (Diophante,  liv.  IV, 
prop.  21).  —  Si  l'on  pose 

a  =  r, 

b  =  s{rs-\-  1), 

c  =  {s  -h  i)  {rs  -h  r  -i-  2), 

cl  =  ^(rs  -\-  i)  (rs  -î-  r  -h  i)  (rs"^  -i-  rs  -h  is  -^  i), 

les  carrés  des  six  expressions 

rs  -hi, 

rs  -h  r  -H  I , 

2r-s^-^  ir-s -\- ^rs -i- ir -h\, 

rs'^ -¥-  rs  -+-  2  s  ^  î , 

2r^s^-i~  2 r^ s^ -{- 6 rs^ -+-  irs  -¥  4^  -*-  '> 

2r^s^-h  ^r^s^-{-  2r^s-i-6rs^  H- 87-5 -4-  2/- -h  4^4-3 

sont  respectivement  égaux  aux  six  quantités 

a6-hi,     ac+i,     ad-+-i, 
bc  -hi,     bcl-i-i,     cd-r-i. 

Une  autre  solution  a  été  donnée  par  Euler  {Commentationes  Arithme- 
ticœ  collectée,  t.  II,  p.  45). 

71.  Valeur  numérique  d'un  polynôme  ordonné.  —  Réduction 
des  termes  semblables.  Ordonner  un  polynôme  suivant  les  expo- 
sants croissants  ou  décroissants. 

Pour  obtenir  la  valeur  numérique  d'un  polynôme 

f{x)  —  pqx'^-^ p^x"'-^-^ p-ix'^-'^-^. .  .-^ p,i, 

qui  correspond  à  une  valeur  donnée  x  =  <7,   on  calcule  successi- 
E.  L.  -  I.  9 
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vement  les  expressions 

en  déduisant  chaque  résultat  du  précédent  jDar  les  formules 

f-3=af2+pz, 


chacun  des  polynômes  /^  /2j/3)/4j  •••7  est  égal  au  précédent 
multiplié  par  a,  et  augmenté  du  coefficient  correspondant  de  f{x). 
Lorsqu'il  manque  des  termes,  on  doit  tenir  compte  des  coefficients 
nuls. 

Pour  ^  =  I,  le  polynôme  est  égal  à  la  somme  de  ses  coefficients; 
pour  X  =^ —  I ,  il  est  égal  à  leur  somme  alternée. 

72.   Divisibilité  de /(^r)  par  {x  —  a).  —  Considérons  la  multi- 
plication 

X  —  a 


fl 

«^/l 


.  .  . «//i-2  I       —  afn- 


PoX'^+pi   I     iC«-l-h/?2    1  0C'^-^  +  ...-^   pa-l    I  OC-\-pn—J\a). 

Donc,  en  désignant  par  Q  le  multiplicande,  on  a 

f{x)  =  {x-a)Çl+f{ay, 

par  suite,    la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  f{x) 
soit  divisible  par  le  binôme  [x  —  a),  est  f[a)  =  o. 

Si  un  polynôme /*(^)  est  divisible  séparément  par  les  binômes 
[x  —  «),  {x — ^),  ...,  {x  —  /),  dans  lesquels  a,  6,  c,  ...,  /, 
sont  des  quantités  inégales  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  le  pro- 
duit des  binômes.  ' 
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Réciproquement,  pour  que/(^)  soit  divisible  parle  produit 

(x  —  a){:r  —  b){cc  —  c).'.  .(x  —  /), 

dans  lequel  les  nombres  a,  bj  Cj  . , .,  l  sont  inégaux  deux  à  deux, 
il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait 

f{a)  =  o,        f{b)  =  o,        f{c)  =  o,         ...,        f{l)  =  o. 

73.  Identité  et  similitude  des  polynômes.  —  Deux  polynômes 
réduits  et  ordonnés  sont  dits  identiques  (ou  semblables),  si  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  sont  égaux  (ou  propor- 
tionnels). Le  nombre  des  conditions  pour  que  les  polynômes  de 
degré  n  soient  identiques  est  (/i  H-  i),  et  le  nombre  des  conditions 
pour  qu'ils  soient  semblables  est  n. 

Si  un  polynôme  f^x)  de  degré  n  s'annule  pour  plus  de  n  va- 
leurs de  X  inégales  deux  à  deux,  tous  les  coefficients  de  ce  poly- 
iiùnie  sont  nuls,  et  le  polynôme  est  nul  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X. 

Si  les  valeurs  numériques  de  deux  polynômes  de  degré  n  sont 
égales  (ou  proportionnelles),  pour  plus  de  n  valeurs  de  x  inégales 
deux  à  deux,  les  polynômes  sont  identiques  (ou  semblables). 

Les  opérations  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication 
sur  des  polynômes  ordonnés  ne  peuvent  donner  comme  résultats 
que  des  polynômes  identiques,  quel  que  soit  l'ordre  des  opérations. 

Lorsque  le  multiplicande,  le  multiplicateur  et  le  produit,  sont 
ordonnés  de  la  même  manière  par  rapport  à  la  variable  x^  le  pre- 
mier et  le  dernier  terme  du  produit  sont  respectivement  égaux 
aux  produits  des  premiers  et  des  derniers  termes  des  facteurs. 

Exemple  /.  —  On  a  l'identité 

x'" -\-  4j^^=  (-î?--!-  ixy  —  2^-)  (^- —  ixy  -f-  2^-). 

PouijK  =  I,  on  déduit  cette  proposition  de  Sophie  Germain  {})\ 
Tout  nombre  entier  i^x'*-^  4)5  autre  que  5,  est  le  produit  de  deux  nombres 
entiers.  Pour  a^  =  i  et  ^  =  2",  on  a  la   formule  d'AuRiFEUiLLE,  entrevue 

par  BÉGUELIN  (2), 

2i«^2  _^  I  _  (^22«+l  -1-  2"-+-»  -î-  f  )  (22«+l  —  2"+l  -r-  l). 


(')  Manuscrit  n"  ^\\%  du  fonds  français  de  la  Bibliothèque  nationale  (p.  84). 
(-)  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  1772,  p.  296. 
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Exemple  II.  —  On  a  l'identité 

et  pour  X  =^i^  y  =■  3'^,  on  en  déduit  que  36«+3_|_  i  est  le  produit  de  trois 
facteurs. 

Exemple  lïl.  —  Le  nombre  x^^ —  55^10  est  le  produit  des  trois  facteurs 

^2_  5j2^     ^4_f_  i5^2j2_^  i5y^±  5xy{x^-+-  5y^). 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  x^^-h  6^y^^  est  le  produit  des  trois  facteurs 

a7^-t-36^S     x'*-hiSx^y^  -^^Gy'^^  6xy(x^-h  6y^). 

Ces  formules  sont  les  premières  de  deux  longues  suites  de  formules  que 
nous  avons  tirées  de  deux  de  nos  mémoires  :  Théorèmes  arithmétiques 
(Acad.  de  Turin,  1878).  —  Sur  les  formules  de  Gauchy  et  de  Lejeune- 
DiRiCHLET  (^Association  française,  Congrès  de  Paris,  1878). 

Exemple  V.  —  Si  l'on  pose 

X  .=  a?^  —  j^3  _|_  3  ^j' (  2  .r  H- jK  ) , 
Y  =  JK^ —  a"3  +  "iyxi^iy  -1-37), 
Z=3(;r2+^j-+-j2), 

A  =  37/(^7  +7), 

on  a  l'identité 

X3+Y3:=AZ3. 

En  particulier,  pour  ^  =  i  et  j^  =  2,  on  a 

173-4-  3^3:^6.213^ 

qui  donne  une  solution  de  l'équation  indéterminée 

X3-f-  Y3=6Z3, 

et,  par  suite,  une  infinité  de  solutions,  bien  que  Legendre  ait  affirmé  son 
irrésolubilité  dans  sa  Théorie  des  Nombres  (^). 

74.   Binôme  de  Vander monde.  —  Posons^  pour  simplifier, 

{i^  x)P=  I  -\-p^x  ^piX'^  +  .  .  .-^  p^^xP-"-  +  p^xP-"^  ■^-  XP  ; 
on  a  aussi 

{x  -^\)p=z  xP-\-p'^xP-^^ p^xP-^^.. .  .  +  7?2^^H-/?i^  +  ï; 


(  *  )  Voir  nos  Théorèmes  généraux  sur  l'impossibilité  des  équations  cubiques 
indéterminées  {Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  VIII). 
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en  multipliant  membre  à  membre  et  en  égalant  les  coefficients 
de  xP^  d'après  la  loi  d'identité  des  polynômes,  il  vient 

en  d'autres  termes,  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  dé- 
veloppement de  (i  -i- x)P  égale  le' coefficient  du  milieu  dans  le 
développement  de  la  puissance  d* exposant  double. 

De  même,  en  égalant  les  coefficients  de  xp  dans  le  développe- 
ment de  (i  —  ^^)^,  d'une  part,  et  dans  le  produit  des  développe- 
ments de  (i  4-  ^)^  et  de  (i  —  x)^,  d'autre  part,  on  trouve  que  la 
somme  alternée  des  carrés  des  coefficients  du  développement 
de  {i  +  x)P, 

est  égale  au  coefficient  du  milieu  de  ce  développement  lorsque 
p  est  pair,  et  à  zéro  lorsque  p  est  impair. 

Plus  généralement,  on  peut  égaler  le  coefficient  de  x^  dans  le 
développement  de  [i-\-x)P'^^^  d'une  part,  et  dans  le  produit  des 
développements  de  {i-{-x)P  et  de  (i-f-.r)^,  d'autre  part.  On 
trouve  alors  une  formule  qui  ne  diffère  que  par  la  forme  d'une 
identité  donnée  par  Vandermonde,  et  que  l'on  appelle  binôme  des 
factorielles  (n°  48,  Ex.  IV).  En  d'autres  termes,  le  binôme  des 
factorielles  est  le  résultat  de  la  loi  d'identité  des  polynômes,  que 
l'on  obtient  dans  le  procédé  de  la  multiplication  accélérée  des 
polynômes  ordonnés,  en  étendant  à  ceux-ci  le  procédé  de  multi- 
plication rapporté  par  Fibonacci  (n°  19).  Ces  diverses  propriétés 
sont  considérablement  amplifiées  dans  les  numéros  suivants. 

Exemple  1.  —  Trouver  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  coef- 
ficients du  binôme. 

Lorsque  Ton  connaît  la  somme  de  p  nombres  et  la  somme  de  leurs 
carrés,  on  obtient  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  par  la  formule 

2Saè  =  (Sa)2  — Ea^ 

que  l'on  déduit  du  carré  d'un  polynôme.  Dans  l'exemple,  on  a  donc 

iip)\ 


l'Zab  =  i^-P 


[pu 


\\i 


Remarque.  —  On  ne  connaît  pas  de  formule  simple  pour  la  somme  des 
cubes  des  coefficients  du  binôme. 
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Exemple  II.  —  Si  l'on  multiplie  respectivement  les  q  premiers  coeffi- 
cients du  développement  de  (i  —  x)p  par  les  q  premiers  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  ayant  a  pour  premier  terme  et  r  pour  raison, 
on  a  pour  somme  des  produits 

(-0'^-^^^^^_^^[/>Kg-i)  +  a(p-i)]G;^      (Delannoy.) 

Exemple  III.  —  Démontrer  les  deux  formules 


n-\-'i 


^      Cn-\    _4_  __i__r«-2     _i_  I    ^^      ^  r\         rn-i         . 


THEOREMES    GÉNÉRAUX    SUR  LE    CALCUL   DES    SOMMES 
ET    DES   DIFFÉRENCES. 

75.  Relation  entre  les  termes  d'une  même  ligne.   —  La   loi  de 
formation  d'un  Tableau  de  sommes  donne  (n*'  5) 

S2îii=  2wo+22î^o; 

par  suite,  en  ajoutant, 

E2  ^^2  =  Wo  +  2  s  Mo  +  S^  Wo- 
En  passant  à  la  colonne  suivante,  on  a 

23^2=  2wo+222Mo-HS3ao; 

en  ajoutant  les  deux  dernières  égalités,  il  vient 

23^3=  Mo-f-  3  2wo+3  22wo+::i:3wo. 

On  a,  par  induction,  la  formule  suivante  que  l'on  peut  vérifier 
a  posteriori 

^PUp=  Mo+GJSmo-I-G^S2mo-4-  ...  +2/'Mo, 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

(0  s/'M^çAo(n-2)Pwo; 

on  doit  remplacer  les  exposants  des  puissances  de  S  par   des  in- 
dices, et  20^0  par  i^. 
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On  peut  augmenter  d'un  nombre  quelconque,  soit  les  indices 
de  2,  soit  ceux  de  w;  d'où  l'on  déduit  que  si  l'on  multiplie  respec- 
tivement {p -\- i)  tei^mes  consécutifs  d'une  ligne  AB  d'un  ta- 
bleau de  sommes,  par  les  coefficients  du  développement  de 
(i  -h  x)P,  on  obtient,  pour  somme  des  produits ,  le  terme  G  du 
Tableau,  placé  au-dessous  de  B  dans  la  même  colonne,  et  de  A.^ 
dans  la  même  diagonale  {fig-  54). 

Fig.  54. 


Pour  le  tableau  des  différences,  la  formule  précédente  devient 

76.  Relation  entre  les  termes  d'une  même  colonne.  —  On  a  la  for- 
mule 

en  passant  à  la  ligne  suivante, 


en  retranchant  la  première  égalité  de  la  seconde,  il  vient 

En  retranchant  cette  égalité  de  celle  que  l'on  obtient  en  passant 
à  la  ligne  suivante,  il  vient 

Z^0=  23^3—  323^2+323^1—  S3î^o. 

On  trouve  ainsi  la  formule  générale 

U(i=  ^PUp—    CpI.PUp-i-{-  CpI.P  Up-2  -h .  .  .-\-  {—  l)Pl.P  Uo  , 
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OU,  SOUS  la  forme  symbolique, 

(2)  iir^-^P{u-i)P, 

à  la  condition  de  remplacer,  après  le  développement  de  (u  —  i)^, 
les  exposants  de  u  par  des  indices,  sans  oublier  V exposant  zéro. 

Par  conséquent,  si  Von  multiplie  (p  -h  i)  termes  consécutifs 
d'une  même  colonne  GB  d' un  Tableau  de  sommes,  en  remon- 
tant, par  les  coefficients  de  (i  —  x)Py  on  trouve  pour  somme 
des  produits  le  terme  A  du  Tableau  {fig-  54)- 

Avec  la  notation  A  du  calcul  des  différences,  la  formule  précé- 
dente s'écrit 

(2')  ^PUQtJ^{u  —  l)P. 

77.  Relation  entre  les  termes  d'une  même  diagonale.  —  On  a  la 

formule 

SMo=  Swi —  Mo; 

par  suite,  en  passant  à  la  ligne  et  à  la  colonne  suivantes, 

et,  en  retranchant  membre  à  membre 
en  général, 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

(3)  1:puo^{I.u  —  i)p. 

Par  conséquent,  si  l'on  multiplie  respectivement  (/?  +  i) 
termes  consécutifs  d'une  diagonale  GA  d'un  tableau  de 
sommes  par  les  coefficients  du  développement  de  (i  —  x)p^  on 
obtient  pour  somme  des  produits  le  terme  B  du  Tableau 
(.fis-  34). 

Avec  la  notation  des  différences,  on  a 

(3')  Mo^(i<-A)P. 

Si  le  tableau  d(;s  u  représente  le  triangle  de  Pascal,  les  rela- 
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lions  précédentes  subsistent;  Fiinc  d'elles  donne,  en  particulier, 
le  binôme  de  Vandermonde.  On  peut  appliquer  ces  relations  au 
triangle  arithmétique,  en  le  supposant  illimité  dans  tous  les 
sens. 

On  observera  que  les  formules  (i)  et  (i^),  (2)  et  (2'),  (3)  et  (3'), 
rentrent  deux  par  deux  l'une  dans  l'autre,  si  l'on  se  rappelle  V iden- 
tité symbolique  d'opération  SA  =  i,  c'est-à-dire  si  l'on  remplace 
S/'  par  A-/'. 


78.  Démonstrations  figurées.  —  Les  théorèmes  que  nous  venons 
d'exposer  peuvent  être  démontrés  et  généralisés  par  des  calculs 
très  simples  d'Arithmétique  de  position.  Y.'A  Jîg.  55  nous  rappelle 
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Fig.  57. 
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Théorème  de  l'angle  droit. 

que  tout  nombre  contenu  dans  une  case  quelconque  U  d'un  ta- 
bleau de  sommes  est  égal  à  la  somme  des  nombres  contenus 
dans  les  cases  marquées  i,  et  pris  une  seule  fois. 

Si  l'on  remplace,  à  partir  du  bas,  toutes  les  cases  marquées 
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par  les  deux  cases  correspondantes  de  la  loi  de  formation,  on 
obtient  \di  fig.  ^Qy  qui  montre  que  le  nombre  contenu  dans  la 
case  U  est  égal  à  la  somme  des  nombres  contenus  dans  les  cases 
marquées  i ,  2,  . . . ,  6,  7,  i,  multipliés  respectivement  par  ces  coef- 
ficients; on  passera  de  même  àlaj^^.  5^.  On  peut, aussi,  en  partant 
de  la  droite,  remplacer  les  cases  du  haut  par  les  cases  qui  corres- 
pondent à  la  loi  de  formation.  Par  induction,  on  en  déduit  le 
théorème  suivant,  qui  s'applique  dans  toute  l'étendue  d'un  tableau 
de  sommes  : 


Fig.  58. 


Fig.  59. 
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Si  l'on  considère,  dans  le  triangle  de  Pascal,  un  angle  droit 
(  fie'  ^^)  formé  avec  les  premières  cases  d'une  ligne  et  les 
cases  supérieures  d'une  colonne,  de  rangs  quelconques  ;  puis,  si 
l'on  élève  d'un  rang ,  en  les  déplaçant  en  même  temps  ,  d'un 
rang  vers  la  gauche,  toutes  les  cases  du  côté  inférieur,  et  si  l'on 
fait  tourner  ensuite  l'angle  obtenu  d'un  demi-tour  autour  de  son 
sommet,  on  obtient  l'angle  de  la  fig.  Sq.  Gela  fait,  si  l'on  pose 
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cet  angle  sur  les  cases  d'un  tableau  de  sommes,  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  le  nombre  de  chaque  case  par  le 
coefficient  correspondant  de  l'angle  est  égale  au  terme  du  tableau 
([ui  se  trouve  dans  la  même  colonne  ^  que  le  i  supérieur  de 
l'angle  droit,  et  dans  la  même  diagonale  ~-^  descendante  que  le 
I  inférieur  de  l'angle. 

Lorsque  le  côté  vertical  de  l'angle  se  réduit  à  deux  cases,  on  re- 
trouve le  théorème  i  (n^  75).  Les  autres  théorèmes  donnent  lieu 
à  des  généralisations  semblables  à  la  précédente.  Nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  d'étudier  les  propriétés  des  termes  d'un  tableau 
de  sommes,  dans  ses  rapports  avec  les  coefficients  du  triangle  de 
Pascal  situés  dans  les  parallèles  à  la  diagonale  ascendante  /  . 

Lorsque  l'on  écrit  le  tableau  des  sommes  et  des  différences 
dans  la  disposition  du  carré  arithmétique  (n'*  o3),  les  théorèmes 
qui  précèdent  prennent  une  forme  plus  symétrique.  On  peut, 
d'ailleurs,  les  démontrer  directement  sur  une  figure.  Ainsi,  on 
aperçoit  tout  de  suite  (Jig.  60),  que,  dans  tout  tableau  de  sommes 


Fig.  60. 
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disposé  comme  le  carré  arithmétique,  le  terme  contenu  dans  la 
case  noire  des  Jig.  C,,  C2,  G3  est  égal  à  la  somme  des  termes  con- 
tenus respectivement  dans  les  cases  d'une  diagonale  ascendante, 
multipliés  respectivement  par  les  coefficients  des  développements 
(H-^)-,  de  (i  4-^)^  et  de  (i  +  ^)''. 

En  général,  si  l'on  multiplie  (/^  H-  i)  termes  du  Tableau  (Jig.  61) 
contenus  dans  les  cases  de  la  diagonale  -^  AC  par  les  coeffi- 
cients du  développement  de  (i  +  x)"^  on  trouve  le  terme  contenu 
dans  la  case  B.  Si  l'on  multiplie  {n  -+-1)  termes  contenus  dans  la 
ligne -^BA,  respectivement  par  les  coefficients  de  (i  —  xy,  on 
obtient  le  terme  G.  Enfin,  si  l'on  multiplie  (n  +  i)  termes  conte- 
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nus  dans  la  colonne  f  BC,  par  les  mêmes  coefficients,  on  obtient 
le  terme  A. 


Ces  propriétés  s'appliquent  à  l'échiquier  triangulaire,  au  pen- 
tagone arithmétique  et  à  l'hexagone,  en  supposant  que  ces  ta- 
bleaux sont  prolongés  indéfiniment  dans  tous  les  sens,  par  la 
même  loi  de  formation. 


PUISSANCES   DES  POLYNOMES. 

79.  Puissances  du  trinôme  et  du  quadrinôme.  —  Si  l'on  fait  lé 
développement  de  (a  +  6  +  c)^,  en  considérant  (a+  b)  comme 
une  seule  quantité,  on  a 


{a -^  b -\- c)P  =z  {a  -\-  b)P -^  G}j  (a -h  b)P-^  c  -h... 

-\-CUa-}-  b)P-'ici-h.. 


cP\ 


en  développant  ensuite  les  binômes  du  second  membre,  nous  ob- 
tiendrons le  développement  de  la  puissance  du  trinôme.  D'abord, 
on  voit  que  le  nombre  des  termes,  tous  dissemblables,  est,  en 
commençant  par  la  droite, 

(/>H-T)(/?-h'2). 


i-h  2  +  3  +  ; . . -h  (/?  +  i;  = 


.1 


chaque  terme  sera  de  la  forme  Ra^^Pcï,  en  supposant  que  les 
nombres  a,  j3,  y  soient  positifs  ou  nuls  et  aient  p  pour  somme. 
On  trouve  ainsi,  avec  la  convention  o  !  =  i , 


(«  -h  6  H-  c)P=  S 


a^b^c^. 


De  même,  si  l'^n  fait  le  développement  de  (a  +  ^4-  c  +  d)P^ 
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on  considérant  (a  -\~  b  -{-  c)  comme  une  seule  quantité,  on 
trouve  que  le  nombre  des  termes,  après  le  développement  des 
puissances  du  trinôme  {a  -h  b  -\-  c),  est 

i.'2  1.1         1.2***  1.2  1.2.3 

et  l'on  a 

{a-^b-h  c-hd)P='L  -r^—,—,  a^b^cld^ 

a  !  p  !  Y  '  0  ! 

pour  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  nulles  de  a,  |3,  y.  o, 
qui  vérifient  la  relation 

Et  ainsi  de  suite. 

80.    Puissances  des  polynômes.  —  On  peut  encore   établir  le 

rhéorème  général  de  la  manière  suivante.  Considérons  le  polynôme 

de  q  termes 

a-+-  b  -\-  c  -t-. .  .-h  l, 

et  multiplions-le  par  lui-même,  en  écrivant  les  termes  dans  l'ordre 

ordinaire,  c'est-à-dire  en  multipliant  d'abord  le  multiplicande  par  a 

aa  -i-  ba  -^  ca  -h . .  .-i-  la; 

puis  par  6,  puis  par  c,  . . .,  par  /;  nous  formons  ainsi  le  carré  du 
polynôme.  Si  nous  ne  nous  servons  pas  d'exposants,  et  si  nous  ne 
faisons  pas  la  réduction  des  termes  semblables,  les  q-  termes  du 
produit  représentent  les  BJ  arrangements  complets  des  q  lettres, 
prises  deux  à  deux.  En  multipliant  encore  par  le  polynôme,  sans 
faire  de  réduction,  nous  obtenons  les  BJ  arrangements  complets 
des  q  lettres,  prises  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  BJJ.  Si 
Ton  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  on  voit  que  le 
terme  a^b^c^ . .  .P",  de  degré/),  aura  pour  coefficient  le  nombre  des 
permutations  avec  répétition  de  p  lettres  dans  lesquelles  a  sont 
égales  à  rt,  ^  à  6,   . . .,  A  à  /;  on  a  donc 

Quant  au  nombre  des  termes  du  développement  du  second 
membre,  il  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  complètes  de  q 
lettres,  prises/)  à  /?,  c'est-à-dire  à 

r\P_  rP  —  'Cf~  ^ 

L'y  —   y^ p  +  q  -  i  —  ^p  +  f/  -  i  , 
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c'est,  en  efTel,  le  nombre  des  mots  dep  lettres  faits  avec  un  alphabet 
de  q  lettres,  chaque  lettre  pQuvant  être  répétée  jusqu'à  p  fois, 
mais  de  telle  sorte  que,  dans  chaque  mot,  les  lettres  soient  rangées 
suivant  l'ordre  alphabétique. 
Soit,  par  exemple,  />  =  5,  on  a 

(  2  a  )s  ==  2  «s  +  5  S  «^  ^>  4-  10  S  «3  62  +  '20  2  «3  ^c 

H-  3oI.a^b^.c-i-Q)oI.a^-bcd-{-iioI.abcde. 

On  observera  que  les  S  du  second  membre  de  cette  formule  ont 
une  signification  bien  différente  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  les 
formules  qui  précèdent;  dans  cette  dernière  formule,  comme  dans 
celles  du  n°  67,  les  2  représentent  des  fonctions  symétriques  dont 
la  théorie  sera  exposée  plus  loin.  La  détermination  du  nombre 
de  ces  S  revient  à  trouver  toutes  les  manières  de  former  un 
nombre />  par  l'addition  d'entiers  positifs  non  croissants;  cette 
question  rentre  dans  la  théorie  de  lîn  partition  des  nombres. 

Exemple  I.  —  Déterminer,  pour  les  dix  premières  valeurs  de  p,  le 
nombre  des  manières  de  former/?  par  l'addition  d'entiers  positifs  non  crois- 
sants. 

On  forme  le  Tableau  suivant  {fig.  62)  par  la  formule 


]V'7. 


TV  7 


ig.   62. 
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Partition  des  nombres. 


Ainsi,  le  nombre  deè  manières  de  former/?  =  7,  par  l'addition  de  nombres 


CHAPITRE    Vm.    —    LA    MULTIPLICATION    ALGÉBRIQUE.  l43 

non  croissants,  est  égal  à  la  somme  des  nombres  de  la  septième  ligne 

I,     3,     4,     3,     2,     I,     1 

qui  correspondent  aux  nombres  de  solutions  qui  commencent  respective- 
ment par 

7,     6,     5,     4,     3,     2,     I. 

Exemple  II.  —  Calculer  les  coefficients  du  carré  de 

\  -\-  X  -^  x^-  -\- . .  .-\-  x^ . 

Exemple  III.  —  Calculer  les  coefficients  des  dix  premières  puissances 
du  trinôme  (i  -f-  :r  -h  x'^). 

Exemple  IV.  —  Dans  le  développement  du  carré  de 

1  -r-  37  -4-  2  iT^ -r- .  .  .-^  pxl'^ 

le  coefficient  de  xi.  pour  cj  </?,  est  égal  à 

^^H-  IT  ^ 
6 

Exem,ple  V.  —  Le  nombre  des  manières  dont  on  peut  amener  le  point  n 
avec  p  dés  à  jouer  est  le  coefficient  de  x"-  dans  le  développement  de  la 
puissance 

(x  -h  x^-\-  x^-\-  x'*-\-  X^-hX^  )P. 

Exemple  VI.  —  Le  produit 

3(x^-r-y^-h  z^y[(y-{-  zy-^(z-hxy-^{x  -4-jk)^] 
est  la  somme  des  cubes  des  polynômes 

/2X3— j3_  -3  _^  3x(y^~  4--^), 

2JV'3  —  ^3  _  ,^3  _^  3^.  (^2   -t-  ^2  )^ 

2Z^  —x^—y^-\-  3^  (x-  -\-  y-). 

81.  Arrangements  figurés.  —  Nous  donnerons  une  démonslra- 
lion  de  la  formule  (i)  du  numéro  précédent,  qui  repose  sur  les 
arrangements  figurés. 

Considérons  un  échiquier  formé  dey?  lignes  horizontales  et  de  a 
colonnes  verticales  ;  déterminons  le  nombre  des  manières  de 
placer  a  pions  sur  des  cases  différenles  de  l'échiquier,  et  de  telle 
sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  sur  une  même  ligne.  On  observera 
que  ce  nombre  est  nul  pour  a^/>  ;  nous  supposerons  donc  a^/>>. 
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Il  faut  d'abord  choisir  a  lignes,  parmi  les/?  lignes  données,  ce  qui 
fait  G^  combinaisons  simples;  puis,  sur  chacune  des  lignes  choi- 
sies, il  j  a  rt  places  ;  il  en  résulte  a^  dispositions  différentes  pour 
une  même  combinaison  de  a  lignes  ;  donc  le  nombre  cherché  est 
G^a",  ou,  en  nous  servant  de  la  notation  des  factorielles 


/>! 


a!(/>  — a) 


a'^. 


En  particulier,  pour  a  =/>,  on  obtient  la  figuration  des  arran- 
gements complets  BJ  de  a  objets,  pris  p  k  p^  qui  sont  en 
nombre  aP. 

Gela  posé,  considérons  un  échiquier  de  hauteur/»  et  de  lon- 
gueur [a-\-b-\-c-\-  .  , .  -\-l)  \  on  peut  imaginer  que  cet  échiquier 
est  formé  par  l'accolement  d'échiquiers  de  même  hauteur/?  et  dont 
les  longueurs  son-t  respectivement  représentées  par  a,  6,  c,  ...,/. 


Fig.  63. 
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Arrangements  figurés. 


Le  nombre  de  manières  de  placer  »  pions  sur  des  cases  différentes 
de  l'échiquier  total,  de  telle  sorte  qu'il  n^j  en  ait  pas  deux  sur 
une  même  ligne,  est  égal,  d'après  ce  qui  précède,  à 

{a  -{-  b  -\-  c  -^  ...  +  ly. 

Mais,  pour  une  disposition  quelconque,  il  existe,  dans  chacun 
des  échiquiers  partiels,  des  pions  en  nombres  a,  j^,  y,  .  .  .  ,  X,  nuls 
ou  positifs  ,  qui  vérifient  de  toutes  les  manières  possibles  la 
relation 

a-{-^  +  Y-f-...-t-X=/>. 

Prenons  des  valeurs  déterminées  de  a,  p,  y,  .  .  .  ,  \  qui  vérifient 
cette  relation,  et  cherchons  le  nombre  des  dispositions  correspon- 
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dantes  des/?  pions  sur  les  cases  de  l'échiquier  total.  Ce  nombre 
est  évidemment  égal  au  produit  des  nombres  des  dispositions  de  a 
pions  sur  les/?  lignes  du  premier  échiquier  partiel,  de  épions  sur 
(/?  —  a)  lignes  du  second,  de  y  pions  sur  (/?  —  a  —  P)  lignes  du 
troisième,  et  ainsi  de  suite;  on  trouve  ainsi 

a!(/?  — a)!  p!(/?  — a  — ?)!  yKj^  —  a  — 3  — y)! 

ou,  après  réductions, 

,Q,  ^' ^-,  a^b?c-ï  ...  /'. 

a  !  p !  Y  !  ...  A  ! 

En  faisant  la  somme  de  ces  nombres,  pour  toutes  les  solutions 
de  l'équation  de  condition,  on  obtient  la  formule  (i)  du  n°  80. 
Avec  la  notation  des  arrangements  complets,  cette  formule  peut 
s'écrire 

Bg^6..^....,=  ;^^;^,.^;'      _^;BgBtBr...B>. 

Mais,  au  lieu  de  traiter  le  problème  par  la  seule  condition  qu'il 
n'y  ait  pas  deux  pions  sur  une  même  ligne,  on  peut  ajouter  cette 
condition  qu'il  n'y  en  ait  pas  deux  sur  une  même  colonne;  alors 
les  Arrangements  complets  Jiguj^és  se  transforment  en  Arran- 
gements simples  figurés,  et  l'on  a  la  formule 

Cette  formule  donne  l'extension  aux  polynômes  de  la  formule 
du  binôme  de  Vajvdermojvde. 

Remarque.  —  Au  lieu  de  supposer  que  les  lignes  de  chaque  échi- 
quier partiel  contiennent  le  même  nombre  de  cases,  on  peut  sup- 
poser que  les  p  lignes  du  premier  contiennent  respectivement 
a^j  a2,  •"  y  cip  cases;  que  les  p  lignes  du  second  contiennent 
b^^bi-,  '"•>  bp  cases,  et  ainsi  de  suite.  On  peut,  de  plus,  admettre 
que  chaque  case  de  l'échiquier  peut  recevoir  jusqu'à  n  pions,  que 
chaque  ligne  peut  contenir  respectivement  jusqu'à  /i<,  n2,  ...,  np 
pions;  en  outre,  on  peut  encore  faire  des  conventions  pour  cha- 
cune des  colonnes  de  l'échiquier. 

E.  L.  —  I.  10 
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En  traitant  alors  ce  problème  général  de  la  disposition  des 
pions,  en  l'étendant  aux  échiquiers  cubiques,  et  au  delà,  on  ob- 
tient des  formules  qui  donnent,  comme  cas  très  particuliers,  les  for- 
mules les  plus  générales  de  Waring,  dans  la  théorie  des  Fonctions 
symétriques,  et  celles  de  Wronski,  dans  la  théorie  des  Facultés 
arithmétiques  et  dans  sa  Loi  suprême  des  différences. 
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LITRE    II. 

LES  NOMBRES   RATIONNELS. 


CHAPITRE  IX. 

LES  NOMBRES  FRACTIONNAIRES. 


82.  Les  nombres  fractionnaires,  —  Nous  admettons  que  Tunité 

peut  être  divisée  en  n  parties  égales,  que  l'on   désigne  par  -; 

ce  postulatum  correspond  à  celui  d'EucLiDE,  puisque  celui-ci 
revient  à  la  division  d'une  longueur  en  parties  égales.  Mais  on 
peut  se  passer  de  ce  postulatum,  si  l'on  veut  se  reporter  à  l'In- 
troduction de  cet  Ouvrage. 

Définitions  d''  une  fraction  —  et  de  ses  deux  termes.  Numéra- 
teur et  Dénominateur. 

Addition  et  soustraction  des  fractions  de  même  dénominateur. 

Multiplication  et  division  d'une  fraction  par  un  entier. 

On  ne  change  pas  la  valeur  d'une  fraction  en  multipliant  ses  deux 
termes  par  un  entier. 

Réduction  des  fractions  au  même  dénominateur  (^). 

Addition  et  Soustraction  des  fractions.  —  Simplification  des 
résultats,  lorsque  l'on  aperçoit  un  facteur  commun  aux  deux 
termes. 


(')  Les  théories  du  plus  petit  dénominateur  commun  et  du  plus  grand  commua 
diviseur  sont  reportées  à  la  divisibilité  arithmétique.  La  théorie  des  fractions  dé- 
cimales périodiques  est  reportée  à  celle  des  congruences  binômes. 
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Multiplication  des  fractions.  —  Le  résultat  est  indépendant 
de  l'ordre  des  multiplications.  —  Puissances  des  fractions. 

Division  des  fractions.  —  Fractions  de  fractions. 

En  général,  les  règles  et  les  théorèmes  sur  les  quatre  opérations 
fondamentales  des  fractions  à  termes  entiers  et  positifs  s'appli- 
quent aux  expressions  fractionnaires  dont  les  termes  sont  des  frac- 
tions. 


Exemple  I.  —  On  exprime  le  nombre  loo  par  une  somme  de  nombres 

fractionnaires  ne  contenant  qu'une  seule  fois  les  neuf  chiffres  significatifs 

par  l'égaHlé 

5  +  3        6        I 
Too  =  97+-^  +  ^  +  -- 

Exemple  II.  —  Les  fractions  étagées.  —  C'est  une  suite  de  nombres 
a^,  «1,  «25  •  •  •>  <^rt-f-ij  qui  sont  disposés  verticalement  et  séparés  successive- 
ment par  {n  +  1)  barres  dé  fractions.  Cette  notation  ne  saurait  être  em- 


Fig.  t)4- 
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Les  fractions  élacces. 


ployée  en  Arithmétique,  sans  l'adjonction  de  parenthèses,  car  elle  n'aurait 
pas  de  sens  précis.  Mais  il  y  a  lieu  de  déterminer  le  nombre  des  résultats 
que  l'on  peut  obtenir  en  laissant  à  ce  symbole  sa  plus  large  signification. 
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Désignons  par(/n-i)le  nombre  des  barres  de  fraction,  par  tn+i  le  nombre 
d'interprétations  correspondantes;  supposons  que  la  fraction  étagée  de 
(n-hJ)  barres  se  compose  du  quotient  de  deux  autres  contenant  respecti- 
vement/? et  {n  —  p)  barres;  le  nombre  des  interprétations  différentes  est, 
dans  ce  cas,  égal  au  produit  de  tp  par  tn-p.  Par  conséquent,  si  l'on  sup- 
pose/? successivement  égal  à  la  suite  des  entiers  o,  i,  2,  . . .,  /i,  on  a  la  loi 
de  récurrence 

t/i+l  =  tQtn-\-  ti  t,i-\  -f-  ^2  ^n-l  -h  ...  H-  t^-i  ^1  4-  ?«  ^0 • 

D'ailleurs,  pour  les  premières  valeurs  de  n, 

^0=1,         t^  —  \,        t^_=i,        ?3=5,         ...; 
par  conséquent,   en   se  reportant  à  \ Exemple  IV  du  n°  54,  on  en  déduit 

83.  Les  nombres  inverses  ou  réciproques.  —  Deux  nombres 
fractionnaires  sont  dits  inverses  ou  réciproques,  lorsque  leur  pro- 
duit est  I .  Ainsi  a  et    -  sont  des  nombres  inverses,  pour  toute  va- 

leur  entière  de  a,  positive  ou  négative,  et  puisque  la  série  des 
nombres  entiers  est  illimitée,  il  en  est  de  même  de  la  série  de  leurs 
inverses.  On  peut  donc  considérer  des  suites  indéfinies  de  frac- 
tions qui  s'approchent  de  zéro  autant  qu'on  veut,  sans  que  ces 
fractions  soient  constamment  nulles.  De  là,  la  notion  à^infini- 
ment  petit  qui  se  déduit  de  celle  du  nombre  infini,  de  même 
que  la  division  est  l'inverse  de  la  multiplication. 

Les  Tables  des  nombres  inverses,  ou  réciproques,  sont  très  utiles 
pour  la  simplification  des  calculs  ;  la  Table  la  plus  étendue,  celle  de 
Oakes,  publiée  à  Londres  en  1 865,  donne  les  premières  décimales 
des  inverses  des  nombres  entiers  jusqu'à  looooo;  au  moyen  de 
Tables  proportionnelles,  on  peut  encore  obtenir  facilement  les  sept 
premières  décimales  des  inverses  de  tous  les  entiers  jusqu'à 
looooooo.  L'emploi  simultané  de  cette  Table  et  d'un  procédé  ra- 
pide de  multiplication,  comme  celui  de  la  Table  des  quarts  de 
carrés,  permet  de  remplacer,  dans  les  calculs  approchés,  la  division 
{a:b)  par  la  multiplication  de  a  par  l'inverse  de  b  (n°  25). 

84.  Les  fractions  algébriques.  —  Les  règles  énoncées  dans  les 
numéros  précédents  s'appliquent  aux  fractions  algébriques.  Par 
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suite,  les  opérations  algébriques  de  l'addition,  de  la  soustraction  et 
de  la  multiplication,  s'appliquent  aux  polynômes  dans  lesquels  les 
coefficients  et  les  variables  sont  des  nombres  fractionnaires,  po- 
sitifs ou  négatifs.  Il  en  est  de  même  des  théorèmes  sur  la  divisi- 
bilité par  (^  —  a),  et  sur  l'identité  des  polynômes  (n°^  72  et  73). 

Division  des  monômes.  —  Règle  des  signes.  —  Règle  des  ex- 
posants. 

Exposant  zéro.  —  Exposants  entiers  négatifs.  —  Les  théo- 
rèmes représentés  par  les  trois  formules 

aP  X  ai=  aP+1, 

aP   :  a^  =  aP-1, 

(aP)i  =  aPi 

s'appliquent  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  nulles  ou  né- 
gatives des  exposants/?  et  q. 

Exemple  I.  —  Si  Von  ajoute  terme  à  terme  des  fractions  dont  les  déno- 
minateurs ont  le  même  signe,  on  obtient  une  fraction  intermédiaire,  c'est- 
à-dire  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  d'entre  elles.  ~  Cas 
de  l'égalité  des  fractions. 

Les  anciens  mathématiciens  de  l'Inde,  de  l'Egypte  et  de  la  Grèce,  ont 
souvent  employé  le  procédé  dit  de  médiation,  qui  consiste  à  remplacer 
deux  fractions 

c  a 

d  "'  r 

par  leur  médiante  y -,  comprise  entre  les  deux  premières,  pourvu  que 

b  et  d  soient  positifs.  Ainsi,  par  exemple,  les  deux  nombres 

22  333 

—     et     — -, 
7  io6 

donnés  par  Archimède  et  par  les  géomètres  indiens,  qui  représentent  par 
excès  et  par  défaut  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  conduisent, 

355 
par  le  procédé  de  médiation,  au  rapport  — -  donné  par  Metius. 

Exemple  II.  —  Vérifier  la  formule 

[a—b       b  —  c       c  —  a\(     c  a  b     \ 

en  supposant  a  h-  6  4-  c  =  o. 
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80.  Les  progressions  harmoniques.  —  On  dit  que  des  nombres 
(ormenl  une  pr'ogj'ession  harmonique  lorsque  leurs  inverses  sont 
en  progression  arithmétique.  Nous  représenterons  cette  progres- 
sion par 

III  III 

abc  h       k       l 

a^  b^  c,  ,  ,  .  ^  A,  kj  Ij  désignant  des  termes  en  progression  arithmé- 
tique de  raison  r\  d'ailleurs,  nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit, 
qu'il  n'y  a  aucun  dénominateur  nul. 

En  particulier,  les  inverses  des  nombres  entiers  forment  la 
série  harmonique 


I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

f 

I 

2^ 

3' 

V 

5' 

6' 

7' 

8' 

—  y 
9 

•'     76' 

En  partageant  cette  série  en  groupes  renfermant  successivement 
1 ,  1,2,458,  .  .  . ,  2'^  termes,  on  voit  que  chacun  de  ceux-ci  est  plus 
grand  que  le  dernier  de  son  groupe,  et  que  la  somme  des  termes  de 

chaque  groupe  est  plus  grande  que  -•  La  somme  des  termes  de 

la  série  augmente  indéfiniment  ;  la  série  est  dite  divergente. 

Plus  généralement,  la  somme  des  termes  d'une  progression  har- 
monique indéfinie  est  divergente.  En  efî'et,  pour  un  terme  quel- 
conque, on  a 


nr        r  a 
r 


en  désignant  par  p  l'entier  plus  grand  que  (n^ — j  ?  les  termes 

de  la  progression  sont  respectivement,  à  partir  de  ce  terme,  plus 
petits  que  le  quotient  par  r  des  termes 


de  la*série  harmonique. 

On  ne  connaît  pas  de  formule  simple  pour  exprimer  la  somme 
des  termes  d'une  progression  harmonique. 

Exemple  I.  —  On  a  l'identité 

III  I  I  I  I  I 

I h:T—  T+'-'^H = 1 H  ...  H • 

2       3       4  2/1  —  1        in       Ti-hi        n-\-i  in 
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On  la  démontre  immédiatement  en  retranchant  des  termes  de  rang  pair 
de  la  somme  des  in  premiers  termes  de  la  série  harmonique  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  celle-ci  (Catalan). 

Exemple  IL  —  On  a  l'identité  suivante,  due  à  Dirichlet, 

I        I  \       /  r        I 


\in  —  I        4/1  —  2        4^^/ 

I  /         I         I        I  I 

-I h   -—■-  +  .. .H 

2\  234  2/1  — 


I 

in 


Cette  formule  se  démontre  immédiatement,  en  réunissant  chaque  terme 
positif  de  la  parenthèse  avec  le  terme  négatif  qui  le  suit.  Ainsi 


\nj 


m  —1       ^n  —  2       ^n       i\in  —  i 

86.   Sommation  des  inverses  des  factorielles.  —   Si  l'on  pose 

„  I  I  I  i 

ao  oc  cd  kl 

„  I  r  I  I 

abc  bcd  cde  hkl 


H4- 


abcd       bcde      cdef        '  '  '       ghkl 
et  si  l'on  part  des  égalités 


r            \ 

I 

ab    ~     a 

b    ' 

ir           r 

I 

abc         ab 

Te  ' 

3/-            I 

I 

abcd       abc 

bcd' 

on  trouve,  en  sommant  les  égalités  obtenues,  comme  au  n**  37, 


r.H,=    1   -    ■    , 
a  l 


^ '■•"'  =  «6c -M7' 
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En  particulier,  si  l'on  considère  la  série  harmonique,  on  a  les 
formules  de  Leibniz  et  de  Stirling 

I  I  1  I  I  I 

1.2       '2.3       3.4        4-5  nyji  -\r\)  n  -\- 1 

I  I -iF— î - 1 

On  peut,  d'ailleurs,  vérifier  a  posteriori  la  formule  suivante, 
qui  les  renferme  toutes  : 

x  =  n 

y  I  _■[■■ ■ 1. 

j:-=  1 

Lorsque  l'entier  72  augmente  indéfiniment,  cette  somme  a  pour 
limite 


p.pl 


Exemple  I.  —  Si  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  est 
a  =  1,  comme  dans  les  progressions  donnant  naissance  aux  nombres  poly- 
gonaux (n°  36),  on  a 

a  +  2ab  -h  3abc  -{-...-{- (n  —  \)abc  . .  .k  =  -  [abc    .  .kl  —  i]^ 

12  3  n  —  j     _  if I        1 

ab^~  abc       abcd^  '  "       abc  . . .  l       r  |_         abc  . . .  l \ 

En  particulier, 

T.i!H-2.2!  +  3.3!4-...-+-/i.7i!=(/i-i-i)!  —  I, 
12         3  n  I 

+  -T  -4-  .  .  .  -t-   ; — TT   =  I 


2!       3!^  4!  (/^H-i)!  (ah-i)! 

Exemple  IL  —  Si  l'on  pose 


n\  i!        2!  n 

on  a  les  formules 

e„4-i  =  (n-+-  i)  e«-hi, 
e„+i  =  (/i-h2)  en-'nen-\' 
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Exemple  III.  —  Si  deux  progressions  arithmétiques 

a,  b,  c,  . . . ,  /c,  /, 

a,  [3,  Y,  ..-,  "''-,  ^^ 

ont  la  même  raison  r  et  le  même  nombre  de  termes,  on  a  la  formule 

a         ah  abc  . . .  k  _  \  V  a       abc  . . .  l~\ 

ap        a^Y  •     *  "        «Py  .  . .  xX  ~  r  La        a^Y  •  •  •  ^  J 

En  mettant  -  en  facteur,  les  fractions  du  premier  membre  ont,  dans  les 
a 

deux  termes,  le  même  nombre  de  facteurs. 

87.  Triangle  harmonique  de  Leibniz.  —   Si  l'on  pose 

on  a,  avec  les  notations  du  calcul  des  différences, 

A  Un  = 


t^^Un 


n  ->s-  i       n  n{n  -t-  i) 

I  1.2 


(Ai-+-i)(/i-[-2)       n{n-\-i)       n{n -h  \)(^n -^  i) 
et,  en  général, 


"'       n{n  -hi) . .  .{n  -hp) 


Par  conséquent,  le  Tableau  des  différences  de  la  fonction  u,i 
représente  les  inverses  des  factorielles  successives  multipliées,  dans 
chaque  colonne,  par  un  même  nombre,  ou  encore  les  inverses  des 
termes  du  triangle  de  Pascal,  divisés,  dans  chaque  colonne,  par 
un  même  nombre;  ce  Tableau  diffère  peu  du  Triangle  harmo- 
nique de  Leibniz.  En  appliquant  à  ce  Tableau  deux  des  forjnules 
fondamentales  du  calcul  des  différences  (n°^  75  et  76),  on  a  ainsi 

. p  !         _  I     G>^  ^  c^  „    ^  i^iy . 


/i(/i -+- 1). . .  (/i  H-p)       n       n-hi       n-hi  n-\-p 

_i P     ^     pip-0  _^      i-^yp'- 


n-{-p       n       n{n-t-i)       n{n -h  i){n -h  2)  /i(/i -+- 1) . .  .(/n-/>) 

Ces  formules  subsistent  en  remplaçant  le  nombre  entier  n  par 
un  nombre  fractionnaire  quelconque  x. 
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Exemple  I.  —  Si   la  progression  arithmétique  de  raison  /•   a  (/?  + 1) 
termes,  on  trouve 


p\rP      _  T 
abc  ...  l~~  a 

6    "^~    "• 

I         I 
1  ~a~ 

ab          abc 

abc  . . .  l 

en  désignant  respectivement  par  les  lettres  G  et  A  les  combinaisons  et  les 
arrangements  simples. 

Exemple  IL  —  La  fraction 

x(x  -+-i){x -\-  4). .  .(a?-f-  jp  —  2) 
(;r -h  i)(ir -f- 3  )(a7 -t- 5)  . . .  (ic  +  2/>  —  i> 

est  égale  au  développement  de 


Exemple  III.  —  La  fraction 

1.3.5. ..(2jo  —  i) 

{x  -{-  \){x  -\-  '6) . . .  {x  -\-  ip  —  i) 

est  égale  au  développement  de  l'expression 

,_rt         ^        _+_   r2  ^(^-^^)  __    (-3  a7(a:-i-2)(37-|-4) 

Px-^i  P  {x-^i){x  +  Z)       ^  (^-Hi)(a7-h3)(^-f-5) 

Exem,ple  IV.  —  La  fraction 

2.4.6.  ..(2/?) 


(37 -^  2)(a7  -h  4).  ..(iT  -+-  2/0) 

est  égale  au  développement  de 


i-G?,-^  +  CE-^-G3      ^ 


^a7H-2  ^^a7-t-4  P  X  -i-6 

Exemple  V .  —  Si  n  >  2  est  un  entier  pair,  on  a 
n  —  T        (n  —  i)(/i—  3) 

/l  =  IH 1-  ^^ — -t- .  .  . 

n  —  2       {n  —  i){n  —  4) 
(At-i)...9.7.5  (71— i).. .7.5.3 

(Al  — 2)... 8. 6. 4  (/i  — 2)...6.4.2' 
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et  si  n  est  un  entier  impair,  on  a 

_         71  —  I        (/^  —  \){n  —  3)  {n  —  i). .  .6.4.2 ^ 

'^  ~         n  —  1        {n  —  2)(/i  — 4)       '*'       ('i  —  2). ..5.3.1 

Exemple  VI.  —  Quels  que  soient  les  nombres  a,  b^  c,  ...,/<:,  l,  on  a 
l'identité 

I  _,_  1  +  ^  +  ^  _^  (a-h-i){b-hi)  _^    ^    _^  (a  +  i)(^>  +  i)...(A--M) 
a  «26  aèc  '*'  abc...  kl 

^    (a-4-l)(6-|-l)...(/  +  l) 

abc... kl 

88.  Les  progressions  géométriques.  —  Une  progression  géomé- 
trique est  une  suite  de  nombres  tels  que  chacun  d'eux  est  égal  au 
précédent  multiplié  par  un  nombre  constant  q  que  l'on  appelle 
liaison  de  la  progression.  Nous  désignerons  par 

^  a,  b,  c,  . . .,  h,  k,  l 

les  n  termes  de  la  progression,  par  P  et  par  S  le  produit  et  la 
somme  des  termes.  On  a  les  propriétés  suivantes  : 

I.  Le  quotient  de  deux  termes  de  la  progression  est  une  puis- 
sance de  la  raison  dont  l'exposant  égale  la  différence  des  rangs  des 
deux  termes. 

IL  Si  l'on  multiplie  ou  si  l'on  divise  terme  à  terme  deux  pro- 
gressions géométriques,  on  obtient  une  progression  géométrique 
dont  la  raison  égale  le  produit  ou  le  quotient  des  raisons  des  pro- 
gressions données. 

IIL  Le  produit  de  deux  termes  équidistants  des  extrêmes  égale 
le  produit  des  extrêmes. 

IV.  Le  carré  du  produit  des  termes  d'une  progression  géomé- 
trique égale  le  produit  des  extrêmes  élevé  à  une  puissance  dont 
l'exposant  est  égal  au  nombre  des  termes. 

On  a  donc 

n{n-i) 

l  =  aq'^-i,         V^={alY,         P  =  a'^q      2     . 

89.  Somme  des  termes  d'une  progression  géométrique.  —  Pour 
^  =  I ,  on  a.  S  =  na,  et  pour  ^  <  i , 
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OU  encore 

S  =  a • 

q—i 

Les  puissances  successives  des  nombres  plus  grands  que  i  vont 
en  croissant  et  peuvent  dépasser  un  nombre  donné,  quelque  grand 
qu'il  soit. 

Les  puissances  successives  des  nombres  positifs  plus  petits  que 
1  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  plus  petites  qu'un  nombre 
donné,  si  petit  qu'il  soit. 

La  progression  est  croissante  ou  décroissante  selon  que  la  rai- 
son, supposée  positive,  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  i.  Elle 
est  alternée,  lorsque  la  raison  est  un  nombre  négatif. 

La  somme  des  termes  d'une  progression  géométrique  indéfinie 
dont  la  raison  est  un  nombre  plus  petit  que  i ,  en  valeur  absolue,  a 
pour  limite 


\  —  q 


Exemple  I.  —  Un  tonneau  contient  a  litres  de  vin.  On  en  tire  un  litre 
que  l'on  remplace  par  un  litre  d'eau;  puis  on  lire  un  second  litre  du  mé- 
lange, que  l'on  remplace  par  un  litre  d'eau,  et  ainsi  de  suite.  Quelle  est  la 
quantité  de  vin  que  contiendra  le  tonneau  après  n  opérations? 

Réponse 

(«-i)« 


Exemple  II.  —  Une  femme  porte  des  œufs  au  marché,  elle  en  vend  à  une 
première  personne  la  moitié,  plus  la  moitié  d'un  œuf;  à  une  seconde  per- 
sonne, la  moitié  de  ce  qui  lui  reste,  plus  la  moitié  d'un  œuf.  Après  n  opé- 
rations de  ce  genre,  elle  a  tout  vendu.  Combien  la  marchande  avait-elle 
d'œufs  en  arrivant  au  marché? 

A  la  dernière  personne,  la  marchande  a  vendu  un  œuf;  à  l'avant-dernière, 
deux  œufs;  à  la  précédente  quatre,  et  ainsi  en  remontant.  Elle  en  avait 
donc  en  tout  2" —  1. 

Exemple  III. —  Des  joueurs  en  nombre /i,  et  en  ordre  donné,  conviennent 
que  le  perdant  doublera  l'argent  des  (/i  —  i)  autres.  Ils  perdent  chacun 
une  partie,  dans  l'ordre  donné  et,  à  la  fin,  ils  ont  chacun  la  même  somme 
a.  Combien  chacun  avait-il  au  commencement? 

Le  problème  se  résout  en  établissant  la  situation  de  chaque  joueur  après 
la  (ai  —  jy«^me  partie,  puis  après  la  (/i  —  2)""'''  partie,  et  ainsi  de  suite,  en  re- 
montant. 
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On  trouve 

ay     a,...,      Œ' 

r^n  2«  2» 

Exemple  IV.  —  Des  joueurs  en  nombre  n  et  en  ordre  donné  jouent  de 
la  manière  suivante.  Le  premier  joue  avec  le  deuxième  et  perd  la  ^*^""®  par- 
tie de  ce  qu'il  a,  le  deuxième  joue  avec  le  troisième  et  perd  la  ^'^™®  partie 
de  ce  qu'il  possède  à  ce  moment,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  le  dernier  joue 
avec  le  premier  et  perd  la  ^''-'"^  partie  de  ce  qu'il  possède  alors.  A  la  fin 
du  jeu,  les  joueurs  possèdent  la  même  somme  a;  quelle  somme  chacun 
d'eux  avait-il  au  début  du  tournoi? 

Exemple  V.  —  Si  l'on  désigne  par  S„  et  S^^-i  la  somme  des  n  et  des 
{n  —  i)  premiers  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  q,  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  n  termes  de  la  progression  géomé- 
trique a  pour  expression 

Exemple  VI.  —  On  multiplie  respectivement  les  n  termes  d'une  progres- 
sion arithmétique  de  raison  r, 

^  a^b^c^  . . .  ^  h^k^l , 

par  les  n  premiers  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  q, 

trouver  la  somme 

aa-f-èpH-CY-f-...-h  A. 

'  Exem,ple  VII.  —  Si  l'on  désigne  par  Un  la  somme  des  termes  de  rang 
n  de  deux  progressions  géométriques,  ayant  pour  raisons  q  et  q\  on  a  la 
formule  de  récurrence 

Exemple  VIII.  —  L'expression 

(i -\-  X  -h  X- -i- . . . -\-  x'^y — X"' 

est  le  produit  des  deux  facteurs 

l-i-  X  -h  x--^. .  .-h  X"'+^ 

et 

l  -h  X -i- X^ -h  . . . -h  x"--'^. 

Exemple  lA'.  —  On  a 

{l-\-X){\-^  X^-){\-^^X'*)  ..  .  (H-a72")z=:  i  -^  X  -h  X"^ -\-  X^ -\- .  .  .  +  372"-'-!; 
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plus  généralement,  si  l'on  pose 
on  a  l'identité 

fi/-!---  fp=l-^0!^-^  ^^ -h  X^ -{-...-+-  XP"-K 

Exemple  X.  —  La  somme  de  toutes  les  fractions  de  la  forme  ; 

a  pour  limite  i,  lorsque  l'on  donne  à  p  et  q  toutes  les  valeurs  entières  et 
positives  (Goldbach).  —  En  effet,  il  faut  faire  la  somme  des  fractions 


I  I  I  I 

32'      33'      3~^'      P 


4- 


Mais  la  limite  de  la  somme  des  termes  d'une  ligne  quelconque 

I  I  I  1  I 

est 


/?2  pi  p'.  ph  (p^i^p> 

la  somme  des  termes  du  tableau  a  donc  pour  limite  (n''  86) 
III  I 

1.2  2.3  3.4  (P — 1)/> 

90.  Propriétés  des  polynômes  ordonnés.  —  Nous  allons  dé- 
montrer la  proposition  suivante  :  Etant  donné  un  polynôme  f[x), 
ne  renfermant  pas  de  term,e  constant ,  on  peut  trouver  un 
nombre  positif  h  tel  que,  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre 
—  het  -\-h^  la  valeur  de  f{x)  soit  comprise  entre  —  k  et  -{-  A-, 
si  k  est  un  nombre  positif  donné,  aussi  petit  qu!on  voudra,  — 
En  efifet,  soit 

fi^x)  =  «1 07 -4-  «2 -2^^ +••-*-««  ^"  ; 

soit  p  la  valeur  absolue  de  x^  R  la  valeur  correspondante  de  f{x) 
et  A  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients  du  poly- 
nôme; on  a  évidemment 

R|A(p  4- 02  +  .  ..4-pn), 
OU 

_^_  A(p  —  p«+*) 
K  <- ; 
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et  a  fortiori,  en  supposant  p  <  i, 


d'ailleurs,  de  l'inégalité 


R< 

i-p 


^^<A, 


on  lire 


I  — p 


A-4-yt 


Si  l'on  désigne  par /i  le  second  membre  de  l'inégalité  précédente, 
on  en  déduit  que  le  polynôme /(^)  est  toujours  compris  entre  —  A- 
et  +  A",  lorsque  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  —  A  et  +  h. 

On  a  encore  la  proposition  suivante  :  Lorsqv! un  polynôme  est 
ordonné  suivant  les  exposants  croissants  de  x,  on  peut  trouver 
un  nombre  positif  h  tel  que^  pour  toute  valeur  de  x  comprise 
entre  —  h  et  -\-  A,  le  polynôme  f{x)  ait  le  signe  de  son  premier 
terme  et  en  diffère  d^ aussi  peu  que  Von  voudra.  —  En  effet, 

soit 

f{x)  =  apXP+  ap+i xP+i -h.,.-^  aax"- 


le  polynôme  donné;  on  a 


anXP 


I  -h  o(ir), 


et  il  suffît  de  déterminer  h  de  telle  sorte  que  îe  polynôme  ^(^) 
soit,  en  valeur  absolue,  plus  petit  qu'un  nombre  positif  donné  k. 
Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  s'appliquent  pour  les  ex- 
posants croissants;  les  deux  qui  suivent,  pour  les  exposants  dé- 
croissants :  Lorsqu'un  polynôme  est  ordonné  suivant  les  ex- 
posants décroissants,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  \  tel 
que,  pour  toute  valeur  de  x  dont  la  valeur  absolue  surpasse  \, 
le  polynôme  ait  le  signe  de  son  premier  terme.  —  Soit,  en  effet, 

si  l'on  remplace  x  par  jr 


:  a(iX'^-\-  a 

iX'^- 

iH-. 

'"*,  on  a 

l-h  ç 

Kr) 
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'^(j)  désignant  nn  polynôme  ordonné  suivant  les  exposants 
croissants  de  y  et  n'ayant  pas  de  terme  constant.  On  peut  donc 
trmiver  un  nombre  positif  A  tel  que  pour  toute  valeur  de  y  com- 
prise entre  —  h  et  4- A,  la  valeur  absolue  du  polynôme  soit  plus 
petite  qu'un  nombre  positifdonné  A;  par  suite,  si  l'on  pose).  =:/i~\ 
lorsque  la  valeur  absolue  de  x  est  plus  grande  que  X,  le  rapport 
du  polynôme  à  son  premier  terme  est  compris  entre  (i  — k)  et 
(1  +  A-). 

Ainsi,  lorsque  la  valeur  absolue  de  x  devient  plus  grande  qu'un 
nombre  aussi  grand  qu'on  veut,  le  rapport  du  polynôme  à  son  pre- 
mier terme  a  pour  limite  i.  Plus  généralement,  lorsque  ^  croît 
au  delà  de  toute  limite,  le  rapport  de  deux  polynômes  de  même 
degré  s'approche  autant  qu'on  veut  du  rapport  des  coefficients  des 
deux  premiers  termes. 

Lorsqit  un  polynôme  est  ordonné  suivant  les  exposants  dé- 
croissants, on  peut  trouver  un  nombre  positif  ^^^  tel  que  la  valeur 
absolue  du  polynôme  f( x)  soit  plus  grande  quUin  nombre  po- 
sitif \^^  donné  aussi  grand  quon  voudra.  —  En  effet,  soit  o  la 
valeur  absolue  de  .r,  Rla  valeur  absolue  de  /'(^),  et  Tq,  /^,  .  .  ,  r,i 
les  valeurs  absolues  des  coefficients  dey(^).  Puisque  la  valeur  ab- 
solue de  la  somme  de  deux  nombres  est  plus  grande  que  la  diffé- 
rence des  valeurs  absolues,  on  a,  en  considéranty(^)  comme  la 
somme  de  son  premier  terme  et  de  tous  les  autres 

R  >  /-j?"  —  (/'i  p"-'  -i- .  .  .  -T-  r„  )  ; 

si  Ton  pose  R  >-  L,  c'esl-à-dire 

^0?"— (n?"-^-^-/•2?"--^••.-i-^ÔP^L)>o, 

et  si  l'on  désigne  par  r  le  plus  grand  des  coefficients,  tous  positifs, 
de  la  parenthèse,  l'inégalité  précédente  sera  vérifiée  si  l'on  a 

ro ?"  —  r( p"- 1  —  p«-2 -4- . . . -^  p  -f-  , )  ^^  (,^ 
ou  bien 

0"  — I 

'•«?"-'-'^:rr><'' 

et  a  fortiori,  en  supposant  o  >>  i , 


i:.  L.  -  I. 
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il  suffit  doQC  de  prendre 


En  particulier,  si  l'on  suppose  L  =  o,  le  nombre  ^  est  tel  que 
le  polynôme  ne  peut  s'annuler  lorsque  la  valeur  absolue  de  œ  sur- 
passe {ji,  et  l'on  dit  que  jjl  est  une  limite  supérieure  des  racines  de 
l'équation /(^)  =  o. 
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CHAPITRE  X. 

LE  CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 


91.  Probabilité  et  certitude.  —  La  probabilité  d'un  événement 
est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favorables  au  nombre  total  des 
CAS  possibles,  en  supposant  tous  les  cas  également  possibles  et  en 
nombre  limité.  Ainsi,  la  probabibté  est  un  nombre  fractionnaire 
compris  entre  les  limites  o  et  i ,  qui  sont  respectivement  les  sym- 
boles de  Y  impossibilité  et  de  la  certitude.  Le  compte  des  cas  fa- 
vorables et  des  cas  possibles  appartient  à  l'analyse  combinatoire 
qui  suffit,  en  général,  pour  résoudre  les  premiers  problèmes  qui 
concernent  les  probabilités.  Au  moyen  de  quelques  théorèmes  fon- 
damentaux, ce  calcul  n'est  plus  qu'un  Chapitre  particulier  de  l'A- 
rithmétique, ou  de  la  Doctrine  des  nombres  entiers,  comme  celui 
de  la  Géométrie  de  situation. 

Exemple  I.  —  Un  sac  contient/»  boules  blanches  et  q  boules  noires; 
quelle  est  la  probabilité  d'extraire,  d'un  seul  coup,  a  boules  blanches  et  b 
boules  noires? 

La  probabilité  cherchée  est  le  rapport  du  produit  G^C^à  G^,Xj- 

Exemple  II.  —  La  loterie.  —  Un  sac  contient/?  numéros  et  l'on  en  tire 
q\  quelle  est  la  probabilité  d'obtenir  r  numéros  désignés  à  l'avance? 

La  probabilité  cherchée  est  le  rapport  de  C^I^  à  G^.  —  Dans  l'ancienne 
loterie,  on  avait  p  =  90  et  ^  =  5  ;  en  faisant  varier  r  de  i  à  5,  la  formule  pré- 
cédente donne  la  probabilité  de  Vextrait,  de  ïambe,  du  terne,  du  qua- 
terne  et  du  quine. 

Exemple  III.  —  On  tire  trois  boules  d'un  jeu  de  n  lotos;  quelle  est  la 
probabilité  pour  que  l'un  des  nombres  extraits  soit  égal  à  la  somme  ou  à 
la  demi-somme  des  deux  autres? 

Dans  les  deux  cas,  on  trouve 

1  our  n  pair 


Pour  n  impair. 


m  —  I 

3(n-i) 
iji{n  —  1) 
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Exemple  IV.  —  Un  sac  renferme  b  boules  blanches  et  n  boules  noires 
et  l'on  suppose  bj>n',  on  tire  ces  boules  une  à  une  et  l'on  demande  la 
probabilité  que,  à  aucun  moment  du  tirage,  le  nombre  des  boules  noires 
sorties  n'aura  dépassé  celui  des  boules  blanches. 

Si  l'on  représente  les  boules  blanches  sorties  par  des  pas  verticaux.  1  sur 
un  échiquier  et  celui  des  boules  noires  par  des  pas  horizontaux  ->,  la  pro- 
babilité cherchée  sera,  d'après  la  théorie  de  l'échiquier  triangulaire  de 
Delannoy  et  du  carré  arithmétique  de  Fermât  (n°^  53  et  rii), 

T;j  _  b  —  n-\-  i 

Exemple  V.  —  Un  joueur  a  gagné  n  parties   et  en  a  perdu  ii\  on  de- 
mande la  probabilité  que  ses  pertes  n'ont  jamais  dépassé  ses  gains. 
On  a,  comme  ci-dessus,  pour  la  probabilité  cherchée,  avec  b  =  /î, 

f;1      /«  -h  I  • 

Exemple  VI.  —  Le  scrutin  de  ballottage.  —  Deux  candidats  sont  soumis 
à  un  scrutin  de  ballottage;  le  premier.  A,  obtient  a  suffrages,  est  élu,  et 
l'autre,  B,  n'obtient  que  b  suffrages.  On  demande  la  probabilité  pour  que, 
pendant  le  dépouillement  du  scrutin,  les  voix  de  l'élu  A  ne  cessent  pas  une 
seule  fois  de  dépasser  celles  de  son  concurrent? 

Représentons  les  voix  de  l'élu  A  par  des  pas  verticaux  \,  et  celles  du 
candidat  malheureux  B  par  des  pas  horizontaux  ->  :  le  nombre  total  des 
manières  dont  peuvent  se  combiner  les  voix  des   deux   candidats  est  égal 


au  nombre  des  marches  de  la  tour  pour  se  rendre  sur  la  case  de  coordon- 
nées (a,  b)  dans  le  carré  arithmétique  de  Fermât,  c'est-à-dire  à  F^.  D'autre 
part,  le  nombre  des  dispositions  du  recensement  des  suffrages  dans  les- 
quelles les  voix  de  A  surpassent  toujours  celles  de  B  est  égal  au  nombre 
des  manières  dont  la  tour  peut  se  rendre  de  l'origine  0  (  fig.  65),  à  la  case  de 
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coordonnées  (a,  b),  sans   sortir  de  l'échiquier  triangulaire  PXQ  de  De- 
I WNOv:  la  probabilité  cherchée  est  donc 

T^^  _a-b 

Plus  f,^énéralement,  la  probabilité  pour  que  l'écart  ne  soit  jamais  infé- 
rieur à  un  nombre  donné  c  est  fournie  par  le  rapport  de  Tj.^  à  F*,  ainsi 
(|u'on  le  voit  en  baissant  de  (c  —  i)  rangs  la  ligne  PQ. 

D'autres  solutions  de  ce  problème  ont  été  données  par  Î\1.M,  J.  Bertrand 
et  D.  André,  dans  les  Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences 
(t.  GV,  p.  369  et  436;  Paris,  1887). 

92.  Probabilité  composée.  —  Lorsqu'un  événement  se  com- 
pose du  concours  de  deux  ou  de  plusieurs  événements  simples, 
indépendants  les  uns  des  autres,  la  probabilité  de  l'événement 
composé  est  le  produit  des  probabilités  des  événements  simples. 

Si  un  premier  événement  influe  sur  la  probabilité  d'un  second, 
la  probabilité  de  l'événement  composé  est  le  produit  de  la  proba- 
bilité du  premier  parla  probabilité  réduite  du  second,  c'est-à-dire 
celle  qu'il  acquiert  quand  le  premier  est  arrivé. 

93.  Probabilité  totale.  —  Lorsque  les  cas  favorables  à  l'arri- 
vée d'un  événement  peuvent  se  présenter  de  plusieurs  manières 
qui  s'excluent  mutuellement,  la  probabilité  de  cet  événement  est 
égale  à  la  somme  des  probabilités  que  l'événement  se  présenter? 
de  chacune  de  ces  manières. 

Ainsi,  soit  /?/  la  probabilité  de  l'événement  lorsque  la  cause  ci 
agit  certainement  et  exclusivement,  et  qi  la  probabilité  que  cette 
cause  est  en  jeu,  la  probabilité  P  de  Tévénement  est 

P  =p^q^-i-p,rj^^^,,,-^p.g.-^ 

Exemple  I.  —  Quelle  est  la  probabilité  d'amener  un  as,  au  moins  une 
fois,  en  jetant  deux  dés? 
Cette  probabilité  est 

I     5        ï     ^    ,    I     1  _  ^ï 
ÏÏ'g        6*6~6*G~'3G' 

Exemple  II.  —  Quelle  est  la  probabilité  qu'un  joueur  amène  un  bre- 
lan à  la  bouillotte? 
On  trouve 

20      3      2  1 

.  --     ou      -^• 

20      ly      18  37 
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Exemple  IIL  —  Probabilité  pour  obtenir  un  as,  une  seule  fois,  en  je- 
tant quatre  ou  cinq  dés. 

On  trouve 

5oo  465 r 

1296  777() 

Exemple  IV.—  Quelle  est  la  probabilité  d'obtenir  le  point  7  avec  deux 
dés,  avant  qu'aucun  autre  point  se  produise  deux  fois? 
On  trouve 

73o3 
i386o* 

Exemple  V.  —  On  jette  en  l'air  cinq  pièces  de  monnaie;  la  probabilité 
pour  qu'elles  montrent  trois  piles  et  deux  faces  est  égale  à  f^. 

Exemple  VI.  —  Dans  une  loterie  de  40000  billets,  il  y  a  trois  lots;  on 
prend  8000  billets.  Quelles  sont  les  probabilités  d'obtenir  un  lot  ou  de  les 
gagner  tous  les  trois? 


On  trouve  respectivement 


61  1 

— z     et     — - 

131D  125 


Exemple   VII.  —  Une  urne    contient   10    boules   blanches,    10  boules 
bleues  et  10  boules  rouges;  on  en  prend  trois  au  hasard.  Quelle  est  la  proba- 
bilité d'amener  une  boule  de  chaque  couleur? 
On  trouAc 

100 
406 

Exemple   VIII.  —  En  combien  de   coups  peut-on  parier,  avec   chance 
égale,  que  l'on  amènera  trois  as  deux  fois,  en  jetant  trois  dés? 
Il  faut  36i  coups. 

Exemple  IX. —  En  combien  de  coups,  avec  un  seul  dé,  peut-on  parier, 
avec  chance  égale,  de  voir  les  six  faces? 
En  i3  coups. 

Exemple  X.  —  En  combien  de  coups,  avec  deux  dés,  peut-on  parier, 
avec  chance  égale,  d'amener  tous  les  doublets? 
En  79  coups. 
La  plupart  des  exercices  précédents  sont  empruntés  à  Moivre. 

91.  Théorème  de  Bayes.  —  Désignons  par  p^.^  /^oi  /?37  •••  les 
probabilités  que  des  causes  c,,  Co,  C3,  . . .,  qui  s'excluent  mutuel- 
lement, donnent  respectivement  à  un  événement,  et  par  q^^  q^^ 
qzi  ••  •  les  probabilités  respectives  de  ces  causes.  Supposons  que 
1  événement  considéré  ait  été  observé  dans  une  épreuve,  la  proba- 
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bilité  THi  que  l'arrivée  de   r<'vénemenl  est  due  à  la  cause;  Ci  est 
donnée  par  la  formule 

mi= . 

Exemple  I.  —  Une  urne  contient  bi  boules  blanches  et  /ii  boules 
noires:  une  deuxième  urne  contient  62  boules  blanches  et  n.2  boules 
noires,  . . .;  une  /-'^"^  urne  contient  b,.  boules  blanches  et  /i^- boules  noires. 
En  tirant  de  ces  r  urnes  une  boule,  celle-ci  se  trouve  blanche.  Quelle  est 
la  probabilité  que  cette  boule  est  sortie  de  l'urne  de  rang  r? 

On  trouve,  par  l'application  du  théorème  de  Bayes,  pour  numérateur  et 
pour  dénominateur  de  rni, 


donc 


Exemple  //.  —  Une  urne  contient  cinq  boules,  les  unes  sont  blanches, 
les  autres  sont  noires,  mais  on  ignore  en  quelle  proportion.  On  tire  siv 
boules,  en  remettant  après  chaque  tirage  la  boule  sortie,  et  il  ne  sort  que 
des  boules  blanches.  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  l'urne  ne  contienne 
que  des  boules  blanches? 

Supposons  d'abord  que  toutes  les  combinaisons  possibles  des  cinq  boules, 
les  unes  blanches,  les  autres  noires,  aient  été  préparées  dans  des  urnes 
d'apparence  identique  et  que  le  hasard  ait  décidé  le  choix  de  l'une  d'elles. 
Alors  les  probabilités  qi,  q^,  . . .  sont  égales  entre  elles,  et  l'application  du 
théorème  de  Bayes  donne,  pour  la  probabilité  cherchée, 


1     bf 

-  j '—  y      et 

/•  bi  -  ni 

V  •      ^' 

^r  bi^  Hi 

bi         ^ 

^       bf 

Mais  si  l'on  a  composé  l'urne,  en  tirant  au  sort,  par  le  jeu  de  pile  ou 
face,  la  couleur  de  chaque  boule,  les  probabilités  qi,  qo,  ...,  seront  pro- 
portionnelles aux  nombres  5,  10,  10,  5,  i,  et  la  probabilité  cherchée  serait 

56 


5.  i«^-T-  10.26 -r  10.3^-1-5.4^-+-  i  •  5*^ 

Exemple  III.  —  Une  urne  contient  a  boules,  noires  ou  blanches,  dont 
on  a  tiré  la  couleur  à  pile  ou  face,  avant  de  les  introduire  dans  l'urne.  En 
faisant  ]x  tirages  dans  l'urne  ainsi  composée,  on  obtient  b  boules  blanches 
et  n  boules  noires.  Quelle  est  la  composition  la  plus  probable  de  l'urne? 

On  trouve 

a  a  ^  im  ,  .       ,  a  a-r-xn 

blanches         et noires. 

1    a  -\-  ]x  *2a-r-|x 
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95.  Théorème  de  Jacques  BernouUi.  —  Soit  p  la  probabilité 
(l'un  événement  et  a  le  nombre  de  fois  qu'il  se  présente  dans  une 
suite  de  s  épreuves;  soit  P  la  probabilité  que  la  différence  entre/? 
Gl  [a  ',  s)  soit  inférieure,  en  valeur  absolue,  à  £.  On  peut  toujours 
prendre  s  assez  grand  pour  que  P  diffère  aussi  peu  qu'on  voudra 
de  l'unité. 

Lorsque  la  probabilité  d'un  événement  est  variable  d'une 
épreuve  à  l'autre,  le  théorème  de  Bernoulli  n'est  plus  applicable. 
La  généralisation  proposée  par  Poisson,  sous  le  nom  de  loi  des 
grands  nombres,  manque  non  seulement  de  rigueur,  mais  aussi 
da  précision. 

96.  De  l'espérance  mathématique.  —  Lorsqu'un  événement  en- 
core douteux  doit  amener  un  certain  bénéfice,  on  appelle  espé- 
rance mathématique  y  le  produit  de  ce  bénéfice  par  la  probabilité 
de  l'obtenir.  Lorsque  la  somme  espérée  est  connue,  la  recherche 
de  la  probabilité  et  celle  de  l'espérance  mathématique  forment  un 
même  problème.  Mais,  si  des  événements  ayant  pour  probabilités 
respectives/),, /?2, />3,  •  •  •  donnent  droit  aux  sommes  respectives 
^K-,  ^2-,  ^3,  .  .  . ,  l'espérance  mathématique  est 

Ainsi,  l'espérance  mathématique  est  connue  lorsque  l'on  a  cal« 
culé  les  probabilités  respectives  des  divers  cas  possibles;  mais, 
parfois,  il  est  plus  simple  de  calculer  directement  l'espérance. 

Exemple  I. —  Pierre  et  Paul  jouent  au  Jeu  de  rencontres.  Un  sac  con- 
tient [i.  boules  numérotées  de  i  à  [j.;  Paul  tire  successivement  les  fx  boules 
et  s'engage  à  donner  à  Pierre  i^""  chaque  fois  qu'un  numéro  sortira  à  son 
rang.  Quelle  est  l'espérance  mathématique  de  Pierre? 

L'espérance  est  pour  chaque  tirage  -  .i*^'',  et  pour  les  ]x.  tirages,  elle  est 

égale  à  l^^  Nous  calculerons  plus  loin,  au  Chapitre  XIII,  la  probahilité  du 
jeu  des  rencontres  (n°  123). 

Exemple  II,  —  Pierre  a  trois  pièces  et  Paul  en  a  deux;  ils  convien- 
nent que  chacun  jettera  ses  pièces  en  l'air  et  que  celui  qui  obtiendra  le 
plus  grand  nombre  de  faces  prendra  les  cinq  pièces.  Le  jeu  est-il  équitable? 

Pierre  a  pour  probabilité  de  gagner 

i  3    1         •}    3        I  i6 

8-"+8-4^8T-8"      ""      3V 
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<'t  pour  probabilité  de  (d'ivc  j>a/'(ie  nulle. 


II         i    -1        3    I 

-T-  -  .  -      ou 


son  espérance  niathénialique  est  donc,  en  supposant  les  pièces  de  cinq  francs, 


.16  _     10  3 

ij '-"-{- \j  •-— j     ou      — -'iio: 

6a  3  2  il 

J'espérance  matliéinalique  de  Paul  est 

^     0  10  5     „ 

'!■)•- h  I G  •  .  —  7     OU     --  •  jo  ; 

0  2  i'2  3->. 

le  jeu  n'est  pas  équitable  et  favorise  Pierre. 

Exemple  III.  —  Pierre  et  Paul  jouent  aux  conditions  suivantes.  On  jette 
•<leux  dés  sur  le  tapis;  lorsqu'on  amène  un  point  au-dessous  de  lo,  Paul 
donne  à  Pierre  autant  de  francs  que  l'on  a  amené  de  points;  dans  le  cas 
contraire,  Pierre  donne  à  Paul  une  somme  fixe  a?  qu'il  s'agit  de  déterminer 
<le  telle  sorte  que  le  jeu  soit  équitable,  c'est-à-dire  que  les  espérances  ma- 
thématiques des  deux  joueurs  soient  égales? 

L'espérance  mathématique  de  Pierre  est 

I         o     2         ,     3         .     4         ,.     5  ^        o     5  4  188 
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<'elle  de  Paul  est 


)  "X  I     \  () 

•2"!    777:   —    .,7T    -+-    7,-7.  OU         —X. 

3b         )b        36/  36 

Par  conséquent 
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X  =  . 

(> 

Exemple  IV.  —  In  sac  contient  a  boules  blanches  et  {n  —  a)  boules 
ïioires.  Un  joueur  tire  les  boules,  une  à  une,  jusqu'à  ce  qu'il  amène  p  boules 
J)lanches,  et  reçoit  i^""  par  boule  blanche  tirée.  Quelle  est  son  espérance 
mathématique? 

Si  l'on  remet  la  boule  dans  le  sac,  après  chaque  tirage,  l'espérance  ma- 
thématique du  joueur  est  égale  à 

71 

Pa' 

mais,  lorsqu'on  ne  remet  pas  dans  le  sac  les  boules  tirées,  l'espérance  ma- 
thématique a  pour  expression 

n  -^  I 


IJO  LIVRE    II.     —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

97.  Des  jeux  de  hasard.  —  On  appelle  ainsi  les  jeux,  tels  que 
le  jeu  de  dés  ou  le  jeu  de  lotos,  dans  lesquels  la  perte  ou  le  gain 
ne  dépendent  ni  de  l'adresse,  ni  du  calcul,  ni  d'aucune  qualité  in- 
hérente aux  joueurs,  ni  même  de  circonstances  connues  d'eux, 
mais  seulement  de  causes  dont  ils  ne  peuvent  nullement  calculer 
les  effets. 

Pour  qu'un  jeu  soit  équitable,  il  faut  que  l'espérance  mathéma- 
tique de  chaque  joueur  soit  égale  à  sa  mise  qui,  livrée  au  jeu,  ne 
lui  appartient  plus. 

Ordinairement,  la  somme  éventuelle  attendue  par  chaque  joueur 
est  la  mise  totale  des  joueurs;  dans  ce  cas,  la  mise  de  chaque 
joueur  doit  être  proportionnelle  à  la  chance  qu'il  a  de  gagner. 

98.  Sur  l'effet  des  jeux  de  hasard.  —  Ruine  des  joueurs.  — 
Si  deux  joueurs  A  et  B  possèdent  respectivement  a  et  b  francs  et 
jouent  ensemble  à  un  jeu  équitable,  le  plus  riche  des  deux  joueurs 
ruinera  probablement  l'autre,  car  leurs  probabilités  de  se  ruiner 
l'un  l'autre  sont  respectivement 

a  h 

et 


a  -\-  b  a  -^  b 

Si  le  joueur  B  représente  le  public,  b  est  plus  grand  que  tout 
nombre  donné,  a,  si  grand  qu'il  soit;  alors  la  ruine  d^  un  joueur 
quelconque  A  est  certaine. 

Le  seul  cas  dans  lequel  la  ruine  ne  soit  pas  certaine  est  celui  oii 
le  jeu  n'est  pas  équitable.  L'avantage,  quelque  petit  qu'il  soit,  fait 
disparaître  la  certitude  de  ruine  :  c'est  le  cas  du  banquier  dans  les 
jeux  publics.  Un  avantage  est,  pour  lui,  juste  et  nécessaire  ;  mais  il 
importe  de  ne  pas  l'exagérer. 

Exemple  I.  —  Un  joueur  expose  à  un  jeu  de  hasard  la  /i'*^™"  partie  de  sa 
fortune  et  renouvelle  l'épreuve  indéfiniment.  Quelle  est  la  probabilité  pour 
qu'il  se  ruine  et  que  la  ( 2  [j. -t- /i)'*''"*'  partie  jouée  lui  enlève  son  dernier  écu? 
Désignons  par  ce  le  nombre  des  parties  perdues  par  le  joueur  et  par  y 
celui  des  parties  gagnées;  d'après  les  données  du  problème,  x  et  y  doivent 
vérifier  les  condilions 

X  -]-  y  =  X  -^  [1, 
en  posant 

x—y=  n, 
et,  pour  abréger, 

(j.  4-  n  =  À . 
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Pour  que  le  joueur  soit  ruiné  après  la  (X-f-  li,)''™*  partie,  et  pas  avant, 
il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Que,  pendant  le  cours  des  (X-i-{ji  — i)  premières  parties,  ses  pertes 
n'aient  jamais  dépassé  ses  gains  de  plus  de  {n  —  i); 

2°  Qu'après  les  (X  H-  jjl  —  i)  premières  parties,  l'excès  de  ses  pertes  sur 
ses  gains  soit  égal  à  (/i  —  i); 

3°  Qu'il  perde  la  (X  -+-  ixf'"""  partie. 

Soient  t»ti,  tho,  hts  les  probabilités  correspondantes,  et  II  la  probabilité 
coni|)osée  ;  on  a 

II  =  HTi  Tx5.2'^3- 

En  se  reportant  aux  notations  des  échiquiers  arithmétiques  (n°* 53  et  55), 
et  en  représentant  par  4-  et  ->  les  gains  et  les  pertes,  on  a 


par  suite, 


pr  p.v^ 


_  P.r-1   _      n      i  X  —  a  —  I) : 


2/.+[^.  2'-+!- 


-t-ix  X  !  a  ! 


Cette  question  de  la  durée  du  jeu  a  été  traitée  autrement  par  Huygens, 
xMoivRE.  Laplace,  Lagrange,  Ampère  et,  tout  récemment,  par  M.  J.  Ber- 
trand {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  GV,  p.  487;  1887 1. 

Exemple  II.  —  Pierre  et  Paul  jouent  à  un  jeu  de  hasard,  la  probabilité 
de  gagner  chaque  partie  étant  p  pour  Pierre  et  q  pour  Paul.  Les  enjeux 
de  Pierre  et  de  Paul  sont  respectivement  a  et  b  francs,  et  leurs  fortunes 
sont  m  et  n.  Quel  est  le  nombre  probable  des  parties  qui  seront  jouées 
avant  la  ruine  de  l'un  des  joueurs,  en  supposant  le  jeu  équitable? 

C'est  l'entier  du  quotient  de  mn  par  ab.  —  Si  le  jeu  n'est  pas  équitable, 
et  si  l'on  désigne  par  nr  la  probabilité  calculée  pour  que  Pierre  finisse  par 
ruiner  Paul,  le  nombre  des  parties  est  l'entier  de 

(  m  —  n)m  —  n 


pb  —  qa 

Exemple  III.  —  Pierre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  pro- 
babilités égales.  Ils  possèdent  chacun  n  francs  avant  d'entrer  au  jeu;  à 
chaque  partie,  le  perdant  donne  i  franc  au  gagnant,  et  le  jeu  ne  cesse  que 
lorsqu'un  des  joueurs  est  ruiné.  Quelle  est  la  probabilité  II  pour  que  le  jeu 
se  termine  à  la  fin  de  la  [i.'^"™^  partie? 

Pour  que  l'un  des  joueurs  soit  ruiné  après  cette  ix'""*  partie,  et  pas  avant, 
il  faut  et  il  suffit  : 

I**  Que,  pendant  le  cours  des  {\l  —  i)  premières  parties,  l'écart  entre  les 
pertes  et  les  gains  de  chaque  joueur  n'ait  jamais  dépassé  (n  —  i); 

2**  Qu'après  les  ([jl  —  i)  premières  parties,  l'excès  des  pertes  sur  les  gains 
de  l'un  des  joueurs  soit  égal  à  {n  —  i) ; 
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3"  Que  la  dernière  partie  soit  perdue  par  le  joueur  qui  ne  possède  plus 
que  1*^'. 

SoientTni,Tîj2,TCT3  les  probabilités  correspondantes,  et  II  la  probabilité  cher- 
chée. Nous  remarquerons  d'abord  que,  pour  la  possibilité  du  problème,  il 
faut  supposer  jx  et  n  de  même  parité.  Soit  donc 

(  I  )  ;ji  H-  Il  =  •>.  X,         |ji  —  /i  =  2  X  ; 


ra,  =  2  -^-—  et  77J3  =   -  , 

Il  nous  reste  à  déterminer  la  valeur  de  tïTi.  Désignons  par  ^  et  ^  les  nom- 
bres des  parties  perdues  et  gagnées  par  l'un  des  joueurs;  représentons  les 
pertes  par  des  pas  verticaux  ^  sur  un  échiquier  et  les  gains  par  des  pas 
horizontaux  ->.  Le  nombre  des  dispositions  des  x  et  des  j-,  telles  que  l'é- 
cart entre  les  gains  et  les  pertes,  ne  dépasse  pas  {n  —  i),  est  égal  au  nombre 
des  marches  d'une  tour,  par  pas  successifs,  de  l'origine  à  la  case  (a:-,  jk), 
sur  l'échiquier  hexagonal  (n"  56),  dans  lequel  on  suppose 

n  —h  —  {n-—  \). 

Ainsi  TïTi  est  le  rapport  de  H^.  à  F^  ;  mais,  pour  la  case  (;r,jK)dont  les 
coordonnées  vérifient  les  relations 

X  -\-  y  =  \x  —  I ,         X  — y  =  n  —  I , 

d'où  X  —  v.  —  I  et  jK  =  X,  on  a 

ou  encore 

en    désignant  par   hn  le  plus  grand  multiple  de   n   contenu  dans  X.    Par 
suite,  on  a 

"  =  ;i:|i::T[Cii--3C>,-"  +  ...  :-(--iy.(-.A^i)CJi-''«]. 

Exemple  IV.  —  A  et  B  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  probabilités 
p  ci  q;  ils  possèdent  respectivement  a  et  b  francs  avant  d'entrer  au  jeu. 
A  chaque  partie,  le  perdant  donne  un  franc  au  gagnant  et  le  jeu  ne  cesse 
que  lorsque  l'un  des  deux  joueurs  est  ruiné.  On  demande  la  probabilité  n 
pour  que  le  jeu  se  termine  juste  à  la  fin  d'une  partie  de  rang  assigné. 


CHAPITRE     X. 

Soit  [i  le  rang  assigné  à  la  partie  finale.  Kn  désignant  par  IIa  et  Ob  les 
probabilités  respectives  que  A  ou  B  seront  ruinés  après  la  ix'""*'  partie,  et 
pas  avapt,  on  aura 

II  =  IIa -r- lin. 

En  raisonnant  comme  à  l'exemple  [)rôcé(Jeiit,  on  a 

nA=  ^^   X  P^-'qy  ^a:-i  X  P  -^  p-'g^  K-,' 

^  X-    l 

Si  l'on  pose 

[X  —  a  =  2  /•.  a  -^  rt  =  2  s,  a  ~  ù  —  cl. 


on  a 


ou  bien 


".v=/'"/'i:[^/' 


^^a-i  — 1—,     —, —  vjix-l 


hd      ^~'  r~lul    -i 

pour  toutes  les  valeurs  de  A, 

o,     f,     2,     3,     ...,     E-. 

Exemple  V.  —  A  joue  contre  B;  à  chaque  partie,  les  probabilités  qu'ils 
ont  respectivement  de  gagner  sont  p  et  y,  en  sorte  que  p  -^  q  =  i,  et  le 
perdant  donne  un  franc  au  gagnant.  En  entrant  au  jeu,  les  joueurs  possè- 
dent respectivement  a  et  b  francs.  On  demande  la  probabilité  que  A  rui- 
nera B  avant  le  coup  de  rang  [l. 

On  trouve,  par  l'échiquier  hexagonal  (n°  56), 

U=p^^ipq)Mli-^'-\ 
en  faisant  varier  X  de  o  à  i(;j.  —  b)  —  i.  On  voit  facilement  que  si 

X  varie  de     o  a     a — i,  H  possède  i  terme; 

»  a  'A     a—\-\-b,  »         2  termes; 

)'  a  -^  b  k  ia  —  i  --  b,  »         3        » 

)'  o.a  ^- b  k    y.a  — 1-2^,  »         4         » 


Dans  son  Traité  du  Calcul  des  Probabilités  (p.  81),  M.  Laurent  donne 
une  solution  pour  le  cas  où  a  et  6  vérifient  la  relation 

b  =  qa  -+-/>«-*. 
Exemple  VI.  —  Carré  arithmétique  de  Delannoy.  —  De  combien  de 
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manières  la  reine  du  jeu  des  échecs  peut-elle  se  rendre  du  coin  de  l'échi- 
quier, de  coordonnées  (o,  o),  sur  une  case  de  coordonnées  (a?,  j^),  en  se 
déplaçant  par  pas  consécutifs  dans  les  trois  sens  :  i°  ->  horizontal  ;  i"  -[  ver- 
tical; 3"  "^  diagonal  descendant? 

On  construit  un  carré  arithmétique,  dont  la  première  ligne  et  la  première 
colonne  sont  formées  de  i,  par  la  loi  suivante  {/lff.Ç)&). 


Fis.    66. 


A 

B 

G 

D 

Pas  de  la  reine. 

Tout  nombre  situé  sur  une  case  D  de  l'échiquier,  supposé  indéfini,  est 
égal  à  la  somme  des  trois  nombres  placés  dans  les  cases  voisines  A,  B,  G. 
On  trouve  ainsi,  pour  les  premières  rangées  (Jlg'.  67), 


Fiîr.  6-7. 


I   I 

I 

I 

I 

I 

I   3 

5 

7 

9 

II 

i3 

I   5 

i3 

25 

41 

61 

85 

I   7 

23 

63 

129 

23  I 

377 

'   9 

41 

129 

321 

681 

1289 

I  1 1 

61 

23l 

681 

i683 

3653 

-y 


i3     85     377     1289     3653     8989 


Carré  arithmétique  de  Uelannoy. 

Par  les  procédés  de  calcul  de  l'Arithmétique  de  position  que  nous  avons 
déjà  employés,  on  démontre  facilement  les  propositions  suivantes  : 

!**  Un  terme  quelconque  du  Tableau  est  égal  au  double  de  la  somme  de 
ceux  qui  sont  au-dessus  de  lui  dans  la  colonne  précédente,  augmenté  du 
terme  qui  le  précède  dans  la  même  ligne.  Ainsi 

681  =  2(1  4- 7 -H  25 -t- 63  H- 129)-+- 23 1. 

2"  Les  sommes  des  termes  pris  dans  une  parallèle  à  la  diagonale  ascen- 
dante .^  sont  respectivement 


[2,       29, 
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et  foiment  une  suite  récurrente  donnée  par  la  loi  de  formation 

3"  Les  sommes  alternées  dans  les  mêmes  parallèles  à  la  diagonale  ascen- 
dante sont  périodiques,  et  la  période  est  formée  des  termes 

-r-I,      o,      —I,      o,      —I,      o. 

Enfin  toutes  les  propriétés  du  carré  arithmétique  de  Fermât  qui  donnent 
les  principales  formules  du  calcul  des  sommes  et  des  différences  (n"*  7o 
à  78)  peuvent  être  étendues  à  ce  carré  arithmétique. 

Il  ne  semble  pas  que  l'on  puisse  ramener  l'expression  d'un  terme  quel- 
conque <ï>^.  à  un  monôme  ou  même  à  un  binôme;  mais  on  peut  exprimer 
ce  nombre,  en  fonction  des  termes  du  triangle  arithmétique,  de  la  manière 
suivante.  Chaque  pas  diagonal  équivaut  à  l'ensemble  d'un  pas  horizontal  et 
d'un  pas  vertical;  si,  pour  aller  de  l'origine  <î>  à  une  case  de  coordonnées 
(x,  y),  on  a  fait  z  pas  diagonaux,  le  nombre  des  pas  verticaux  est  (x  —  z) 
et  celui  des  pas  horizontaux  est  (y  —  z);  par  conséquent,  le  nombre  des 
solutions  qui  correspond  à  cette  marche  est  égal  au  nombre  des  permuta- 
tions avec  répétition  de  (x —  z)  pas  verticaux  J, ,  de  {y — z)  pas  horizon- 
taux ->,  et  de  z  pas  obliques,  ~^,  c'est-à-dire 

{x-~y-z)\  ._,  _ 


{X-Z)\  (y-Z)\  z  !    ~  "•^+.>-2c  ^x^y-z  -  ^x+y-z 

Le  nombre  cherché,  en  supposant /f^,  peut  donc  s'écrire 
on  peut  encore  écrire 


Le  carré  arithmétique  de  Delannoy  correspond  au  carré  arithmétique 
de  Fermât;  on  peut  encore  considérer  les  échiquiers  triangulaire,  penta- 
gonal,  hexagonal,  que  l'on  déduit  de  ce  carré  arithmétique.  En  désignant 
par  des  lettres  grecques  majuscules  correspondantes  les  éléments  de  ces 
échiquiers  qui  correspondent  aux  pas  successifs  de  la  reine  dont  les  dépla- 
cements seraient  limités  par  une  ou  par  deux  parallèles  à  la  diagonale  des- 
cendante, on  trouve,  comme  aux  n"*  54-56, 


ei  =  «fî- 

-H*-\ 

-Zx-z  +  i^y^-' 

z  =  i 

ni  =  H- 

-H*-î, 

Eï  =  ^^ 
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En  particulier,  dans  l'échiquier  pentagonal,  pour  les  termes  de  la  trans- 
versale située  au-dessous  des  zéros,  on  a 

y  —  X  ^b  —  I 
et,  par  suite, 

ni  = ^ *r.. 

Exemple  VII.  —  Deux  joueurs  d'échecs  marquent,  au  fur  et  à  mesure,, 
les  parties  qu'ils  gagnent  et  celles  qu'ils  perdent;  de  plus,  à  chaque  parti(î 
nulle,  chacun  des  joueurs  marque  une  partie  gagnée  et  une  partie  perdue. 
Après  avoir  marqué  ainsi  chacun  2 /i  parties,  ils  n'ont  ni  gain  ni  perte.  Or» 
demande  la  probabilité  qu'ils  auront  joué  in  parties  effectives,  c'est-à-dire 
qu'il  n'y  aura  pas  eu  de  partie  nulle. 

Si  l'on  désigne  les  parties  de  l'un  des  joueurs  par  des  pas  horizontaux, 
diagonaux,  verticaux,  suivant  que  la  partie  a  été  gagnée,  nulle  ou  perdue, 
la  considération  de  l'échiquier  4»  montre  que  la  probabilité  cherchée  est  le 
quotient  de  F^  par  4>;j, 
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CHAPITRE  XI. 

LA    DIVISION    ALGÉBRIQUE. 


99.  Division  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  exposants 
décroissants.  —  Diviser  un  poIynômey*(^)  par  un  polynôme  ^(^) 
revient  à  trouver  deux  autres  polynômes  QetR,  de  telle  sorte  que 
l'on  ait  l'identité 

le  degré  de  .^'(^)  étant  au  plus  égal  à  celui  de  f{x)^  et  le  degré 
de  R  étant  plus  petit  que  celui  de  g'{^)' 

Cette  transformation  n'est  possible  que  d'une  seule  manière, 
en  supposant  les  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  exposants 
décroissants  de  x. 

Opération  de  la  division  algébrique. 

100.  Division  d'un  polynôme  par  (x  —  a).  —  Nous  avons  appris  à 
calculer  le  quotient  aux  n*"'  71  et  72, 

les  coefficients  y'o,  f\j  fi^  •••,  fii-\  se  calculent  successivement 
au  moyen  du  précédent,  et  le  reste  de  la  division  dey*(a:)  par 
(.r  —  CL)  eslf{a): 

Exemple  I. —  Division  de  y(\r)  par(jrzf:i). —  Reste  de  la  division  d'un 
nombre  entier  par  9  et  par  11  dans  le  système  décimal,  et  plus  générale- 
ment par  (6  r^  1  )  dans  le  système  de  numération  de  base  b. 

Exemple  II.  —  Division  de  {x'"-z^  a'"-)  par(.r  zp  a).  —  Quatre  cas. 

Exemple  III.  —  Division  de /(a?)  par  {bx  —  a).  —  Calculs  du  reste  et 
du  quotient. 

Exemple  IV.  —  Reste  de  la  division  de /(a?)  par  {xPzça).  —  Reste  de 
la  division  d'un  nombre  entier  par  99,  par  999,  ...  et  par  101,  par 
looi,  . . .  dans  le  système  décimal,  et  plus  généralement  par  (,6/'zjz  i)  d'un 
nombre  écrit  dans  le  système  de  numération  de  base  b. 

E.  L. -I.  12 
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Exemple   V.  ~  Division  de  (^«  —  a«)  par  {xP—aP).  —  Le  reste  est 

aPi{x'--~  a''), 

en  désignant  par  q  et  par  r  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  n  par/?. 
Exemple   VI.  —  Division  d'un  nombre  entier  par  19.  —  On  applique  la 
règle  de  la  division  de  f(x)  par  {x  —  ^),  pour  x  ^=  10.  Ainsi,  on  a  tout  de 
suite 

^^     ~'  =5.12.6.3.11.15.17.18.9.14.7.^3.16.8.4.2.1; 


19 

chaque  chiffre  est  la  moitié  du  précédent,  ou  la  moitié  du  précédent  aug- 
menté de  10,  si  la  division  antérieure  donne  pour  reste  i;  c'est  ce  dernier 
cas  que  nous  avons  indiqué  par  un  petit  chiffre  i  placé  au-dessus  et  à  gauche. 
On  opère  de  même  pour  x  =  100,  x  =  1000,  . . .,  en  calculant  par  groupes 
de  deux,  trois,  ...  chiffres;  ainsi 

50.25.I12.56.28.14.07.03.151.I75.187.I93.I96.98..  ., 

5oo.25o. 125. 1062.531. I265. 1632. 8 T 6. 408. 20^ .  102. . .  : 
1999 

on  connaît  de  même  des  procédés  rapides  pour  la  division  par  29,  89. 
49,  . . .;  par  299,  899,  499,  ...  ;  etc. 

Exemple   VII.  —  L'expression 

k  =  2^«+i  —  22"  —  I 


IOl98  — 

I 

190 

£01998- 

.  j 

est  toujours  divisible  par  9  et  le  quotient  est  un  nombre  triangulaire. 
En  effet,  on  a 

k       a(a-^-l)  4«  —  r 

et  a  =^  1 


9  '^  4  —  > 

101.  Division  d'un  polynôme  par~un[produit  de  binômes.  —  Si 
l'on  désigne  par  A(^)  etB(^)  les  quotients,  que  l'on  sait  former, 
dans  la  division  de /(^)  par  (^  —  a)  et  par  [x  —  b)^  et  si  l'on 
désigne  par  0L=f(a)  et  ^=f(b)  les  restes  des  deux  divisions, 
on  a 


X  —  a  X  —  a 

X  —  b  ^    ^       X  —  b 


donc,  par  soustraction,  en  supposant  a^b^ 

f{x)  _  k{x)—\^{x)  I       x{oL—^^-\-a^  —  boL 

{x  —  a){x  —  b)~         a  —  b  a  —  b      {x  —  a){x  —  b) 
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De  même,  connaissant  les  quotients  et  les  restes  des  divisions 
def(x)  par  (x  —  a){jc —  b),  et  par  (x  —  a){x  —  c),  en  suppo- 
sant «,  bj  c  inégaux  deux  à  deux,  on  calculera  le  quotient  et  le 
reste  de  la  division  de  f{x)  parle  produit  {x  —  a)  (x  —  b)  {x  —  c), 
en  faisant  la  différence 

fi.T^  f(:r) 


{x — a){x~b)        {x  —  a){x  —  c)^ 

et  en  divisant  par  [b —  c).  Ces  calculs  seront  généralisés  dans  la 
théorie  de  l'interpolation  et  dans  celle  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles. 

Exemple  T.  —  Lorsqu'un  polynôme  entier  est  divisible  par  {x  —  a)'^, 
par  ( X  —  b)'^,  par  {x  —  c)T,  . . . ,  en  désignant  par  a,  b,  c,  ...  des  nombres 
inégaux  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  le  produit 

{x  —  a)^  {x  ^  b)^  {x  —  c )^ 

Exemple  IL  —  Si  un  polynôme  entier  en  x,  y,  z  est  séparément  divi- 
sible par  les  binômes  (a?— jk),  {y  —  z)^  {z~x)^  il  est  divisible  parleur 
produit. 

Exem,ple  III.  —  Démontrer  qu'un  polynôme  entier  et  symétrique  en 
X  et  j,  divisible  par  {x—y),  est  divisible  par(j'— jk)^.  Généraliser  pour 
un  polynôme  à  trois  variables. 

Exemple  IV.  —  Pour  que 

x"^-\-y>"-i-z'"  —  (x -+-y-^  z)'"' 
soit  divisible  par  le  produit 

{y~z)(z^x){x-^y), 
il  faut  et  il  suffit  que  /?z  soit  impair.  —  Former  le  quotient. 
Exemple   V.  —  Démontrer  que 

yP  z^  -h  zP  xi  -T-  xP yi  —  yi  zp  —  z^  xP  —  xlyP 
et  que 

xPyiz''  -f-  yP  z^x''  -h  zp  x^y''  —  xPy''zi  —  yP  z^xf  —  zp x''yi 

sont  divisibles  par  le  produit 
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Exemple    VI.  —  Décomposer  en  facteurs  les  expressions 

xHz  - y-^)-.- yHx  -  z-^)-^  z^iy  —  x^)-^  xyz{xyz  -  i). 
Exemple   VU.  —  Démontrer  que 

(  X  -^  y  -\-  Z  )2i+l ^'2  '-+-1  y2n-i-l ;;2/i-t-l 

est  divisible  par 

(x  -hy  -\-  z'f—  x'^  —  y^ —  z^. 

102.  Expression  d'un  polynôme  de  degré  ?i  comme  somme  algé- 
brique de  polynômes.  —  SI  l'on  désigne  par  /(^)  un  polynôme 
de  degré  /?,  et  par 

une  suite  de  polynômes  donnés  dont  les  degrés  reproduisent  la 
série  complète  des  n  premiers  nombres  entiers,  le  polynôme 
f{x)  peut  être  transformé  en  une  somme  de  ces  polynômes  multi- 
pliés respectivement  par  des  coefficients  indépendants  de  x.  En 
d'autres  termes,  on  a  l'identité 

dans  laquelle  les  quantités  'ko,  À,,  lo.  ...,  \,i  sont  des  constantes, 
dont  la  première  n'est  jamais  nulle. 

Pour  effectuer  cette  transformation,  on  divise  /{x)  par  (j>„(x)'^ 
on  obtient  pour  quotient  Xq  et  l'on  divise  le  reste  par  cp,^_,  (x),  ce 
qui  donne  X,,  et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs,  cette  transformation, 
toujours  possible,  n'est  possible  que  d'une  seule  manière  pour  une 
suite  complète  donnée  des  polynômes  o{x).  Lorsque  ces  poly- 
nômes représentent  les  puissances  de  x^ 

^yfl  ^f% — l  y^fl  —  2  /T>2  ^  f 

%A/         *  «*/  «  «A/  ^  •     •     •    ^  %A^        ^  %AJ  ^  I   • 

les  constantes  ).  sont  précisément  égales  aux  coefficients  àe  f{x). 

Exemple  I.  —  Gonvertii-,  dans  un  système  de  base  donnée,  un  nombre 
écrit  dans  le  système  décimal. 

Voici  un  moyen  assez  rapide  indiqué  par  Legendre  dans  la  Théorie  des 
nombres,  pour  exprimer  un  nombre  du  système  décimal  en  caractères  bi- 
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naircs.  Soit,  par  excniph',  le  nombre  iii83  44j>  en  le  divisant  par  6^, 
on  trouve  le  reste  21  et  le  quotient  174741.  Ce  dernier  nombre  divisé 
par  G4  donne  le  reste  21  et  le  quotient  2730.  Enfin  2780  divisé  par  64 
donne  le  reste  ^2  et  le  quotient  ^1.  Mais  21  et  42  s'expriment  dans  le 
système  binaire  par 

oioioi     et     loioio; 

donc  le  nombre  proposé  s'écrit  dans  la  numération  binaire 

lOlOIO  lOIOIOOIOIOI OIOIOI. 

h\/e//f/>le  II.  —  Quels  que  soient  les  n  nombres  a,  ù,  c,  ...,  l,  on  a 
ridonlilé 

■       ^  U//...1 

.r        xir  —  a)  ,  x{x  —  a^ .  .  .{x  —  k) 

a  ab  • •      \  ah  ...  kl 

103.  Division  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  exposants 
croissants.  —  Diviser  un  polynôme 

f{x)=  «0-^-  «1^-^  «2-^^  -+-•  •  • 

par  un  polynôme 

gi^x)—  Ùq-^  b^x  -^  h^x--    .  .  . 

revient  à  trouver,  pour  les  valeurs  successives,  entières  et  posi- 
tives de/?,  des  polynômes  Q/>(.r)  de  degré  y?,  de  telle  sorte  que 

(1)  f{x)=%{x)g{x)-^xP^^^p{x), 

Vi.p[x)  désignant  un  polynôme  ordonné  suivant  les  exposants  po- 
sitifs et  croissants. 

L'identité  n'est  possible  que  d'une  seule  manière,  pour  une 
valeur  déterminée  de/?;  en  d'autres  termes,  si  Q  et  Q'  désignent 
des  polynômes  de  degrés  />,  R  et  R'  des  polynômes  entiers,  les 
égalités 

f{x)  =  Q.^{x)  ^^/>^iH, 

/{x)  =  q'g{x)-^xp^n\' 

entraînent  l'identité  de  Q  et  de  Q',  et  celle  de  R  et  de  R'. 
De  ridentité  (i),  on  déduit 
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qui  conduit  au  développement  d'une  fraction  rationnelle  suivant 
les  exposants  croissants  de  la  variable  x. 

On  peut  donc  développer  une  fraction  rationnelle  sous  la 
forme  dhin  polynôme  entier  de  degré  p  augmenté  d' un  terme 
complémentaire j  égal  au  produit  de  xP^^  par  une  fraction  ration- 
nelle qui  reste  finie  pour  ^  r=  o  ;  le  développement  n'est  possible 
que  d'une  seule  manière.  Lorsque  g{x)  est  divisible  par  ^^,  on 
met  x~^  en  facteur. 

On  peut  aussi  développer  une  fraction  rationnelle  suivant  les 
exposants  décroissants.  Soient 

si  l'on  pose  x  =j/~%  on  a 


On  développe  la  fraction  rationnelle  en  y  suivant  les  exposants 
croissants,  et  l'on  remplace  ensuite  y  par  x~^ .  La  décomposition 
n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 

Exemple  1.  —  Si  f{x)  est  un  polynôme  ordonné  suivant  les  exposants 
croissants  de  x 

f{x)=^\-^ax-~bx-—cx^-~..., 

les  coefficients  du  quotient  àef{x)  par  (i  —  x)  sont  successivement 
I,     I  4- a,     1 -{-«-}- 6,     I -h  a -f- 6  H- c,     .... 

La  méthode  de  division  par  9  =(io  —  i)  dans  le  système  décimal,  que 
nous  avons  indiquée  au  n°  27  {Ex.  V),  est  un  cas  particulier  de  ce  résultat. 
On  déduit  les  développements 


.+R, 

l  —  X 

■ =  l-]-  2X  -h  3X^  -r  4^^    -)-  •  • 

(1  —  57)2 

.+R', 

, =  IH-  3^-f-6a;2-+-  \ox^  -\-  .  . 

{t-xy 

.  -.-  R", 

Le  Tableau  des  coefficients  reproduit,  au  signe  près,  le  triangle  de  Pas- 
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CAL,  pour  les  indices  négatifs:  on  en  déduit  que  la  foi' mule  du  binôme  de 
lSE\\To:\i  s'applique  aux  exposants  entiers  et  négatifs,  en  tenant  compte 
d'un  terme  complémentaire,  et  l'on  a 


(I  —  X )!'  I  2  \  .l.'à 

Pour  — I  <  jr  <  I,  le  développement  est  convergent. 

Exemple   II.  —   Démontrer,  pour  n   entier  positif,  la    formule  due   à 

EULER, 

n  n(n  —  i )      x^  ( n-^  i)n(n  —  \)     x^ 

(i-f-jr )«=!-; x-^  ~ ! — 

l  1  .  '2  1  -T-  J?  i  .'1.6  l  -^  X 

( n  -^  \) 71  ( 71  —  i)  ( n  —  9. )      x'* 
1 .  >. .  3 . 4  I  -i-x 

104.  Méthode  des  coefficients  indéterminés. —  Si  Ton  veut  déve- 
lopper la  fonction 

f(x)  =  (i  H-  ax)  (i  -h  a^x).  .  .(i-f-  a"^x), 
suivant  les  puissances  de  x,  on  pose 

f(x)  =  \-\-  Aix  -T-  Aa^^'-f-. .  .-7-  A,iX"^, 

et  il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  A,,  Ao,  ...,  A,,,  en  ob- 
servant que  le  développement  est  unique.  On  a  l'identité 

(i  —  ax)  f{ax)  =  (i  -f-  a'^-^^x)  f{x); 

remplaçons  f{ax)  et  f(x)  par  leurs  développements  ;  égalons 
successivement  les  coefficients  de  x,  x-,  x^,  . . .,  x",  il  vient,  pour 
les  coefficients  de  xP, 

aP  kp-x  -^  aP  kp  =  a«+'  A^-i  h-  Ay;  ; 
d'où  l'on  tire 

««+»  — aP 

et,  par  suite, 

(a.-,)(a»--,)...(a»-P^.-,)^^,^^.,_ 
''  (a  —  i)(a'--\)...(aP  —  i) 

Pour  <7=  I ,  on  retrouve  la  formule  du  développement  de  la 
puissance  (^i -\-  x)p  dm  binôme.  Ce  calcul  est  d'EuLER. 
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On  peut  développer  de  même  le  produit 

cp(:r)  =  (n-rt.r)(i  -n- a'-Kr  ) .  .  .(i -;- «2«-i.^)^ 

en  partant  de  l'identité 

(i  -+-  a-cr)o{ax)  =  (i  ^a'^'^-^^x)  o{t). 
Exemple  I.  —  Si  l'on  pose 


II' 


(I  —  x){\  —X^).  .  .{l  —  Xi') 


l'expression  T',l  est  un  polynôme  entier  en  x,  ainsi  que  cela  résulte  de  la 
formule  (j»),  et  l'on  a  l'identité 

^  Il  —  ^  /i-i    T-  .^      '  i.  ,1-11 
analogue  à  la  loi  de  formation  du  triangle  arithmétique  (n°  4). 
Exemple  II.  —  Si  l'on  pose,  avec  les  notations  précédentes, 

/(:r, /i)  =  i-ri  +  ii-^....-(_,)«r;î, 

on  a  la  relation 

f{x,  n-^i)^  {\~xn-^^)f(x,  n)\ 

par  suite, 

^  /(x,ip -^i)=zo, 

/{x,  ip)  ==(i  — .r)(i— ;r3).  .  .(i  —  ;r2/^-i  ), 

Les  exercices  précédents  sont  dus  à  Gvuss. 
Exemple  III.  —  On  a  l'identité 

X               x'*-       ^               x'^"-'     _       I       x  —  x"-" 
I  —  x"^  1  —  a?*  "^  '  "  '         l X-"         I  X    1  —  x'^" 

Exemple  IV.  —  On  a  l'identité 

X  —  xi  xi  —  xPi  X  —  xPi 


{^\.  —  x){\  —  xi)         {i  —  xi  )  {l  —  XP'/ )         {l  —  X){l  —  XP1)' 

si  l'on  remplace  q  par />«,  et  si  l'on  fait  successivement  n  égal  à  i,  2,  3, 
. . . ,  /i,  la  somme  des  égalités  ainsi  obtenues  donne  l'identité 

X  —  xP  xP  —  xP^  xP"  —  xP"^^ 


{i  —  x){i--xP)        {i~xP){i—xP')  {i—xP"){i—xP'"*-') 

—         x  —  xP''^' 
~~  (i  — a7)(i  —  xP"^^)' 
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Exemple  V.  —  Si  l'on  |)Ose 

/,,=  ([  — a- H  I  —  ^^  »•••('  — ^'0  r 

on  a  l'identité  suivante,  due  à  M.  Gesaro  : 

I  X  X"^  ( l)PX        2 


fp  /l  Jp-i  y 2  Jp-2  //> 

L'INTERPOLATION . 

105.  Formule  d'interpolation  de  Lagrange. —  Celle  formule  sert 
à  résoudre  le  problème  de  trouver  tous  les  polvnômes  F(^)  qui 
prennent  des  valeurs  données 

yo,      y^:      J'i,  ",      .Ta 

pour  (/2  H-  i)  valeurs  inégales  deux  à  deux  de  la  variable  x, 

ir*o ,     X\^     x^,      ....     X // , 
Considérons  d'abord  le  polynôme  cp  (.r),  de  degré  (n  -\-  i)  , 

o(x)  =  {x  —  xq){x  —  xi). .  .{x  —  x,i): 

il  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  données  de  x.  Désignons  par 
X/s  l'une  d'elles;  le  polynôme  X/^,  de  degré  n. 


X  —  X/, 


s'annule  pour  toutes  les  valeurs  données  de  x,  à  l'exception  de 
X  =  Xfcj  pour  laquelle  il  devient 

A/t  =  (  ^A-  —  ^0  )  •  •  .  (^A-  —  ^/.-l  ){^A  —  -î-A-f-l  )...(x/,—  Xn), 

et  A/i  n'est  pas  nul.  Par  suite,  pour  x  =  xa,  le  polynôme 

Xa- 

prend  la  valeur  convenue  et  s'annule  pour  toutes  les  autres  va- 
leurs de  X.  Cela  posé,  le  polynôme 
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remplit  les  conditions  demandées.  Il  est,  au  plus,  de  degré  /z,  et 
se  réduirait  à  une  constante  si  toutes  les  quantités  y  étaient 
égales,  puisque /(^)  — jKo  s'annulerait  pour  {n  -+-  i)  valeurs  de  œ. 
Tous  les  autres  polynômes  F(^)  qui  vérifient  les  conditions  im- 
posées sont  d'ailleurs  donnés  par  l'expression  générale 

F(^)=/(^)+cp(.r)Q(^), 

dans  laquelle  Q(^)  désigne  un  polynôme  quelconque,  puisque  la 
différence 

s'annule  pour  toutes  les  valeurs  données  de  x]  elle  est  donc  divi- 
sible par  o{x). 

Inversement,  sif(x)  est  un  polynôme  quelconque,  on  a  l'identité 

Ao  Al  A,i 


et  aussi 


^(X-  )  An        a;  —  Xn  Ai        X  —  .X ,      '    '  " '^ 


^{X)  Ao      a;  —  Xo 

La  démonstration  précédente  est  due  à  Cauchv  (Cours  cP Ana- 
lyse algébrique). 

Exemple  I.  —  Equation  de  la  droite  qui  joint  deux  points  donnes  par 
leurs  coordonnées. 
On  a 

X  X I  X  ^^~~  X  A 

Xq  —  J"i  X\  —  Xq 

ou  bien 

y  =  X \ • 

Xq  —  Xi  Xq  —  Xi 

L'intersection  avec  l'axe  des  x  donne 

X    —   ■  . 

ce  qui  conduit  à  la  formule  d'interpolation  par  les  parties  proportionnelles. 
—  Règle  de  fausse  position.  —  Méthode  d'HipPARQUE. 

Exemple  II.  —  Trouver  le  reste  de  la   division  d'un  polynôme  F (.27) 
par  le  produit 

{X  —  XQ){X—X^)...{x  —  Xn). 
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C'est  le   polynùiiio  J\x)   de  degré  n,  au  plus,  qui  prend  pour  x  —  Xq, 
xi,  ...,  Xn,  les  valeurs  F(a7o),  F(-^i)^  •••.  ^^(^n)- 
Exemple  III.  —  Les  trois  fractions 

,  ,  ^  (ix  -'-  1)  (9.:r  -4-  3). .  .{-^x  -^  '?.n  —  i) 

(A)  2" 7 

^     '  ./;(^j"  -f- 1;. .  .{X  -h-  /f  j 

(B) :       .,     ^    ., r-, 

./•u  - —  ./■-  I  t   >,-      •  ./  -  ).  .  .{Il- —  X'-) 
sont  respectivement  égales  aux  trois  expressions 

p  =  n 

{in)\    !         \y  {ip)\(').n  —  ip)\        T 


V  ^  {in)\  _L  ^  V^  {ip)\('?.n  —  ip)\        T 


(B)  ■       ■ 


(/i!)^         ^      ^     \(fi-p)\{n-^p)\\'^      \_x  —  p        JP-r-p\ 
P  =  i 

Exemple  IV.  —  Si  l'on  pose 


ou  a  les  identités 


9,  n 
•2  /i  -f-  I 

Gl  G2H+I  ~  G2  G2«-"  ...  H (G/j-Hi  )2  =:   ^ ^-—    G2/i+2« 

Exemple    V.  —  Si  l'on  pose 

{o.n-^i)\Bn  =  x  (.r2-+-  i2)  (arM- 32). .    [x'^-^  2/i—  i"), 

avec 

Ao  =  I         et        Bo=^, 
on  a  les  identités 

.  I    .  1.3  _  2  /i  -t-  I  ^ 

A,i-\ A/j_iH ;   A,j_2-T-.  .  .  —  —  i>rt, 

2  2.4  X 

JB/i-T O/i-iH 7  t{/i_2-r-.  •  .  —  -_ Art-Hj. 

2  2. I  "fc 

Les  trois  exercices  précédents  sont  dus  à  M.  J.-\V.-L.  Glaisher. 
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106.  Identités  d'Euler.  —  Si  l'on  égale  les  coefficients  de  x" 
dans  les  deux  membres  de  l'identité  (i)  du  numéro  précédent,  en 
observant  que  celui  de  X^  est  i,  on  obtient  en  supposant  que  le 
degré  de  F(^)  est  au  plus  égal  à  n,  et  en  désignant  par  M  le  coef- 
ficient de  x'^  dans  F(^), 

Ao  Al  A/^ 

Remplaçons  les  quantités  ^05  ^1?  •  •  ••  ^m  pai*  <^j  ^j  <'^  •  ••>  fj 
et  F(x)  par  xP^  il  en  résulte  que  l'expression 

aP  hP 


{a  —  b)  {a  —  c).  .  .{a  —  l )        {b  —  a)  {b  —  c ).  .  .{b     -  l ) 

s'annule  pour  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  ...,  ( /i  —  \)  de  p  el  devient 
égale  à  i  pour  p  =  n. 

Exemple  I.    —    Si    a,  b,  c,  .  .  . ,  l  désignent    les   abscisses   de   (/«  -f-i) 
points  A,  B,  G,  . .  .,  L,  en  ligne  droite  sur  l'axe  OX,  on  a 

0A==«,         0B  =  6,         AB  =  6--a; 

par  suite,  l'expression 

— p  — P 

OA  OB 


AB.AC...AL        BA.BC...BL 

s'annule  ou  est  égale  à  ( —  i)"-  suivant  que  p  est  un  entier  non  négatif  plus 
petit  que  n,  ou  est  égal  à  n.  Ces  formules  ont  été  indiquées  par  Ghasles, 
dans  sa  Géométrie  supérieure.  Par  la  méthode  d'inversion,  ou  de  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques,  on  généralise  ces  formules. 

107.   Sommation  de  fractions  rationnelles.  —  Soit  le  polynôme 

cp(a-)=:  (.r  —  xo)  {x  —  x^).  ..{x  —  Xn); 

considérons  une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du 
numérateur  est  au  plus  égal  à  (/z  —  i).  Par  la  formule  d'interpo- 
lation de  Lagrange,  on  peut  poser 


f{x)  _      Ao       ^        A,        , 
cp(ir)        X  —  Xq        x  —  Xi 

A„ 

X 

—  CPn 

Ao,  Al,  Ao,  . . .,  A,i,  désignant  des  constantes.  Si  Ton  fait 


Ao  +  Al  -f-  A2  + .  - .  -h  Ay,  =  B/„ 
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on  a  identiquement 

'^{X)  \X  —  Xo  X  —  Xy)  \X  —  J*i  X  —  x-il 

\X  —  Xn-\  X  —  XnJ 

car  B,i  est  nul,  d'après  l'une  des  identités  d'EuLER.  Par  conséquent, 
si  les  nombres  Xq.  x^^  jTo,  ••  .,  -C/^,  sont  tous  entiers,  on  pourra 
trouver  la  somme  des  valeurs  de  la  fraction  rationnelle  donnée, 
pour  des  valeurs  de  x  égales  à  une  suite  de  nombres  entiers  con- 
sécutifs. Plus  particulièrement,  si  Xq^  x^,  .  .  .,  x,i  sont  en  progres- 
sion arithmétique,  on  ramène  le  problème  à  la  sommation  des  in- 
verses des  faclorielles  successives  (n"  86). 

IJxeniplc   I.     -   Trouver   la   somme   S,i   des   ii    premiers    termes  de  la 

suite 

_  n{n  -^^^ 

""''  rnT-^  1  ){n~'i){fi  -  "  4  )  (  /i  -  r-  5  )  ' 
On  a  l'identité 

II  8  I  lo  I 

""~~    3    (  /l  -H  2  )  (  /i  4-T)   "~   îî    (/4-i-3)(/l-r-  4)  "^   T    (  /i  ^-  4  )  i  /i  -i-   J  )  ' 

et  l'on  trouve 

108.  Formule  d'interpolation  de  Newton.  —  Cette  formule  r<'- 
sout  le  problème  de  trouver  le  polvnôme,  de  degré  n  au  plus,  qui 
pour  des  valeurs  données  de  x^  en  nombre  {n  -j-  i), 

"'■05      ^\i      ^2)       •  •  •  j      ^m 

supposées  en  progression  arithmétique,  prenne  des  valeurs  don- 
nées 

Wo)       H^\t       ^2,        .  .  . ,       Uif 

En  désignant  par  li  la  raison  de  la  progression,  ce  poljnome  a 
pour  expression 


II 


u  =  Uq--  — — —  Amo 


-Xn  ( X  —  x^  __    \  A^//o 
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En  effet,  si  l'on  désigne  par/?  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  .  . .,  /?, 
le  premier  membre  devient  Up^  lorsque  l'on  suppose  dans  le 
second 

— - —   =p  ou  X  =  Xj„ 

par  suite  de  la  formule  fondamentale  du  calcul  des  différences 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  qu'il  n'existe  qu'un  seul  poljnôme  de 
degré  ii,  au  plus  (n"  73).  Le  problème  revient  encore  à  exprimer  le 
polynôme  cherché  comme  une  fonction  linéaire  des  polynômes 

X  —  Xo  X  —  Xq    f  X  —  Xo 


dont  les  degrés  représentent  la  suite  complète  des  entiers  de  o  à  /?. 
Lorsque  les  q  derniers  termes  de  la  suite 

s'annulent,  le  degré  du  poljnôme  a  s'abaisse  de  q  unités. 

Inversement,  si  f{x)  est  un  poljnôme  de  degré  /^,  on  a  l'iden- 
tité 

j.,     .        r,    .       x  —  Xçs  i^fio)        x  —  xr,   /x  —  Xq         \   AVfo) 

109.  Fonctions  interpolaires  d'Ampère.  —  Newton  a  étendu  sa 
formule  au  cas  où  les  valeurs  données  de  la  variable  x  ne  sont 
plus  en  progression  arithmétique  {JMethodas  differentialisy  1 7 1 1). 
Posons,  par  exemple,  pour  /?  =  3, 

U  =\ç^-\-\(^X  —  X^)-\-\^X^  —  Xf^)  (^X  —  Xx)-^  \z{x  —  X(i)  {x  ~  x^)  {x  —  Xi). 

En  remplaçant  successivement  x  par  ^o^  ^n  ^2>  ^z-,  il  vient 
u^  —  Xo-h  Xi(:r2  — ^o)-^  \t{x<i  —  Xçi)  (x-i  —  Xi)j 
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Si  nous  retranchons  la  première  ligne  des  suivantes,  si   nous 
divisons  respectivement  par  les  différences 

Xi Xq,       X2  —  Xq,       X,i Xq, 

et  si  nous  posons 

Ui  —  Ifo    _  K=> —  Ifo    _  Ui —  Ko    _ 

Xi Xq  X^  —  Xq  Xs  —  Xq 

il  vient  le  système 

f    (.'3=  l^^l^(xs  —  Xi)'i-l.i(X3—Xi){Xs  —  X2), 

semblable  au  précédent,  mais   contenant  une  ligne  en  moins.  En 
opérant  de  même  et  en  posant 


(•,— 

.  (',                                     P3--('i 

^2  — 

■Xi    ~        '■'■'               ^3—^1    ~ 

on  a  le  système 

(3)                                      j 

W3=  ^2+^^3(>2"3—  .3^2); 

donc,  si  l'on  pose 

(V3 (Vo 

on  trouve 

Xo  =  Uq, 

X,  =  P,,            X2=»'2,             > 

53- 


Cette  méthode  de  calcul  est  assez  rapide,  en  construisant  un  ta- 
bleau analogue  à  celui  des  différences.  Les  expressions  r,  (v, 
s,  . . .  ont  été  appelées  fonctions  interpolaires  par  Ampère.  Il  a 
observé  que  l'on  a 


W.2 


Xq Xi  Xi—Xq 

Uq  _  'Wi 


{Xq—Xx){Xq—X2)  {Xx  —  Xq){Xi  —  X.i)  {X2—XQ)(X2—Xy) 


ces  formules,  qu'il  est  facile  d'établir  d'une  manière  générale, 
permettent  de  déduire  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  de 
la  seconde  formule  d'interpolation  de  Newton. 
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CHAPITRE  XII, 


LES  POLYNOMES  DERIVES, 


110.   Polynôme  dérivé.  —  On  appelle  polynôme  dérivé  d'un 
polynôme  entier 

f{x)  =  A^«-[-  B^«-'-i-. .  .-f-  K^  -f-  L, 

le  polynôme  obtenu  en  multipliant  chaque  terme  par  l'exposant 
de  x^  et  en  diminuant  de  i  l'exposant  de  x.  On  désigne  le  poly- 
nôme dérivé  de/(  j;)  par /'(^),  et  l'on  a 

f'{x)  ^  /iy^a-'^-'-i-(/i  — I)B^«-2^-.  .  .-f-  K. 

Soit,  en  particulier,  le  monôme  Aj;'';  on  a,  pour  ^^  a,  l'identité 

X  —  a  '  ' 

pour  X  =  a^  le  premier  membre  se  présente  sous  une  forme  indé- 
terminée, tandis  que  le  second  membre  devient  /iAa"~',  et  l'on 
dit  que  cette  expression  est  la  valeur  du  premier  membre  pour 
x=ia.  Plus  généralement,   la  fraction 

fi  x)  —  fia)            x'^  —  a>^            .r«-  •  —  a«-»                       x  —  a 
'• =  iV  H-  rJ -f- .  .  .  -h  K > 


toujours  égale  à  un  certain   polynôme  contenant  x  qI  a^   pour 

x^a,  se  présente,  pour  :r  =  a,  sous  la  forme  -»  et  l'on  dit  que  le 

second  membre  représente  la  valeur  du  premier,  même  pour  la 
valeur  exceptionnelle  x  ^=^  a.  C'est  précisément  la  valeur  de  l'ex- 
pression/'(a),  obtenue  en  remplaçant  x  par  a  dans  le  polynôme 
dérivé. 

Le  polynôme  dérivé,  ou  la  dérivée  d'un  polynôme  f{x)  de  de- 
gré /?,  est  un  polynôme  de  degré  {n  —  1)  dont  on  peut  prendre 
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aussi  la  dérivée,  que  l'on  appelle  dérivée  seconde  ;  on  la  désigne 
par  f"{x)'.  c'est  un  polynôme  de  degré  {n — 2).  En  général, 
la  dérivée  p'^""^  d'un  polynôme /(^r),  de  degré  /i,  est  un  polynôme 
de  degré  {n  — />);  la  dérivée  /i*""®  se  réduit  à  la  constante  /zIA,  el 
les  dérivées  d'ordre  plus  élevé  sont  nulles.  On  désigne  la  dérivée 
d'ordre/)  de  f{x)  par  l'une  des  notations 

dn  fi  X  ) 

-^7-'     /""(^>.      D/'/(r), 

employées  respectivement  par  Leibniz,  Lvgrange  et  Cvuchy. 
jNous  nous  servirons,  suivant  les  cas,  de  la  notation  la  plus  com- 
mode. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  définition  que  la  dérivée  y?'*'""' 
d'une  somme  algébrique  de  polynômes  égale  la  somme  des  déri- 
vées/>''""'^  des  termes  de  cette  somme;  ainsi 

Dp[af{x)^  bo{x)-h  c<^(a7)]  =  aDpf{x)  -h  ôDp  o{x)  -+-  cDp'\>{x). 

111.  Dérivées  d'un  produit  et  d'un  quotient.  —  Si  l'on  désigne 
par  j-  le  produit  de  deux  polynômes  u  et  ç  contenant  la  variable  œ, 
et  si  l'on  donne  à  oj  l'accroissement  A^,  il  en  résulte  pour  w,  ç,j' 
les  accroissements  Ai^,  Ar,  Ar;  on  a 


\y  =  (w  -f-  Am)  (p  -+-  \ç)  —  m 

puis 

Av-            Iv          \u        Aw  , 

-r-  =  ^-K — ^  ^  \ — H  — -  A(^ 
Aie           Aie           AiP        \x 

et,  pour  A^  =  0, 

y  —  uv  -+-  vu 

En  divisant  par  iiv^  on  peut  écrire 


y  _  u        (■ 
~y  "  Il        V 


l'expression  —  s'appelle  la  dérivée  logarithmique  du  polynôme  >-. 

Par  suite  :  La  dérivée  logarithmique  dan  produit  est  égale 
à  la  somme  des  dérivées  logarithmiques  des  facteurs. 

Ce  théorème  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs.  Par 
suite,  la  dérivée  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  égale  la  somme 
E.  L.  —  I.  i3 
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des  résultats  obtenus  en  multipliant  la  dérivée  de  chacun  des  fac- 
teurs par  le  produit  de  tous  les  autres. 
Si  l'on  3iy=z(u  :  v),  on  obtient 


u  -+-  ^u      II 
Ar  = : ? 

^y 

^>^u—  u\i>            I 

A^ 

^x        p(p  -^  Aç^) 

et  enfin 


,       vu  —  uv 

y=  — ~. — 


En  particulier,  la  dérivée  de  —  ou  de  ^  "%  pour  m  entier,  est 

( —  7n)œ^~"^^~^  ;  ainsi  la  dérivée  de  x^  est  mx"''~'^  pour  m  entier 
négatif,  comme  pour  m  entier  positif. 

La  dérivée  logarithmique  d'un  quotient  est  égale  à  la  différence 
des  dérivées  logarithmiques  du  dividende  et  du  diviseur. 

Exemple  I.  —  Soit 

en  désignant  par  a,  p,  y,  ...  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  on  a 

r'  li^        _  v'  w' 

—  =a h8 h  Y H.,.. 

y  II        '    f         '  tp 

Enfin  supposons  que  y  soit  une  fonction  de  fonctions,  c'est- 
à-dire  que  y  soit  exprimée  en  fonction  de  x  par  des  variables  in- 
termédiaires 

^  =(!;((;),         p  =  cp(^^),         u=f{x), 

de  telle  sorte  que  JK  =  F(^).  On  peut  trouver  la  dérivée  y'  sans 
(ju'il  soit  nécessaire  de  faire  les  substitutions;  en  effet, 

AjK  _  \y  Ap  Aii 
AiP        Ap  Àw  Aa? 
et,  par  suite, 

y=f(Ocp'(iO/(^). 

112.  Formule  de  Taylor.  —  Ce  théorème  a  pour  but  d'exprimer 
un  polynôme  f{x  -\-  h)  en  fonction  linéaire  de  f{x)  et  de  ses 
polynômes  dérivés /^(^) ,  f'{x)^  ...  (n°  102).  Ce  n'est  ainsi 
que  la  formule  du  binôme  de  Newton,  avec  un  changement  de 
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notation,  lorsqu'il  ne  s'agit  que  des  fonctions  entières.  On  a,  en 
elïel, 

h  A2 

(x-\-  liy^  =  J7«H-  -r/ix«-»H rn(n  —  i)37«-'-i-... 

^  I  o  I         ^  ^ 


—^n{n  —  i)...{n—p  -f- i):p«-p-i-. .  .n _ 


et,  en  posant/(^)  =  Xx"^  il  vient 

(0     /(.r  -I-  h)  =f{x)  H-  ^/'(^)  +  .  .  .+  ^7(p)(^)  +.  .  .H_  ^  f,n)^x), 

Pour  d'autres  monômes,  B^'",  C^^,  . . . ,  on  a  des  formules  ana- 
logues; donc,  si  l'on  fait  la  somme  des  développements  obtenus, 
en  tenant  compte  du  théorème  sur  la  dérivée  d'une  somme,  on 
en  déduit  que  le  développement  (i)  subsiste  pour  un  polynôme  de 
degré  quelconque. 

Cette  formule  donne  encore  le  développement  de 

(2)  \f{x)=f{x-^-.h)-f{x), 

c'est-à-dire  de  la  différence  d'un  polynôme y(^),  ordonné  suivant 
les  puissances  de  l'accroissement  h  de  la  variable. 

Si  l'on  fait  x  =:  o,  et  si  l'on  remplace  ensuite  h  par  Xj  on  ob- 
tient la  formule  de  Mac  Laurin 

(3)  /(>'-)=/(o)+-^y(o)-f-'^/"(o)-f-...+  ^/(«)(o). 

Enfin ,  si  l'on  suppose  Ji  =  —  x^  on  a  la  formule  de  Ber- 
NOULLI ( ' ) 

(4)  /(o)=/(a-)-^/'(x)-HÎ-V«(:r)-...-t-tz^"/""(^)- 

113.  Facteurs  multiples  d'un  polynôme.  —  On  dit  que  le  poly- 
nôme f{oc)  contient  le  facteur  (^  —  a)  au  degré  de  multiplicité/?, 
lorsque  f{x)  est  égal  au  produit  de  {x  —  a)P  par  un  polynôme 
cp(^)  qui  n'est  pas  divisible  par  [x  —  «),  de  telle  sorte  que  l'on  a 

f{x)  =  {x  —  a)Pt:^{x), 

avec  l'hypothèse  cp(rt)^o.  On  a  le  théorème  suivant  :  Pour  que 

(')  Cette  formule  a  été  publiée  avant  celle  de  Taylor. 
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le  polynôme  f{x)  soit  divisible  par  [x  —  a)P,  il  faut  et  il  sufjit 
que  le  polynôme  f{x)  et  ses  {p  —  i)  premières  dérivées  s'an- 
nulent pour  X  =^  a. 

En  effet,  si  l'on  remplace,  dans  la  formule  de  Taylor,  x  par  a 
et  II  par  [x  —  a),  il  vient 


(I)  /(^)^/(^)  +  ^^Vh^)  +  -->+^7,„.\,  r^^-Ha) 


par  suite,  le  quotient  de  f{x)  par  {x  —  a)P  est  le  polynôme 


pi"    --  ■  (/>+r)! 


T/'^H^)-i-7TrT-7T7/'^"^^(^)+--'+  y        P'Ha), 


et  le  reste  de  la  division  de  f[x)  par  (x  —  a)P  est  le  polynôme 

/(«)+^/»  +  ^-^^Vv)+.. . H- ^f^fr /'-'(«). 

Ainsi,  pour  que  f{x)  soit  divisible  par  [x  —  a)P^  il  faut  et  il 
suffit  que  le  reste  de  la  division  soit  nul,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  X  et,  par  suite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  (x  —  a);  on  a  donc 
les/?  conditions 

f{a)  =  o,        f{a)  =  o,         ....        f'p-i^a)  =  o: 

réciproquement,  si  ces  p  conditions  sont  vérifiées  et  si  f^P' (a) 
n'est  pas  nul,  le  poljnômey(^)  est  divisible  par  (x  —  a)P,  et  non 
par  une  puissance  de  plus  grand  exposant. 

114.  Règle  de  L'Hospital.  —  Lorsque  les  deux  termes  d'une 
fraction  rationnelle  s'annulent  pour  une  même  valeur  a  de  x^  la 
fraction  prend  une  forme  indéterminée;  mais,  si  l'on  remplace 
/{x)  et  (f{x)  par  leurs  développements,  conformément  à  la  for- 
mule (i)  du  numéro  précédent,  on  en  déduit  la  règle  suivante  : 
On  prend  les  dérivées  successives  de  f{x)  et  de  o(x)  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  deux  dérivées,  f^P^{x)  et  cp(^^(^),  qui  ne  s'annulent 
pas  pour  X  =  a.  La  valeur  de  la  fraction  est  égale  au  rapport 
fp (a)  k  (^'f (a) ,  lorsque  jo  =  ^ ;  elle  est  nulle  ou  infinie,  si  p  est 
supérieur  ou  inférieur  à  q. 

Exemple  I.  —  Polynômes  d'Abel.  —  Si  l'on  pose 

/•p=  vPx  -+-  iPx"^-^  3px^-^..  .  +  (n  —  i)Px"'-^, 
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on  a,  en  prenant  la  dérivée  et  en  multipliant  par  x^ 


mais,  pour 

P^ 

"•      u- 

=   a?  -f- 

■x^-\-. 

.  .-+■ 

ou 

bien 

- 

u 

X  — 

X"- 

1  — 

-X    ' 

on 

a  donc 

successivement 

/.  =  xD^ 

—  x^ 
-x' 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  fait  x=z\,  les  valeurs  de  /^i, /2) /a,  •  •  •  se  présentent  sous  une 
forme  indéterminée;  mais,  en  appliquant  la  règle  de  L'Hospital,  on  trouve 
ainsi,  par  un  procédé  détourné,  la  somme  des  carrés,  des  cubes,  des  bicar- 
rés, ...,  des  {x  —  i)  premiers  entiers  (Abel,  Œuvres  complètes,  2*  édi- 
tion, t.  II,  p.  14). 

Exemple  II.  —  La  dérivée  d'ordre  p  de 

a  pour  développement 

1 .2.  . ./?  +  2.3. . .(/?  -+-  i)x  -^. .  .-r-  n{n-h\). .  .{n  ~- p  —  i)^«-'  ; 

en  formant  directement  ^'(x),  s;''{x),  g" {x),  ...  et  faisant  ensuite  ir  =  i, 
on  retrouve  la  sommation  des  factorielles  consécutives  (n°  37). 

Mo.  Formule  d'Abel.  —  Nous  avons  vu  que  si  f{x)  désigne 
un  polynôme  de  degré  /i,  et  cpo,  «i,  ^2,  •••7  'fw  des  polynômes 
donnés  dont  les  .degrés  reproduisent  la  suite  des  nombres  entiers, 
le  polynôme  f{x)  peut  être  développé  suivant  la  forme  linéaire 

f{x)=  )^o'fo+^i?i-l-  XaOjH-.  .  .-t-)^«»«, 

les  coefficients  \  étant  indépendants  de  x.  Désignons  par  ^  une 
constante  quelconque,  et  posons 

©0=1,     oy{x)=x,         cp2(ar)=  —^ •••' 

x(x-p'^)P-^ 
?p(^)=  Ji 
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Pour  déterminer  les  coefficients  \  nous  observerons  que,  si 
l'on  désigne  par  cpy(^)  l'un  de  ces  polynômes,  on  trouve,  en  pre- 
nant les  dérivées  successives  de  cp^, 


[^  h 


?r(^)=^/-/^(^-/^?)' 


AI) 


Donc,  en  prenant  la  dérivée  d'ordre  p  de/(^),  on  a 

f^P\a;)=lpOo-h'kp+iOi{ar—p'^)-i-lj,+^Oi{cr—p^)^..., 
et,  en  faisant  ^  =  />  P,  il  vient 

En  faisant /(^)  =  (.r -I- a)'^,  dans  la  formule  précédente,  et  en 
échangeant  ensuite  œ  et  a,  il  vient  (') 

j  (^  +  a)«=^«  +  GAa(^+P)«-i  +  G2a(a-2P)(:r+'2p)«-2  +  ... 

il6.  Binôme  de  Leibniz.  —  Cette  formule  donne  la  dérivée 
^ième  j'^^j^  produit  uç  de  deux  facteurs,  et  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  de  facteurs.  On  a 

y  =  Ui>'  H-  vu'. 

y"  =  uç"  -I-  2  wV  +  u"  V, 

y  ==  uv'"  -u  3  u'  ç"  -^^u"ç'-\-  II"  ('  ^ 


et,  en  général, 

en  désignant  par  /?<,  /?2>  •  •  •  les  coefficients  de  la  puissance  p 
du  binôme.  Cette  formule  se  vérifie  immédiatement  en  prenant 
la  dérivée  de  y^P^  et  en  observant  que  les  nouveaux  coefficients 
du  second  membre  s'obtiennent  par  la  loi   de  construction   du 

(')  La  formule  (2)  a  été  donnée  par  Abel  {Œuvres,  2»  édition,  t.  I,  p.  102). 
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triangle  arithmétique  de  Pascal.  On  peut  écrire  sjmboliquemenl 

à  Ja  condition  de  substituer,  aux  exposants  de  a  et  de  v^  les  indices 
de  dérivation,  et  de  tenir  compte  de  l'exposant  zéro,  en  rempla- 
çant u^  et  v^  par  u  et  v. 

En  supposant  jK  =  w(^(v,  on  a  la   formule  symbolique 

yP  fc^  (  i^  -I-  i"  -4-  IV  )/% 

et  ainsi  de  suite. 
Exemple  I.  —  Si  l'on  pose 

y  —{x  —  a){x  —  b). .  .(x  —  /), 
on  a 

yiP^  =  plS,n-p, 

en  désignant  par  S,n-p  la  somme  des  produits  (m  — p)  à  (m — p)  des  m 
facteurs  de  y. 
Exemple  II.  —  Trouver  la  /î"'"'*'  dérivée  de 


y  = 


H-J72 


En  chassant  les  dénominateurs  et  en  appliquant  la  formule  de  Leibniz^ 
on  trouve 

(i  +  a72)^{«)_|_  -i^jixy^ii-i,^  n{n  —  l)y^n-rj  —  o. 


Si  l'on  pose 


yin)  = 


(  r  -f-  x'^  y 


les  polynômes  Zn  sont  déterminés  successivement  par  la  formule  de  récur 
rence 

Zn-^-inxZn-i-^  n{n  —  i)(i  -h  X')z,i-i  =  o. 


DES    FONCTIONS    DE    PLUSIEURS    VARIABLES. 

117.  Dérivées  partielles.  —  Un  polynôme  peut  contenir  les 
puissances,  d'exposants  entiers  et  positifs,  de  plusieurs  variables 
.r,  j',  ^,  ...  ;  on  le  désigne  par  une  lettre  suivie  d'une  parenthèse 
contenant  les  variables  dans  un  ordre  déterminé.  Ainsi 

/(x,y,z,...); 

mais  on  n'a  pas  le  droit,  dans  le  cas  général,  de  changer  l'ordie 
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des  lettres  qui  représentent  les  variables.  Le  polynôme  peut  avoir 
des  degrés  différents  par  rapport  à  chacune  des  variables;  on  ap- 
pelle degré  d'un  terme  le  nombre  égal  à  la  somme  des  exposants 
des  variables  qu'il  contient,  et  le  degré  du  polynôme  est  égal  au 
degré  du  terme  du  plus  haut  degré. 

On  peut  prendre  les  dérivées  du  polynôme  par  rapport  à  cha- 
cune des  variables,  et  les  dérivées  successives  par  rapport  à  des 
variables  différentes.  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de 
f[x^y,  z)^  prises  par  rapport  àj^,  par  exemple,  se  désignent  par 
l'une  des  notations 

f;.{x,y,z),     ^/^^^^,      Y}yf{œ,y,z)- 

lorsque  l'on  donne  ensuite  à  oc^y^z  certaines  valeurs  ^o>  J^o>^0) 
il  suffit,  pour  indiquer  cette  opération,  de  remplacer,   dans   les 
parenthèses,  x^y^  z  respectivement  par  ^ojJKo?  ^o- 
Si  l'on  prend  la  dérivée  du  terme 

a  fois  par  rapport  à  x^  puis  [3  fois  par  rapport  à  y,  puis  y  fois 
par  rapport  à  ^,  on  obtient,  en  désignant  par  la  lettre  A  les  arran- 
gements simples  (n°  45), 

le  résultat  est  indépendant  de  l'ordre  des  dérivations.  Pour  toute 
fonction  entière/,  il  en  est  de  même;  le  résultat  s'indique  par 
l'une  des  notations 

118.  Formule  de  Taylor  pour  une  fonction  de  plusieurs  va- 
riables. —  Soit  une  fonction  f{x^y^  z)  de  trois  variables,  par 
exemple;  il  s'agit  de  développer  l'expression 

f{x-hh,y-hk,  z^  l) 

suivant  les  puissances  des  accroissements  A,  A',  /  des  variables 
x^y,  z.  Pour  simplifier,  nous  nous  servirons  d'un  symbole  d'opé- 
ration 0,  qui   désigne  le   résultat  que  l'on  obtient  en  faisant  la 
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somme  des  dérivées  partielles /^.,/^',  /,'  àa  f{Xjy,  z)^  multipliées 
respectivement  par  les  accroissements  A,  A',  /.Ainsi,  par  définition, 

Mais  0/est  un  polynôme  en  x,  y,  z,  sur  lequel  on  peut  ré- 
|)éter  la  même  opération  dont  nous  désignons  le  résultat  par  B-/", 
et  ainsi  de  suite.  On  a,  en  général, 

Appliquons  l'opération  0  aux  dérivées  partielles  de  /{^^  y,  2)5 

^fx  =  f^fxx  -^  ¥xy  +  ifxz  , 

Si  l'on  multiplie  respectivement  ces  trois  égalités  par  h,  /r,  / 
et  si  l'on  ajoute  les  résultats,  il  vient,  en  tenant  compte  du  théo- 
rème sur  l'interversion  de  l'ordre  des  dérivations  (n"  117), 

ou,  sous  la  forme  symbolique, 

on  y  considérant  -v  ^   t-  ^   -^  comme  des  quantités,  et  à  la   cod- 

^  dx      ôy      dz  ^  ' 

dition  de  remplacer,  après  le  développement  du  second  membre, 
leurs  exposants  par  des  indices  de  dérivation. 

Le  symbole  0  est  distributlf,  comme  celui  de  la  dérivée  D^ 

ou  -7-j    c'est-à-dire    que,    si   l'on    considère    plusieurs   fonctions 

y,  cp,  ^  des  variables  x^  j',  ^,  on  a,  quelles  que  soient   les  con- 
stantes A,  B,  C, 

e(^A/-^  Bo  H-  0^)  =  Ae/-f-  Bep  -h  ce-j/. 

Cela  posé,  la  formule  de  Taylor,  étendue  à  un  polynôme  de 
plusieurs  variables,  s'écrit 
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Pour  vérifier  l'exaclilude  de  celte  formule,  il  suffît  de  consi- 
dérer la  fonction 

Le  coefficient  de  h^k^ly  dans  le  développement  de 

{x-h  h)^(y -h  k'f{.z -i- ly 

est,  en  se  servant  de  la  notation  des  arrangements  simples  (n"  45) 

A^'  X^  \^ 

(2)  ^^^«-a.±J^^-[^.ili;^c-r. 

a!  p!  y! 

D'autre  part,  si  l'on  suppose 

le  coefficient  de  h^k^ly  dans 

ni       -^        nl\dx  dy  dz J  -^ 

est,  d'après  le  n^  80,  égal  à 

I  n  !  d"f 

ÂTI  a  !  p  !  Y  !  dx^dy^dz^  ' 
ou 

qui  ne  diffère  pas  de  l'expression  (2). 

119.  Fonctions  homogènes.  —  Un  polynôme  entier  en  Xy  y,  z 
est  homogène  et  de  degré  Ji  lorsque  tous  ses  termes  sont  de  même 
degré  /i;  par  suite,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /,  on  a  l'identité 

f{tx,  ty,  tz)  =  tnf{x,y,z). 

La  somme  algébrique  de  fonctions  homogènes  de  même  degré 
est  une  fonction  homogène  de  même  degré. 

Le  produit  ou  le  quotient  de  deux  fonctions  homogènes  de 
degrés  p  et  q  est  une  fonction  homogène  de  degré  (p  =b  q.) 

Toute  fonction  homogène,  de  degré  aï,  des  variables  ic,  j)^,  z  est 
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égale  au  produit  de  Ja  puissance  n^"""^  de  Tune  d'elles  par  une 
fonction  des  rapports  des  autres  variables  à  celle-ci,  et  inverse- 
ment. 

Les  formules  de  la  Géométrie  sont  homogènes. 

Les  dérivées  d'ordre/?  d'une  fonction  homogène  de  degré  n  sont 
des  fonctions  homogènes  de  degré  (n  — /?). 

120.  Théorème  dEuler.  —  Toute  fonction  homogène,  et  de 
degré  /i,  des  variables  jc,  y,  z  vérifie  l'identité 

àf  df  df  .^ 

on  a  de  même 


et,  en  général,  avec  la  notation  du  n"  L18, 

^Pfi^^y-,  ^)-^f^  (n  —  I  ).  .  .(,1  —  p  -f-  0/(37,  y,  z), 
après  avoir  remplacé,  dans  le  développement  du  premier  membre, 

les  exposants  de  -r--,  -r-y  -r-,  par  des  indices  de  dérivation,  et  //, 
^  àx    oy     oz     ^ 

A-,  /  par  x^y^  z. 

L'emploi  des  formules  d'EuLER  permet  de  transformer  des  re- 
lations en  d'autres  plus  simples,  en  rendant  homogènes  des  po- 
lynômes qui  ne  le  sont  pas,  par  l'introduction  d'une  nouvelle  lettre 
que  Ton  considère  comme  une  variable  arbitraire,  et  que  l'on  rem- 
place ensuite  par  i . 

Soit,  par  exemple,  le  poljnôme/(j:),  de  degré  /î,  que  l'on  peut 
écrire  sous  la  forme  homogène 


y''f\-y)      *^"      fi^^y)- 


Pour  que  ce  polynôme  soit  divisible  par  {x  —  «x)^.  il  faut  et  il 
suffit  (n<*  113)  qu'en  remplaçant  x  par  a,  et  JK  par  i,  dans  la  suite 
des  dérivées 

/(a,  I),    /:,(«,  I),    /;,(a,  I),     ...,    f'^f-V{.a,  i), 
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tous  les  résultats  soient  nuls.  Par  les  formules  d'EuLER,  on  sub- 
stitue à  ces  conditions  les  conditions  équivalentes 

dP-\f(rf,  i)  _  dP-if(a,  i)  _  ÔP-if{a,  i)  _ 

OxP->^         ~     '  dxi'—-ây     "~"    '  '■'  dyP~^         ~     ' 

en  d'autres  termes,  il  faut  et  il  suffit  que  lesy?  dérivées  partielles  de 
l'ordre  (/?  —  i),  prises  par  rapport  à  x  et  j>',  s'annulent  lorsque 
l'on  y  remplace  x  par  a  el  y  par  i . 

Exemple  I.  —    Si  f{oc,y^  z,  .  . .)  est  un  polynôme  homogène  de  degré 
n,  on  a  l'idenlité 
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CHAPITRE  XIII. 

LE    CALCUL    SYMBOLIQUE. 


On  doit  considérer  le  calcul  symbolique  comme  une  méthode 
rapide  pour  l'écriture  des  formules  dans  une  suite  de  déductions 
théoriques  ;  mais,  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs  des  nom- 
bres fournis  par  ce  calcul,  il  est  indispensable  de  remplacer  la  for- 
mule symbolique  par  le  développement  ordinaire.  On  fait  de 
même  lorsque  la  suite  des  raisonnements  laisse  dans  l'esprit  une 
certaine  obscurité;  alors  on  remplace  encore  la  formule  par  les 
notations  ordinaires.  C'est  donc,  en  quelque  sorte,  pour  le  déve- 
loppement des  nouvelles  théories,  une  sténographie  des  formules 
de  l'iVrithmétique  et  de  l'Algèbre. 

Cette  méthode  est  déjà  ancienne  ;  on  la  trouve  comme  procédé 
mnémonique  dans  les  écrits  de  Leibniz,  pour  les  dérivées  successives 
d'un  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  facteurs;  on  la  retrouve  dans 
la  série  de  Taylor  étendue  au  cas  de  plusieurs  variables;  nous  l'avons 
déjà  employée  dans  les  formules  fondamentales  du  calcul  des  dif- 
férences. Développée  plus  tard  par  Laplace,  'par  Vandermonde  et 
par  Herschel,  elle  a  été  considérablement  augmentée  par  les  tra- 
vaux de  Cayley  et  de  Sylvester,  dans  la  théorie  des  formes. 

Dans  un  ouvrage  intitulé  Calculas  of  Opérations^  Garmichael 
a  exposé  les  méthodes  générales  de  ce  calcul  rapide;  ses  dévelop- 
pements se  rapportent  surtout  à  l'emploi  des  symboles  d'opération, 
comme  ceux  du  calcul  des  sommes  et  des  différences  ^  et  A,  et  ceux 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral.  Mais  la  méthode  sym- 
bolique, que  nous  employons  ici,  diffère  des  précédentes  sous  ce 
rapport,  que  les  symboles  que  nous  considérons  désignent  des  quan- 
tités et  non  des  opérations;  nous  nous  rapprochons  ainsi  pour  une 
partie  de  la  notation,  employée  par  Cayley,  pour  les  polynômes  en- 
tiers {qiiantics).  L'application  de  cette  méthode  nous  a  permis 
de  simplifier,  d'une  manière  très  notable,  les  raisonnements  et  les 
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résultats  sur  le  calcul  des  sommes  et  des  différences,  sur  les  nom- 
bres de  Bernoulli  etd'EuLER,  sur  la  théorie  des  séries  récurrentes 
et,  par  suite,  sur  la  théorie  générale  des  fonctions.  Par  notre  mé- 
thode, les  développements  prennent  une  forme  plus  concise,  plus 
condensée,  qui  conduit  à  des  généralisations  successives  et  indéfi- 
nies des  propriétés  qui  concernent  les  nombres,  et  des  formules  qui 
les  renferment.  Ainsi,  dit  Laplace,  «  la  langue  de  l'analyse,  la  plus 
parfaite  de  toutes,  étant  par  elle-même  un  puissant  instrument  de 
découvertes,  ses  notations,  lorsqu'elles  sont  nécessaires  et  heureu- 
sement imaginées,  sont  les  germes  de  nouveaux  calculs.  » 

Ce  Chapitre  contient  quelques  principes  généraux,  et  leur  appli- 
cation à  la  solution  de  plusieurs  problèmes  considérés  par  Euler. 
Ceux-ci  se  rapportent  aux  Permutations  figurées  et  à  l'Arithmé- 
tique de  position;  le  Chapitre  suivant  donne  l'application  du  calcul 
symbolique  au  Calcul  des  sommes  et  au  Calcul  des  différences. 

121.  Du  symbole  potentiel.  —  Considérons  des  nombres  quel- 
conques 

(6)  60,  61,  b,,  ...,  b,>,  ..., 

formant  une  suite  limitée  ou  illimitée,  de  telle  sorte  qu'à  chaque 
valeur  de  l'indice  corresponde  un  nombre  déterminé. 

Nous  désignerons  par  b  le  symbole  des  nombres  de  cette  suite, 
et  nous  supposerons  que,  dans  les  formules  transitoires,  b  est  une 
quantité  assujettie  aux  lois  ordinaires  du  calcul  algébrique  et,  en 
particulier,  à  la  règle  des  exposants  entiers  et  positifs, 

A  la  fin  des  calculs,  on  doit  remplacer  les  exposants  de  b  par  des 
indices  et  les  nombres  b  par  ceux  de  la  suite. 

Soit  un  polynôme  de  degré  n,  dans  lequel  nous  mettons  en  évi- 
dence les  coefficients  du  développement  de  (i  +  x)'^^ 

nous  pouvons  écrire  ce  polynôme  sous  la  forme  condensée 
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en  ayant  toujours  le  soin  de  tenir  compte  de  V exposant  zéro 
de  h  et  du  nombre  correspondant  h^. 

On  voit  immédiatement  que  la  dérivée /'(j;)  du  polynôme /(^) 
peut  s'écrire  symboliquement 

m 

et,  par  suite,  on  a  pour  la  dérivée  d'ordre  /?, 

f^p\x)^n{n  —  i)...{n  —p  ^  \)  {x  -¥-  b)'^-P. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  suppose 

M%A?  (a; -h  a)",         vtéà{x-\-by\ 

et  si  l'on  considère  l'expression 

y  —  uv''  —  II'  p''— '  -r-  u" ç"^—^  H- . . .  -^ (  —  i)"  ll'^V, 

dans  laquelle  les  exposants  sont  des  indices  de  dérivation,  la  fonction  ^  est 
indépendante  de  x.  (Halphen) 

On  voit,  en  effet,  que  la  dérivée^' est  nulle;  on  obtient  la  valeur  de  ^, 
en  remplaçant  x  par  o,  ce  qui  donne 

y  *zù:?  nl{a  —  b)'^. 
Plus  généralement,  considérons  le  polynôme  homogène 

f(^,  y)  =  b^aax'^y^-^  -  bia^-ix'^-^y 

n(n  —  r)  , 
H bi an -2 x'i--y- -r-. .  .^bn a^ x^y^^  ; 

nous  pouvons  l'écrire  sous  la  forme  symbolique  condensée 

fix,y)':^{ax-i-by)^, 

en  supposant  que  l'on  remplace,  après  le  développement  du  sei 
cond  membre,  les  exposants  de  a  et  de  b  par  des  indices.  On 
trouve,  comme  précédemment, 

■y-  ^  na(ax  -+-  by)'^—^, 

-^  *èà  nb{ax-¥-  by)"-K 
Oy  ^  -^  ' 

On  peut  donc  appliquer  à  un  polynôme  symbolique  les  procédés 
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ordinaires  de  dérivation  ;  d'ailleurs,  on  peut  considérer  des  polj- 
nômes  contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  et  de  sym- 
boles, tels  que 

{ax  -;  -  by  -+-  c^  H-. . .)". 

Lorsqu'un  polynôme  y(^),  à  une  seule  variable,  n'est  pas  homo- 
gène, on  peut  toujours  l'écrire  sous  la  forme  homogène /"(x,  j^^); 
il  suffît,  dans  les  résultats,  de  remplacer  ensuite  y  par  i;  cette  re- 
marque s'applique  d'ailleurs  aux  polynômes  contenant  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Ainsi  les  propriétés  des  formes  homo- 
gènes s'appliquent  aux  polynômes  symboliques. 

P^Jous  avons  supposé  que  l'on  peut  représenter  par  une  lettre  le 
symbole  d'une  suite  de  quantités  données;  inversement,  on  peut 
calculer  successivement  les  termes  d'une  suite  définie  par  un 
symbole.  Soit,  par  exemple,  une  suite  donnée 

{a)  «0,  «1,  «2.  •• .,  cin,  ...  ; 


on  peut,   de  bien  des  manières  différentes,  calculer  des  suites  de 
nombres  qui  dépendent  des  nombres  de  la  suite  [a). 
Posons,  par  exemple, 

c'est-à-dire 

,  n  n(  n       i) 

On  —  ail  -\-  -   Cl,i-\  H «/i-2  H-  ...  -h  «0  ; 

I  1.2 

Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  introduire,  dans  la  relation  (i). 
une  variable  quelconque  z\  en  effet,  soit/(^)  un  polynôme  quel- 
conque 

nous  avons,  d'après  laformule  (i), 

b,^     ^{a   -f-i)", 
b„-i^(a   -hi)"-i, 


b.2      «^(a    -h  1)2, 

bi        tAo  (a     -i-  l)^ 

bo      h^   «01 
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En  multipliant  respectivement  ces  égalités  par  po,  Piy  p-2i  ••  iPn 
et  en  ajoutant,  il  vient 

(•2)  /(^)«A,/(a_^i). 

Cette  relation  subsiste,  quelle  que  soit  la  fonction  entière/(jc). 
Nous  pouvons  donc  écrire  les  égalités 


en  les  multipliant  respectivement  par 

''     7!'     T\'     V:      '••'     n\' 

il  vient,  en  ajoutant  et  en  tenant  compte  de  la  formule  de  Tay- 
LOR,  l'égalité  symbolique 

f{z-^b)^f{z  +  a-\-i). 

Ce  procédé  d'extension  d'une  égalité  symbolique  s'applique 
évidemment  à  une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables 
et  de  symboles.  Ainsi,  dans  la  formule  précédente,  on  pourra 
supposer  que  z  représente  un  symbole  au  lieu  d'un  nombre. 

Non  seulement  les  formules  symboliques  déterminent  des 
nombres  par  des  relations  avec  des  nombres  donnés  à  l'avance, 
mais  elles  peuvent  servir  à  déterminer  les  termes  successifs  d'une 
suite  inconnue.  Ainsi,  par  exemple,  la  formule 

(B-hl)"—  B«':^0, 

pour  /i>i,  en  supposant  Bq  =  i ,  B,  = —  ->  permet  de  déter- 
miner successivement  des  nombres  Bo,  B3,  B,,  ..  .,  et  ainsi  indé- 
finiment; nous  verrons  plus  loin  que  ces  nombres  sont  fort  impor- 
tants dans  les  développements  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre  ; 
on  les  appelle  nombres  de  Bernoulli.  Nous  devons  ajouter  que, 
pour  la  simplification  des  raisonnements  et  des  formules,  il  nous 
a  paru  indispensable  de  modifier  légèrement  les  notations  ordi- 
naires de  ces  nombres. 

E.  L.  —  I.  i4 
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122.  Du  symbole  exponentiel.  —  Au  lieu  de  mettre  en  évi- 
dence, dans  le  développement  de/(^),  les  coefficients  du  binôme, 
on  peut  y  mettre  telle  suite  régulière  ou  irrégulière  de  coefficients 
donnés  à  l'avance;  ainsi,  par  exemple,  nous  pouvons  toujours 
écrire  un  polynôme /(^),  de  degré  n,  sous  la  forme 

Nous  désignerons  ce  polynôme  par  la  notation  condensée  exp  ax^ 
que  nous  appellerons  la  forme  symbolique  exponentielle.  Nous 
allons  d'abord  donner  les  dérivées  successives  d'un  polynôme 
écrit  sous  cette  forme.  Soit  donc 

f{x)  *^  exp  ax. 

En  supposant  le  polynôme  développé  et  en  prenant  la  dérivée,  on 
vérifie  immédiatement  que  l'on  a 

/'  (a7)%Aj  a   exp  ax, 
f"  {x)  ^  a^  exp  ax^ 

et,  en  général, 

y(/>)  X   ^  aP  exp  a  x. 

Le  développement  de  la  puissance  d'un  binôme  peut  s'écrire 
sous  la  forme  exponentielle  ;  ainsi,  si  l'on  désigne  par/?,^  le  nombre 
des  arrangements  simples  de  p  lettres  prises  n  à  /?,  c'est-à-dire 

si  Ton  pose 

Pn  =  p{p  —  i)...{p  —  n-hi), 
on  a  la  formule 

(i  -\-  x)P  <t£jexp/?a7; 

on  a,  de  même,  pour  d'autres  valeurs  de  l'exposant, 

(i -\- x)^  ^  exp  q X  ; 
(i  +  x)''  ^  exp  r  x; 

supposons  r=^p-{-q\  la  formule  du  binôme  de  Vandermonde 
peut  s'écrire  sous  la  forme  condensée 

(i)  rn'^{p^qY\ 

et,  par  suite, 

(2)  exppx  xexpqx'hJ^  e\p{p  +  q)x. 
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D'ailleurs,  puisque  les  développements  des  binômes  de  Newtok 
et  de  Vandermoisde  ne  reposent  que  sur  la  règle  des  exposants,  à 
savoir 

il  en  résulte  que  l'identité  (2)  subsiste  pour  deux  polynômes  ex- 
ponentiels quelconques,  exp/?:r  et  exp^^r,  et  que  le  produit  de 
ceux-ci  est  un  polynôme  exponentiel,  exp  rx,  dont  les  coefficients 
se  déterminent  par  la  formule  (i). 

Le  théorème  précédent  s'applique  au  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  polynômes  exponentiels,  et  ainsi 

exp  (a 37).  exp  (6^7).  exp  (c^)'d^  exp  (a  -\-  b  -\-  c)x^ 
exp  ax  .  exp  hx  .  exp  ex  .  exp  dx  ^  exp  (a  -+-  6  --  c  -h  d)x . 

Cependant,  on  doit  observer  que,  si  deux  polynômes  deviennent 
identiques,  on  n'a  pas  le  droit  d'écrire 

(expaa7)2uAo  exp  ^ax\ 

mais  il  faut  calculer  les  coefficients  h  du  carré  de  la  forme  expaj;, 
par  la  relation 

en  considérant  d'abord  comme  distincts  a  et  a\  et  en  remplaçant 
ensuite,  dans  le  résultat  final,  a"  et  a!"^  par  an- 

123.  Problème  des  rencontres.  —  Nous  appliquerons  les  mé- 
thodes du  calcul  symbolique  à  plusieurs  problèmes  sur  les  per- 
mutations et,  en  particulier,  au  célèbre  problème  du  chevalier 
de  MoNTMORT,  traité  par  Euler,  et  connu  sous  le  nom  àiÇ, problème 
des  rencontres.  Il  s'agit  de  déterminer  le  nombre  des  permuta- 
tions de  n  éléments 

ai,       «2»        •  •  •  >       (^nt 

dans  lesquelles  aucun  élément  n'est  placé  à  un  rang  égal  à  son  in- 
dice. Ce  problème  revient  évidemment  à  déterminer  le  nombre 
des  permutations  figurées  (problème  des  tours,  n°  43),  dans  les- 
quelles il  ne  se  trouve  aucun  élément  sur  l'une  des  diagonales, 
telle  que  aa!  {Jig.  68). 

Désigne  is  par  Q,^  le  nombre  des  permutations  dans  lesquelles 


212  LIVRE    II.    —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

aucun  élément  n'est  à  son  rang  naturel,  et  par  P^  le  nombre 
total  ni  des  permutations.  Soit  b  l'une  des  (/z  —  i)  positions  de  la 
tour,  sur  la  première  colonne,  la  case  a  du  coin  étant  exceptée, 
d'après  l'hypothèse.  Nous  devons  considérer  deux  cas,  suivant 
que,  dans  la  ligne  inférieure,  il  y  a  une  tour  b'  symétrique  de  b  par 
rapport  à  la  diagonale  aa' ,  ou  en  une  autre  position  quelconque  c. 
Dans  le  premier  cas,  en  supprimant  les  lignes  et  les  colonnes  con- 


Fig 

68. 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 



/ 

■ 

/ 

/ 

/ 

■ 

■ 

h'  c 

Problème  des  rencontres. 

tenant  b  et  b\  il  reste  un  ensemble  de  cases  qui  correspond,  dans 
la  question  présente,  à  un  échiquier  de  {n  —  2)  cases  de  côté. 
Dans  le  second  cas,  échangeons  les  colonnes  contenant  b  et  c; 
alors  c  vient  en  a,  et  b  sur  une  case  non  située  sur  la  diagonale; 
par  suite,  en  supprimant  la  première  ligne  et  la  première  colonne, 
il  reste  une  solution  sur  l'échiquier  de  (/i  —  i)  cases  de  côté;  on  a 
donc  la  relation  de  récurrence 


(0 


Q«==(/i-i)[Q«-i-hQ;,-2: 


On    trouve  ainsi   successivement,   pour  les   premières  valeurs 

de  Al, 

n  G,     1,     2,     3,    4,     5,       6,         7,  8, 

Qrt  I,    o,     I,    2,    9,    44,    265,     1854,     i4833. 


On  observe  immédiatement,  pour  les  premières  valeurs  de  /?, 
en  divisant  chaque  nombre  Q  par  le  précédent,  la  loi  suivante 


(2) 


Q,.=  /iQ«-i  +  (-i)«; 
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nous  allons  démontrer  que  celle  relation  est  générale.  En  effet,  si 
dans  la  relation  (i)  nous  changeons  w  en  (/i  H-  i),  il  vient 

Q«+i== /i(Q«-+-Q«-i); 

en  retranchant  de  la  précédente,  on  trouve 

c'est  précisément  la  relation  (2),  dans  laquelle  on  remplace  n 
par(/?-t-i).  Ainsi,  cette  formule  est  générale.  En  divisant  ses 
deux  membres  par  P,,  =  n!,  nous  avons 

si  l'on  fait  successivement  /i  =  2,3,4,-  -7  et  si  l'on  ajoute  les 
égalités  obtenues,  il  vient 

Q>1  _  ± 1^       1_        _^  (  —  1)" 

P„  ~  2!       3!  "^  4!       "■  n\     ' 

La  méthode  précédente  ne  diffère  de  la  solution  donnée  par 
EuLER  que  par  la  forme  géométrique  (*  ).  Nous  exposerons  une 
autre  méthode  fondée  sur  le  calcul  symbolique;  cette  solution, 
très  remarquable  par  son  élégante  simplicité,  est  due  à  M.  Neu- 
BERG  (voir  Mathesis,  t.  I,  p.  25). 

Considérons  l'ensemble  de  toutes  les  permutations,  c'est-à-dire 
de  toutes  les  solutions  du  problème  des  tours,  en  nombre  Vn-  Parmi 
celles-ci,  le  nombre  des  solutions  ne  contenant  aucun  élément  à 
son  rang,  c'est-à-dire  aucune  tour  sur  la  diagonale,  est,  par  défi- 
nition, égal  à  Q,;.  Le  nombre  des  solutions  contenant  une  seule 
tour  sur  la  diagonale  est,  comme  on  le  voit  en  supprimant  la 
ligne  et  la  colonne  contenant  cette  tour,  /iQ«_i.  En  général,  le 
nombre  des  solutions  qui  contiennent/?  tours  sur  la  diagonale  est 


(*)  Recherches  sur  une  nouvelle  espèce  de  carrés  magiques  {Mémoires  de  la 
Société  des  Sciences  de  Flessingue,  t.  IX;  1779)-  —  A  propos  de  la  relation  (2  ), 
EuLER  ajoute  :  «  Mais  je  dois  avouer  que  je  n'ai  trouvé  la  propriété  de  déterminer 
chaque  nombre  par  le  seul  précédent  que  par  induction,  et  je  ne  vois  pas  trop 
bien  comment  on  pourrait  la  déduire  de  la  nature  de  la  série.  »  Cette  difficulté, 
signalée  par  Euler,  a  été  résolue  par  M.  Neuberg. 
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égal  au  produit  de  Qn-p  par  le  nombre  des  manières  de  placer 
p  objets  sur  7i  cases,  ou  le  nombre  G^  des  combinaisons  de  n  ob- 
jets pris  p  k  p.  Enfin  le  nombre  des  solutions  contenant  n  tours 
sur  la  diagonale  est  i;  par  conséquent,  en  posant  convention- 
nellemenl  Qo=  i,  on  a 

ou,  symboliquement, 

P«çA?(Q_f-i)«; 

<nnsi,  les  symboles  P  et  (Q4-1)  sont  équivalents  dans  les  for- 
mules algébriques;  on  a  donc,  avec  une  variable  x^  l'identité 

et  en  supposant  .r  =  —  i ,  il  vient 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  A"^  le  nombre  des  arran- 
gements simples  de  m  éléments  pris  n  à  11  et  par  BJJ^  le  nombre 
des  arrangements  discordants  avec  un  arrangement,  c'est-à-dire 
des  arrangements  tels  qu'aucun  des  éléments  n'occupe  la  même 
place  que  dans  l'arrangement  donné,  on  a  encore  les  formules 
suivantes,  indiquées  par  M.  Neuberg  : 

Kl  %^  (  1  +  w )'S  avec         itp  =-  Wl,r^p  ; 

B«,  uu  n  !  exp(-  (p  ),  »  iv,,  :-  G«r4>- 

Après  le  développement  des  seconds  membres,  on  doit  rem- 
placer les  exposants  de  Uj  ç,  (V  par  des  indices,  puis  iip^  Vp,  iVp 
par  les  valeurs  indiquées,  G  désignant  des  combinaisons  simples. 

Exemple  I.  —  Développer  rexpression  (Q,i:  P„)  en  produit  continu. 
On  déduit  des  formules  (i)  et  (2) 

Q«  ^  Q^«-i     _  Q/, . 
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par  suite,  en  remplaçant  successivement  n  par  2,  3,  . . .,  /i,  et  en  multi- 
pliant, membre  à  membre,  les  égalités  obtenues,  il  vient 


Q«        i     2    9    4i  Q 


P«       2    3    8    4)  Q„_(_i)« 

Ce  calcul  a  été  indiqué  par  M.  Hermès  {Archives  de  Grunert). 

Exemple  II.  —  Problème  des  ménages.  —  Des  femmes,  en  nombre  /i, 
sont  rangées  autour  d'une  table,  dans  un  ordre  déterminé;  on  demande 
quel  est  le  nombre  des  manières  de  placer  leurs  maris  respectifs,  de  telle 
sorte  qu'un  homme  soit  placé  entre  deux  femmes,  sans  se  trouver  à  côté 
de  la  sienne? 

Le  problème  revient  évidemment  à  déterminer  le  nombre  des  permuta- 
tions discordantes  avec  les  deux  permutations 

,     2,     3,     4,     ...,     (/i  — i),     /i, 


c'est-à-dire  à  déterminer  le  nombre  des  manières  de  placer  n  tours  sur 
l'échiquier,  de  telle  sorte  que  ces  tours  ne  soient  pas  mutuellement  en 
prise,  et  ne  se  trouvent  pas  situées  sur  les  cases  de  la  diagonale  ascen- 
dante ■/{  ,  ni  sur  celles  de  la  parallèle  immédiatement  au-dessus,  ni  sur  le 
coin  inférieur  à  droite. 

Nous  ne  connaissons  aucune  solution  simple  de  cette  question,  dont 
l'énoncé  donne  lieu  à  l'étude  du  nombre  des  permutations  discordantes 
de  deux  permutations  déjà  discordantes  et,  plus  généralement,  du  nombre 
des  permutations  discordantes  de  deux  permutations  quelconques. 

124.  Des  permutations  figurées,  symétriques  par  rapport  à  une 
diagonale  de  récMquier.  —  Nous  commencerons  par  déterminer 
le  nombre  Y^n  des  permutations  qui  sont  symétriques  par  rapport 
à  la  diagonale  aa'  [Jlg.  69).  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant 
que  la  tour  placée  dans  la  première  colonne  est  au  coin  a  de  la 
diagonale,  ou  en  6,  case  quelconque  de  cette  colonne  autre  que  a. 
Dans  le  premier  cas,  en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne  qui  con- 
tiennent a,  il  reste  un  échiquier  de  {n  —  i)  cases  de  côté.  Dans  le 
second  cas,  à  la  tour  b  correspond  nécessairement  la  tour  6',  sy- 
métrique par  rapport  à  la  diagonale.  En  supprimant  les  lignes  et 
les  colonnes  qui  contiennent  b  et  b' .,  il  reste  un  ensemble  de  cases 
que  l'on  peut  considérer  comme  celles  d'un  échiquier  de  {n  —  2) 
cases  de  côté  ;  mais  b  peut  occuper  (/i  —  i)  places.  On  a  donc  la  re- 
lation de  récurrence 
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OU,  en  posant  Dn  =  Hn^  et  en  changeant  7i  en  (/i  -{-  i), 
(2)  ùiu,^  =  nu,i_i; 

et,  en  général, 

A  M  du 

On  trouve,  par  un  calcul  direct,  les  valeurs  suivantes  : 


D, 


4i 
10. 


5, 
26, 


6, 
76, 


232,       764, 


La  relation  (i)  ne  permet  pas  d'obtenir  facilement  D,^  en  fonc- 
tion de  n  ;  mais  on  y  parvient  de  la  manière  suivante.  Lorsque,  dans 
une  solution  quelconque  D/^,  symétrique  par  rapport  à  la  diago- 
nale aa'j  on  échange  les  colonnes  contenant  deux  positions  symé- 
triques, telles  que  b  et  b'^  et  qu'on  fait  la  même  opération  pour 
tous  les  couples  de  positions  symétriques,  on  replace  toutes  les 
tours  sur  la  diagonale  aa'.  On  voit  donc  que  le  nombre  des  solu- 
tions, dans  lesquelles  toutes  les  tours,  à  l'exception  de  deux,  sont 

Fig.  69. 


situées  sur  la  diagonale,  est  le  nombre  des  combinaisons  simples  Gf/, 
on  voit  ensuite  que  le  nombre  des  solutions  dans  lesquelles  toutes 
les  tours,  à  l'exception  de  quatre,  sont  situées  sur  aa' ^  est 


puis  on  reconnaît  que  le  nombre   des  solutions  dans  lesquelles 
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toutes  les  tours,  à  l'exception  de  six,  sont  situées  sur  la  diago- 
nale aa' ^  est 

'       ri  ri      ri 

et  ainsi  de  suite.  On  a  donc 

c'est-à-dire 

n    —  ^(^  — 0    ,    n(n  —  i)(n  —  i)(n~  3) 

2  2.4 

/ï( /i  —  I  )  ( /i  —  2 )  ( /i  -  3  )  ( w  —  4 )  ( /i  —  5  ) 

"^  ~  2.4.6  ^'■■' 

ou  encore,  sous  forme  symbolique  exponentielle, 


D,i  «dir  expax,         avec         «y^  =  -^ 


125.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  deux  diagonales  de  l'échiquier.  —  Nous  observerons 
d'abord  que  toute  solution  symétrique  par  rapport  aux  deux  dia- 
gonales est  symétrique  par  rapport  au  centre;  inversement,  toute 
solution  symétrique  par  rapport  au  centre  et  à  l'une  des  diago- 
nales l'est  aussi  par  rapport  à  l'autre  diagonale.  Il  suffit  donc  de 
considérer  l'échiquier  pair  de  2/1  cases  de  côté,  et,  si  l'on  désigne 
par  B  le  nombre  des  solutions,  on  a 

^•2n+l  —  ^2,1- 

Il  existe  nécessairement  une  tour  sur  la  première  colonne;  si  on 
la  suppose  en  un  coin,  a  ou  6  {^fig-  70),  il  en  résulte  la  position 
d'une  seconde  au  coin  opposé  a  ou  6^  Mais  si  l'on  suppose  la 
tour  de  la  première  colonne  à  une  case  b  {fig-  71)  distincte  d'un 
coin,  il  en  résulte  la  position  de  trois  autres  tours  en  6',  c,  c  .  Donc, 
en  supprimant  les  lignes  et  les  colonnes  qui  renferment  des  tours, 
il  reste,  dans  le  premier  cas,  un  échiquier  de  (2/1 — 2)  cases  de 
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côté,  et,  dans  le  second,  un  ensemble  de  cases  que  l'on  peut  con- 
sidérer comme  un  échiquier  de   (2/1 — 4)  cases  de  côté;   mais, 


Fig.  70. 


dans  le  second  cas,  b  peut  occuper  (2/1  —  'i)  positions.  On  a  donc 
la  relation  de  récurrence 

B2„=  2B2„_2+(2/l  — 2)B2„_4   . 

Fig.  71. 


On  trouve  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  /?,  les  nombres 
suivants  : 


B. 


0,  I,     '2,     3,     4,     5,      6,       7,       8, 

1,  I,     2,     -2,     6,     C),     20,     20,     76. 


126.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port à  une  diagonale  et  qui  n'ont  aucune  tour  sur  cette  diago- 
nale. —  Nous  désignerons  par  T„  le  nombre  des  solutions  pour 
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l'échiquier  de  n  cases  de  coté;  il  est  évident  que  le  problème  ne 
comporte  aucune  solution  pour  Ji  impair;  d'autre  part,  on  voit  fa- 
cilement, par  la  considération  de  la  fig.  69,  que  l'on  a 


T2„  =  (2/l—  l)T2„_2; 

par  suite, 

T.2„  =  1 .3.5. .  .(2/1  —  r; 

et 

To=  ï.         T2„+i  =0. 

Nous  avons  obtenu  précédemment  (n°  124)  le  nombre  D,;  des 
permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  une  dia- 
gonale. En  appliquant  le  raisonnement  de  M.  Neuberg  (n"  123),  au 
cas  qui  nous  occupe,  on  trouve  la  formule  symbolique 

D«çAo  (T-4-l)«, 

et,  par  suite  (n"  121  ), 

T«uU(D  — 1)". 

127.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par 
rapport  au  centre  et  qui  n'ont  aucune  tour  sur  une  diagonale.  — 
Désignons  par  S,^  le  nombre  cherché  pour  l'échiquier  de  n  cases; 
on  a  d'abord,  pour  l'échiquier  impair, 

Lorsque  le  côté  2/i  de  l'échiquier  est  pair,  on  a  trois  cas  à  con- 
sidérer : 

1°  La  tour  de  la  première  colonne,  à  gauche,  est  au  coin  qui  ne 
fait  pas  partie  de  la  diagonale  considérée  /  ;  alors,  en  suppri- 
mant les  bords  de  l'échiquier,  il  reste  un  échiquier  de  [in  —  2) 
cases  de  côté;  on  a  ainsi  82/2-2  solutions. 

2°  La  tour  a  de  la  première  colonne  n'étant  pas  dans  un  coin 
peut  occuper  [in  —  2) places;  s'il  existe,  dans  la  ligne  inférieure, 
une  tour  a'  symétrique  de  a  par  rapport  à  la  diagonale  /^,  la  sup- 
pression des  lignes  et  des  colonnes,  contenant  a,  a'  et  les  cases 
symétriques  par  rapport  au  centre,  donne  un  ensemble  de  cases 
qui  correspond  à  l'échiquier  de  {in  —  4)  cases  de  côté;  on  a  ainsi 
{m  —  2)S2/2_4  solutions. 

S**  La  tour  est  en  a  et  la  tour  de  la  ligne  inférieure  n'est  pas  la 
symétrique  de  a  par  rapport  à  la  diagonale;  alors  on  échange  les 
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deux  colonnes,  comme  au  n"  123,  ainsi  que  les  colonnes  symé- 
triques par  rapport  au  centre,  et  l'on  supprime  les  bords  de  l'échi- 
quier; il  reste  alors  un  échiquier  de  (2/z  —  2)  cases  de  côté  ;  d'ail- 
leurs a  peut  occuper  (2/1  —  i  )  places.  On  a  donc 

S2,,  =  (271  —  2)S2„_2-1-(2  7l  —  '2)S2//_4. 

Par  la  méthode  de  M.  Neuberg,  on  trouvera,  comme  au  n°  123, 
l'identité  symbolique 

G2«çA^(S2-i-i)«,        avec         So  =  i,         Go  =  i, 

dans  laquelle  Qf.in  désigne  le  nombre  des  permutations  figurées  qui 
sont  symétriques  par  rapport  au  centre  de  l'échiquier  (n*"  43, 
Ex.  11).  Ainsi  les  symboles  G^  et  (S--I-1)  sont  équivalents,  et 
l'on  a 

ou,  en  se  reportant  à  la  valeur  de  Go//, 

S2//  =  2«/i!  —  -2«-i(/i  — ij!  -4-...  .-^  (— 1)«; 
d'ailleurs,  on  a  encore 

G2„=2«P„,  et  S2«UU(2P—  l)«. 

128.  Des  permutations  figurées  qui  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  deux  diagonales  de  Téchiquier  et  qui  ne  contiennent 
aucune  tour  sur  une  ou  deux  diagonales.  —  Nous  désignerons 
respectivement  par  U,/  et  par  V,^  les  nombres  des  permutations 
qui  ne  contiennent  aucune  tour  sur  une  diagonale,  ou  sur  deux 
diagonales,  dans  l'échiquier  de  n  cases  de  côtés.  On  a  d'abord 

U2/i+l  =  O,  Vg/i+i  =  G.  Va  =  0. 

En  se  servant  des  méthodes  employées  précédemment,  on  ob- 
tient les  formules  de  récurrence 

U2,i=  U2,/_2-<-  (2/1  —  2)U2/j-4, 
V2,/  =  (2/1  — 2)V2//-4, 

d'où  l'on  déduit 

V4.,    =  2.6. 10. .  .(4/1  —  2), 

V4/,+2  =  O. 
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Par  l'analyse  de  M.  Neuberg,  on  obtient  les  identités  symboliques 

B2«uAa(U2-hl)«, 


et  aussi 


U2«o>b(V2-Hl)'S 

V2«uV,(U2— i)«; 


enfin,  par  comparaison  avec  les  précédentes, 

B2/.ao(V2  4_  2)«. 

En   résumé,   les  permutations  figurées  étant  désignées  par  les  notation; 
suivantes 

P„  permutations  figurées; 

G„  symétriques  au  centre; 

D,i  symétriques  à  une  diagonale; 

B,i  symétriques  aux  deux  diagonales; 

R„  symétriques  par  rotation  d'un  quart; 

on  forme,  pour  les  premières  valeurs  de  n,  le  Tableau  : 


n. 
o 

P»- 

G,.. 

D„. 

B„. 

R„. 

I 

I 

, 

I 

, 

i 

I 

I 

1 

I 

I 

1 

•2 

2 

2 

0 

3 

6 

2 

4 

2 

0 

4 

24 

8 

10 

6 

2 

5 

I20 

8 

26 

6 

2 

6 

720 

48 

76 

20 

0 

7 

5o4o 

48 

i3i 

20 

0 

8 

4o320 

384 

764 

76 

12 

9 

3  62880 

384 

2620 

76 

12 

lO 

36  28800 

3840 

9496 

3l2 

0 

II 

399  16800 

384o 

35696 

3X2 

0 

12 

1 

479001600 

46080 

i4oi52 

i384 

120 

On  peut  facilement  déterminer  le  nombre  des  solutions  primoidiaies, 
en  ne  considérant  pas  comme  distinctes  les  solutions  que  l'on  peut  déduire 
d'une  première  par  rotation  de  l'échiquier  pour  un  ou  deux  quarts  de  tour, 
ou  par  symétrie  par  rapport  à  l'une  des  médianes,  ou  à  l'une  des  diagonales 
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de  l'échiquier.  Nous  désignerons  par  la  lettre  grecque  correspondante  le 
nombre  des  solutions  primordiales  de  chacun  des  groupes  précédents. 

En  exceptant  l'échiquier  d'une  case,  toute  solution  bisymétrique  soit 
par  deux  diagonales,  soit  par  rotation  d'un  quart  de  tour,  donne  une  autre 
solution  ;  on  a  donc 

Toute  solution  mono  s  y  métrique,  c'est-à-dire  symétrique  par  rapport  au 
centre  ou  par  rapport  à  une  seule  diagonale,  en  produit  trois  autres;  mais 
on  doit  tenir  compte  des  solutions  bisymétriques  ;  on  trouve  ainsi 

4ô«-i-4P«=  2D„,        4y«=  Grt  — B/,—  R„; 
ce  qui  détermine  y^;  on  a  ensuite 

Si  a,t  désigne  le  nombre  des  permutations  primordiales  qui  ne  présentent 
aucun  caractère  de  symétrie,  on  a,  puisque  chacune  d'elles  en  donne  huii. 


et  ainsi 


8a/,  =  P„-+-  B,i —  G/,—  D/i. 
Enfin,  le  nombre  total  (s^  des  solutions  primordiales  est 

^a  =  a«  4-  ?«  -T-  Y,i  -h  Ô/i  4-  p/i. 

On  forme  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  n  le  Tableau  suivant  : 


n. 
1 

a,j. 

Ô„. 

Tu- 

?„• 

0 

<T„. 

0 

0 

0 

I 

1 

3 

o 

I 

0 

I 

0 

2 

4 

I 

2 

0 

3 

I 

7 

5 

9 

10 

0 

3 

r 

23 

6 

70 

28 

7 

10 

0 

1x5 

7 

571 

106 

7 

10 

0 

694 

8 

4820 

344 

74 

38 

6 

5282 

9 

,44676 

1272 

74 

38 

6 

46066 

lO 

4  50824 

4592 

882 

i56 

0 

4  56454 

II 

49  80274 

17692 

882 

i56 

0 

49  99004 

12 

598  34748 

69334 

II 144 

692 

60 

599  16028 

Il  nous  reste  à  donner  les  valeurs  numériques  des  solutions  qui  corres- 
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pondent  aux  premières  valeurs  de  n  pour  les  permutations  restreintes, 
c'est-à-dire  des  permutations  figurées  qui  n'ont  aucune  tour  sur  l'une  des 
diagonales,  ou  sur  les  deux.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  déterminer 
les  nombres  des  solutions  primordiales  correspondantes. 

Q„  permutations  figurées  simplement  restreintes; 

S/t  symétriques  au  centre  et  restreintes  par  une  diagonale  ; 

T„  symétriques  et  restreintes  par  une  diagonale; 

Vn  symétriques  aux  deux  diagonales  et  restreintes  par  l'une  d'elles; 

V„  symétriques  et  restreintes  pour  les  deux  diagonales. 


n. 
o 

Q,.. 

s„. 

Tn- 

u„. 

v„. 

, 

, 

1 

1 

, 

I 

o 

0 

0 

0 

0 

2 

I 

I 

I 

1 

0 

3 

2 

0 

0 

0 

0 

4 

9 

5 

3 

3 

1 

5 

44 

0 

0 

0 

0 

G 

265 

29 

i5 

/ 

0 

7 

i854 

0 

0 

0 

0 

8 

14833 

233 

io5 

25 

12 

9 

I  33496 

0 

0 

0 

0 

lO 

1334961 

2329 

945 

81 

0 

II 

14684570 

0 

0 

0 

0 

12 

176214841 

27949 

10395 

33i 

120 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  nombre  des  permutations  figurées,  symé- 
triques par  rapport  à  une  diagonale  de  l'échiquier,  et  n'ayant  aucune  tour 
sur  l'autre  diagonale. 

Exemple  II.  —  On  considère  la  suite 

I,     I,     2,     8,     5o,     418,     ..., 
dans  laquelle  wq  =  "1  =  i»  et 

Un  =  (2/1  — Ij  Un-i  —  (/l  — l)  M„_2  ; 

démontrer  que  l'on  a 

2«M„  =  i-^\.Cl-^  1.5.  G2  -f-i.5.9.G,^-i- 

(Sylvester). 
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CHAPITRE  XIV. 

SOMMATION  DES  PUISSANCES  NUMÉRIQUES. 


Nous  exposerons  dans  ce  Chapitre  les  principaux  résultats  sur 
le  Calcul  des  sommes,  que  l'on  appelle  improprement  Calcul  in- 
verse des  différences.  Ce  calcul  a  pour  but  de  déterminer  la 
somme  des  valeurs  numériques  que  prend  un  polynôme  donné, 
lorsque  l'on  j  remplace  la  variable  par  des  nombres  en  progression 
arithmétique.  En  particulier,  ce  calcul  donne  la  somme  des 
puissances  semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique; 
plus  particulièrement,  il  donne  la  somme  des  puissances  sem- 
blables des  nombres  entiers. 

La  somme  des  carrés  des  premiers  nombres  entiers  était  connue 
d'ARCHiMÈDE,  qui  en  a  fait  l'application  à  la  détermination  du  vo- 
lume de  la  pyramide  et  de  l'aire  du  segment,  dans  la  parabole  et 
dans  la  spirale.  On  la  trouve  aussi  dans  les  ouvrages  des  géomètres 
de  l'Inde,  et  dans  le  Liber  Quadratorum  de  Fibonacci.  Les  géo- 
mètres indiens  ont  encore  donné  la  somme  des  cubes  des  n  pre- 
miers nombres,  au  moyen  d'une  méthode  fort  originale  que  nous 
avons  développée. 

Le  second  procédé  de  sommation  est  celui  de  Fermât;  il  est  gé- 
néral. Pour  trouver  la  somme  des  valeurs  numériques  que  prend  un 
polynôme /(^)  lorsque  l'on  remplace  la  variable  x  par  des  entiers 
consécutifs.  Fermât  développe  le  polynôme  f{x)  suivant  une 
somme  algébrique  de  factorielles  dont  les  facteurs  représentent 
des  suites  d'entiers  consécutifs  (n'*  102),  telles  que 

X,    x(x  +  \),    x{x  -\-i){x-^i),     x{x -T-\){x -\-i){x-^Z),     ...; 

ce  procédé  est  le  plus  simple  et  le  plus  rapide,  puisqu'il  ne  sup- 
pose que  la  théorie  de  la  division  algébrique.  En  appliquant  à  ce 
procédé  la  formule  d'interpolation  de  Newton  (n°  108),  on  obtient 
facilement  le  développement  de  f{x)  en  somme  de  factorielles 
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consécutives,  et  ainsi,  au  moyen  des  formules  du  n°  37,  on  peut 
calculer  rapidement 

S/(^),     22/(a;),     Z2:V(^), 

pour  des  valeurs  entières  et  consécutives  de  .r,  en  progression 
arithmétique.  Nous  développons  plus  loin,  au  n"  137,  la  théorie 
générale  de  ce  procédé. 

Le  troisième  procédé  a  été  exposé  par  Pascal,  dans  son  Traité 
de  la  Sommation  des  puissances  numériques.  Il  consiste  à  cal- 
culer successivement,  par  récurrence,  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique  au  moyen 
de  toutes  les  sommes  des  puissances  dont  les  exposants  sont  plus 
petits.  C'est  le  procédé  qui  est  habituellement  employé  dans  tous 
les  cours  de  Mathématiques;  cependant,  bien  que  nous  l'ayons 
beaucoup  perfectionné,  il  est  notablement  inférieur  au  procédé 
de  Fermât,  et  à  celui  de  Jacques  Bernoulli,  dont  nous  allons 
dire  quelques  mots. 

La  somme  des  puissances  semblables,  d'exposant  /z,  des^  pre- 
miers termes  d'une  progression  arithmétique  est  un  polynôme  de 
degré  (/i -h  i),  en  Xj  ainsi  qu'on  le  déduit  immédiatement  des 
deux  procédés  que  nous  venons  d'indiquer  5  mais,  si  l'on  met  en 
évidence,  dans  le  développement  de  ce  polynôme,  les  coeffi- 
cients de  la  puissance  correspondante  du  binôme,  on  parvient  à 
la  connaissance  d'une  suite  unique  de  nombres,  que  l'on  appelle 
nombres  de  Bernoulli,  qui  se  reproduisent  pour  tous  les  expo- 
sants. Ce  fait  remarquable  permet  alors  d'établir  des  formules 
générales  pour  les  sommations  des  puissances  numériques. 

Enfin  nous  rappellerons  le  procédé  indiqué  par  Abel,  qui  donne 
lieu  à  des  formules  intéressantes;  mais  c'est  un  procédé  détourné 
que  nous  avons  expliqué  au  n^  114  (^Ex.  J). 

129.  Sommation  des  carrés  et  des  cubes.  —  Nous  désignerons 
par  Si,  So,  S3,  ...  les  sommes  des n  premiers  nombres  entiers,  de 
leurs  carrés,  de  leurs  cubes.  ....  Pour  obtenir  la  somme  des  carrés, 
on  part  de  l'identité 

(i)  n-={n  —  \)n-i-n; 

si  l'on  y  remplace  successivement  n  par  1 ,  2,  3,  ...,  n,  et  si  l'on 
E.  L.  —  I.  i5 
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fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient  par  la  formule  de 
sommation  des  factorielles  (n°  37) 

82=  î(/i  —  i)/i(/i  +  i)-T--|/2(/iH-i); 

en  simplifiant,  on  trouve  la  formule  déjà  obtenue  (n"  39) 

Si  =  \ n{n  -^  i){2 n  -h  i). 

Pour  avoir  la  somme  des  cubes,  multiplions  le  premier  membre 
et  le  dernier  terme  de  l'identité  (r  )  par  n,  et  le  premier  terme  du 
second  membre  par  (7^+  i)  —  1 ,  afin  d'introduire  des  factorielles; 
il  en  résulte  l'identité 

(  2  )  /l3  3=  (  /2  —  ,  )  //  (  ,i  _}-  I  )  -u  ^l  ; 

si  l'on  y  remplace  successivement  n  par  i ,  2,  3,  ...,/«,  et  si  l'on 
fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient 

en  remplaçant  n(n  4-  i)  par  281,  et  {n  —  ï)(/^4-2)  par  (281  — 2), 

Exemple  I.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes  con- 
tenant respectivement  i,  2,  3,  . .  .,/>  termes;  trouver  la  somme  des/?  termes 
du  groupe  de  rang/>. 

Le  groupe  de  rang/)  est  une  progression  arithmétique  de  raison  2,  con- 
tenant/? termes  et  dont  le  premier  a  pour  expression 

T+— -.1       ou        »2_p_|_i; 

2  Jr  i 

la  somme  des  termes  de  ce  groupe  est  donc  égale  à  p^.  Cette  propriété  a 
été  indiquée  par  NicoMAQUE,  de  Gérase  (loo  ans  environ  après  J.-C).  Par 
suite,  la  somme  des  n  premiers  cubes  vaut  la  somme  des  Si  premiers 
nombres  impairs,  nombre  égal  à  celui  des  termes  des/?  premiers  groupes; 
ainsi,  encore,  on  démontre  que  S3  =  (Si)^. 

Exemple  IL  —  On  partage  la  progression  arithmétique  commençant 
par  I  et  de  raison  {q — 2)  en  groupes  contenant  respectivement  i,  2,  3, 
4,  . . .,  /?  termes;  trou\er  la  somme  des  termes  du  groupe  de  rang/?  et  la 
somme  des  termes  des  n  premiers  groupes. 

On  trouve,  pour  le  groupe  de  rang/?, 

par  conséquent,  si  l'on  fait  la  somme  de  tous  les  termes  renfermés  dans 
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les  II  j)iciniers  groupes  (leur  nombre  est  égal  au  polygonal  de  q  côtés 
dont,  le  rang  est  le  /i'*^^'""  triangulaire  Si),  on  obtient  le  carré  de  ce  trian- 
gulaire Si,  augmenté  du  triangulo-triangulaire  de  rang  (/i  —  f)  multiplié 
par  "àiq  — 4)-  En  d'autres  termes, 


[^^] 


-^^^*--^> TTÏXÏ 


Le  théorème  précédent  est  une  interprétation  d'un  passage  obscur  de 
Fermât,  qui  se  trouve  à  la  suite  de  la  proposition  27,  livre  II,  de  l'Appen- 
dice de  Bachet  aux  nombres  polygonaux  (voir  notre  Mémoire:  Sur  un 
théorème  de  l'Arithmétique  indienne,  publié  dans  le  Bullettino  di  Bi- 
hliografia,  t.  IX;  Rome,  1876). 

Exemple  III.  —  On  partage  la  progression  arithmétique  commençant  par  i 
et  de  raison  4?  qui  produit  les  nombres  hexagonaux,  en  groupes  contenant 
respectivement  i,  3,  5,  7,  ...  termes;  trouver  la  somme  des  termes  du 
groupe  de  rang/). 

Ce  groupe  est  une  progression  arithmétique  de  raison  4»  contenant 
{•ip  —  i)  termes,  dont  le  premier  est 

n-4(/>-i)-; 
par  conséquent,  la  somme  des  termes  de  ce  groupe  est 

[1  +  4(/)  — 1)2-4-2(2/?  — 2)](2/>  —  l),       OU       (2/>  —  l)3. 

On  en  déduit  que  la  somme  des  n  premiers  cubes  impairs  est  égale  au 
nombre  hexagonal  de  rang  /i^,  c'est-à-dire  à  n^^in"- — i). 

Exemple  IV.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  entiers  en  groupes 
contenant  respectivement  i,  2,  3,  4»  •••  termes;  démontrer  que  la  somme 
des  termes  renfermés  dans  les  n  premiers  groupes  de  rang  impair  est 
égale  à  /i*. 

Exemple  V.  —  Pour  quelle  valeur  de  x  la  somme  des  carrés  des  (n  -+- 1) 
entiers  consécutifs,  dont  le  dernier  est  x'^,  vaut-elle  la  somme  des  carrés 
des  n  entiers  suivants;  quelle  est  cette  somme? 

On  doit  poser 

{x  —  nf  -r-{x  —  n  -r-  ly  -^ . .  .-^-{x  —  iY  -^  x^ 

=  (:r-f-  l)2-T-(iC  H-  2)2+.  .  .  +  (37-,-  n)2, 

c'est-à-dire 

p  —  n  p=.n 

p^i  p~\ 

d'où  l'on  tire 

X  =  'in{n  -i-  i); 

la  somme  de  ces  carrés  est 

(l2/l2-f-I2/i  -f- 1)82. 
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130.   Sommation  des  bicarrés.  —  Reprenons  l'identité 

n^  =  [ji  —  i)/i(/z  H-  i)+  /i; 

multiplions  par  n  le  premier  membre  et  le  dernier  terme  du  second 
membre,  et  par  {n-\-  i)  —  2  le  premier  terme  du  second  membre, 
afin  d'obtenir  des  factorielles  ;  il  vient 

n'*~{n  —  i)fi(7i  -+-i){n  ^  2) —  ^{fi  —  i)n{n  ^  i)-{-  n'^. 

Remplaçons  successivement  n  par  i,  2,  3,   .  . .,  ;i,   et  ajoutons 
les  égalités  obtenues;  nous  avons 

S!^=  ^  (n  —  i)n(n  ^  i){n  -\-  Q.){n  -h  3)  —\(n  —  i) n(n  -}-  i){n  -h  '2 )  -^  S2; 

remplaçons  n(n-{-  i)  par  28^,  et  (n  —  i)(n  -{-  2)  par  (281  —  2) ,  il 
vient  tout  de  suite 

5S4-(4/Z-4-2)(Si)2-S3, 

et  encore,  en  remplaçant  (^n-\-  2)84  par  6 82, 

584=  82(681  —  1). 

La  première  des  deux  formules  précédentes  a  été  donnée  par  Fermât 
dans  sa  lettre  à  Roberval  du  4  novembre  j636  :  «  81  vous  multipliez  le 
quadruple  du  plus  grand  nombre  augmenté  de  2  par  le  carré  du  triangle 
de  ce  nombre,  et  si  du  produit  vous  retranchez  la  somme  de  leurs  carrés, 
vous  obtiendrez  la  somme  quintuple  de  leurs  quatrièmes  puissances.  Il 
semble  que  Bachet,  dans  son  Traité  des  Multangulis,  n'a  pas  voulu  tâter 
ces  questions,  après  avoir  fait  celle  des  carrés  et  des  cubes.  Je  serais  bien 
aise  que  vous  vous  exerciez  pour  trouver  la  méthode  générale,  pour  voir 
si  nous  nous  rencontrerons.  » 

Avant  Fermât,  la  somme  des  n  premiers  bicarrés  a  été  donnée  par  le 
médecin  Djamchid  ben  Mas'oud,  qui  prit  part  à  la  rédaction  des  Tables  as- 
tronomiques d'OuLOUG-BEG.  On  lit  dans  un  manuscrit  conservé  au  British 
Muséum,  daté  de  1689  (997  de  l'hégire),  un  passage  qui  a  été  traduit 
ainsi  :  «  81  nous  désirons  connaître  la  somme  des  bicarrés,  nous  retran- 
chons i  de  la  somme  des  premiers  nombres  et  nous  prenons  constamment 
le  cinquième  du  reste;  nous  l'ajoutons  à  la  somme  desdits  nombres  et  nous 
multiplions  ce  qui  en  provient  par  la  somme  des  carrés  des  mêmes  nombres.  » 
On  a  donc 


84  = 


(5^.3.) 


formule  équivalente  à  celle  du   texte,    et  préférable  dans  l'application  à 
celle  de  Fermât,  puisqu'elle  donne  le  quotient  de  84  par  82. 
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Cependant,  c'est  à  Fermât  que  l'on  doit  le  principe  de  la  méthode  gé- 
nérale pour  trouver  les  sommes  des  puissances  semblables  des  nombres  en- 
tiers. Il  dit  encore,  dans  la  lettre  que  nous  venons  de  rappeler  :  ail  faut, 
étant  donné  un  nombre,  in  progressione  naturali,  trouver  la  somme 
non  seulement  de  tous  les  carrés  et  cubes,  ce  que  les  auteurs  qui  ont 
écrit  ont  déjà  fait,  mais  encore  la  somme  des  carré-carrés,  des  carré- 
cubes,  etc.,  ce  que  personne  que  je  sache  n'a  encore  trouvé,  et  pour- 
tant cette  connaissance  est  belle  et  de  grand  usage,  et  n'est  pas  des  plus 
aisées;  j'en  suis  venu  à  bout  avec  beaucoup  de  peine.  » 

Exemple  I.  —  La  somme  alternée  des  carrés  des  in  premiers  nombres 
impairs  est  égale  à  — S/i^. 

Exemple  II.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
tels  que  le  /i"™"  groupe  ait  (i -h  2  +  3  H-. .  .H- /i)  termes;  la  somme  des 
termes  de  ce  groupe  est  égale  au  produit 

(i  4-2-t-3-f-...-i-n)(i54-22+32-i-...-^/i2). 

Exemple  III.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
tels  que  le  /i'^™"  groupe  ait  an  termes;  la  somme  des  termes  de  ce  groupe 

est  «2^3. 

Exemple  IV.  —  La  somme  des  n^  nombres  entiers,  qui  suivent  les  n 
premiers,  est  double  de  la  somme  des  n  premiers  cubes. 

Exemple  V.  —  On  partage  la  suite  naturelle  des  nombres  en  groupes 
tels  que  le  /i'"^"^  ait/)«  termes;  la  somme  des  termes  de  ce  groupe  est 

/>"(/>"— !)(/>-+- l) 

•l{p  —  \) 

Exemple  VI.  —  Si  l'on  fait  de  même,  pour  la  suite  des  nombres  im- 
pairs, le  groupe  de  rang  n  a  pour  somme 

pfi-^i  ( pn ^ pn-\  _  .j^) 


Exemple  VII.  —  On  partage  la  suite  des  nombres  impairs  en  groupes 
consécutifs  comprenant  chacun  un  même  nombre/»  de  termes.  Quels  sont 
les  groupes  dont  la  somme  est  un  carré? 

Ceux  dont  le  rang  est  la  somme  de  deux  carrés  consécutifs. 

Exemple  VIII.  —  Si  l'on  partage  la  suite  des  cubes  en  groupes  consé- 
cutifs tels  que  le  /i"'""'  renferme  n  termes,  la  somme  des  termes  du  n'*^"* 
groupe  est 

Jn3(/i2-f-i)(n2-f-3). 
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Exemple  IX.  —  La  somme  des  cubes  pairs  de  rang  impair,  augmentée 
de  l'unité,  est  égale  à  un  carré. 

Exemple  X.  —  Si  l'on  partage  la  suite  des  cubes  impairs  en  groupes 
consécutifs  tels  que  le  /i'*-""'  renferme  n  termes,  la  somme  des  termes 
de  ce  groupe  est  rî^ -\- n^  —  n^. 

Exemple  XI.  —  La  différence  entre  le  cube  de  la  somme  et  la  somme 
des  cubes  des  n  premiers  nombres  impairs  est  un  carré. 

Les  énoncés  des  neuf  exercices  qui  précèdent  sont  dus  à  M.  de  Rocquignv 
{Mathesis,  t.  V). 

Exem^ple  XII.  —  On  considère  les  deux  suites  des  n  premiers  nombres 
entiers 

I,  2,  3,  ....     {n  —  2),     (/i  —  i),     n, 

/^,     {n  —  i),    (n  —  2),     ...,  3,  2,  i; 

on  multiplie  chaque  terme  de  la  première  par  le  terme  placé  au-dessous. 
La  somme  des  produits  obtenus  est  égale  au  /i'"''"®  nombre  pyramidal. 
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Composition  de  la  pile  triangulaire. 


Cette  propriété  résulte  immédiatement   de   la   Jig.   72,    en    faisant 
somme  des  unités  par  lignes  (voir  Ex.  IV,  n°  80). 

Exemple  XIII.  —  Même  question  pour  les  deux  suites 


I,  2,  3, 

(271  —  i),     {in  —  3),     (in  —  5), 


{n  —  2),     {n  —  i),     n, 
5,  3,  1. 


On  trouve  la  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres,  comme  cela  résulte 
de  la /^.  73. 

Fig.  73. 
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Composition  de  la  pile  à  base  carrée. 
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Exemple  XIV. —  Si  l'on  fait  la  somme  des  boulets  contenus  dans  les  n 
premières  piles  triangulaires,  en  groupant  les  tranches  de  même  rang,  à 
|)artir  du  haut,  on  trouve  (n°  38) 

I./l(/2-+-l)-+-2(/l— l)n-f-...-^(n  — l).2.3-h/l.I.2=   — 

Exemple  XV.  —  En  opérant  de  même  sur  les  piles  à  base  carrée,  on  a 

(n^as) 

Exemple  XVI.  —  On  considère  les  deux  suites- 

i2,  22,  (/i  — 1)2,     nT'. 

n'-,     (n-if-,     ...,  22,  i2; 

on  multiplie  chaque  terme  de  la  première  par  le  terme  placé  au-dessous; 
la  somme  des  produits  obtenus  est 

■iôin -i-i)[{n -{-!)*— i]. 

Exemple  XVII.  —  Même  question,  en  remplaçant  les  n  premiers  nom- 
bres entiers  par  les  n  premiers  nombres  impairs. 
On  trouve 

-hni^n'*^']). 

Exemple  XVIII.  ^  Dans  un  jeu  de  dominos  jusqu'au  double  n,  on  rem- 
place le  domino  (a,  b)  par  aP -\-  bP\  trouver  la  somme  des  points  obtenus 
après  cette  transformation? 

Considérons  les  arrangements  complets  des  nombres  o,  1,2,  . . . ,  /i,  pris 
deux  à  deux,  rangés  comme  dans  la  table  de  Pythagore  ;  remplaçons  chaque 
nombre  a  par  aP]  en  faisant  la  somme,  par  lignes  ou  par  colonnes,  on 
trouve  {in  -\-  2)  fois  la  somme  Sp  des  puissances  d'exposant/?  des  n  pre- 
miers nombres;  ajoutons  deux  fois  la  somme  Sp  pour  les  doubles.  Les 
dominos  ayant  été  comptés   deux  fois,   la  somme  cherchée   est  égale  à 

(/t-i-2)Sp. 

Mêmes  questions,  en  remplaçant  le  domino  {a,  b)  par  (a-+-b)P.  ou 
encore  par  (ab)P. 

Exemple  XIX.  —  La  somme  des  n  premiers  triangulaires  de  rang  pair 
a  pour  expression 

\n{n  -hi)(4/î  4-  5). 

131.  Méthode  indienne.  —  Considérons  la  Table  démultipli- 
cation continuée  jusqu'au   produit  de  n  par  n\   la  somme    des 
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termes  de  la  première  ligne  horizontale  est  égale  à  la  somme 

n(n-\-i) 
Si  =  

des  n  premiers  nombres;  la  somme  des  termes  de  la  seconde  ligne 
est  évidemment  égale  au  double  de  la  précédente,  ou  à  281  ;  en 
général,  la  somme  des  termes  de  la  ligne  horizontale  de  rang  p  est 
égale  kpSi  ;  par  suite,  la  somme  de  tous  les  termes  de  la  Table  de 
multiplication  est  égale  à 


(1 


7^)Sl     ou     (Si)2. 


Mais  on  peut  encore  faire  d'une  autre  manière  la  somme  de 
tous  les  termes  de  la  table.  Prenons,  en  effet,  le  groupe  formé  par 
les  p  premiers  termes  de  la  Table  qui  se  trouvent  dans  la  ligne 


Fig.  74. 
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horizontale  de  rang/?,  et  les  (/?  —  1)  premiers  qui  se  trouvent  dans 
la  colonne  de  rang/>.  On  obtient  aisément  pour  la  somme  des  termes 
de  ce  groupe  (/^.  74) 

2 /? (  1  +  2  -I-  3  -f-  ...  -\-p)  — /?2, 

ou,  plus  simplement, 

p^(p-{-i) — p^,     ou    p^. 

Par  conséquent,  en  donnant  kp  les  valeurs  successives  i ,  2, . . . ,  /^, 
on  en  déduit  que  la  somme  des  n  premiers  cubes  est  égale  à  la 
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somme  de  tous  les  termes  de  la  Table  de  mulliplication  jusqu'à 
n  X  n^  et,  par  conséquent,  est  égale  au  carré  de  la  somme  S,  des 
n  premiers  nombres  entiers  (*). 

Si  l'on  applique  le  même  procédé  de  sommation  au  Tableau 
formé  par  les  carrés  des  termes  de  la  Table  de  multiplication,  on 
trouve,  d'une  part,  que  la  somme  de  tous  les  termes  du  Tableau 
égale  le  carré  de  la  somme  S2  des  carrés  des  n  premiers  entiers  ; 
d'autre  part,  d'après  la  seconde  manière,  la  somme  des  termes  du 
groupe  de  rang/?  est 


ou  bien 


2/)2(  l2  +  22  +  32-4-   ...   -|-/)2)  — /?4 


(/>-!-i)(9./>+t)  _  2^ 


■6  P'       ^" 


Donc,  en  faisant  la  somme  de  tous  les  groupes,  on  obtient  la 

formule 

285-1-83=3(82)2. 

En  appliquant  le  même  procédé  au  Tableau  formé  par  les  cubes 
de  la  Table  de  multiplication,  on  obtient  la  formule 

87-^85=2(83)^ 

Cette  dernière  formule  a  été  donnée  par  Jacobi  (-). 

132.  Extension  de  la  méthode  de  Pascal.  —  Considérons  une 
fonction  entière  Af(œ),  égale  à  l'accroissement  d'une  autre  fonc- 
tion entière  y*(^),  pour  un  accroissement  de  x  égal  à  i;  en  d'autres 
termes,  supposons   , 


(')  Cette  démonstration  se  trouve,  sous  une  forme  différente,  dans  le  Fakhrt, 
traité  d'Algèbre  d'ALKARKHî,  composé  vers  l'an  1000.  Les  nombres  tels  que  4x5 
sont  représentés  par  des  rectangles  dont  les  côtés  sont  égaux  à  quatre  et  cinq  fois 
l'unité. 

Voir  nos  différents  articles  :  «  Sur  la  somme  des  cubes  des  nombres  entiers  » 
{Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  2'  série,  t.  IX,  p.  49;  —  t.  X,  p.  79  et 
117;  1870).  —  L'Arithmétique  en  Bâtons  {Nature,  1887). 

{')  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Schumacher,  t.  V,  p.  299  (Altona, 
i863). 
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remplaçons  successivement  x  par  t  ,  2,  3,  .  .  .,  (x  —  i),  et  faisons 
la  somme  des  égalités  obtenues 

/(3)  — /(2)  =  67,0- 2/^ -+-«1.2/^-1 -4-... -i-  a;,.  2», 

/(4)--/(3)         =  ao.3P+«i.3/^-'-f-.  ..-Ha;,.3o, 


En  désignant  par  S^  la  somme  ( 

S^=  1/^^-2/^+  3/^  +  . .  .  —  (07  —  1)/% 
il  vien 

f{or)—f{\)~  «0  Sp-hai  Sp_i-f-. .  .4-a^So. 

Sous  la  forme  symbolique,  on  a  V identité  fondamentale 

(0  /(^)-/(0'=^/(S  +  0-/(S;. 

Supposons,  plus  particulièrement,  f{x)  égal  à  l'une  des  trois 

expressions 

{x  —  \)p,    xi>,    {'jLX  —  i)P; 

nous  obtenons  les  trois  formules  symboliques 

(2)  SP  —  {S—i)P<J!:}(x  —  \)P, 

(3)  (S-hl)P—SP':ÙàXP—l, 

(4)  {2S-hiy--(2S—l)P^{l^CC-^l)P—l    (M. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  successivement  S,,So, 
S3,  . . .,  S^_i,  par  récurrence.  La  dernière  des  trois  formules  pré- 
cédentes permet  de  calculer  les  sommes  S  pour  des  indices  qui 
croissent  de  deux  en  deux.  Dans  le  même  but,  on  peut  encore 
employer  les  deux  formules  suivantes  obtenues  par  addition,  et 
par  soustraction,  des  formules  (2)  et  (3) 

(5)  {S-hi)P  —  {S-i)P^cvP-^{x  —  i)P—ï, 

(G)  {S-hi)p-{-{S  —  i)p—2SP'éixP  —  {x  —  i)P—i. 


{'  )  Celte  formule  a  été  obtenue,  sans  le  calcul  symbolique,  par  M.  Gilbert,  au 
moyen  de  l'Analyse  infinitésimale  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
2«  série,  t.  VIII,  p.  487;  1869). 
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Enfin,  si  Ton  remplace  y(^)  par 

x{x  -\-i)(x  -^  1}..  .  ,{x  -i-p  —  \), 
( X  —  \)x{x  -\-  \). .  .{x  -^p  —  l), 

dans  la  formule  fondamentale  (i),  on  a  encore  les  formules  sym- 
boliques de  récurrence 

(7)  />(S-M)(S-f-2)...(S-l-/>  — i)^ar(:r-l-i)...(:r-i-jO  — I)— 7?! 

(8)  />S(S-f-i)  ...  {'è  -^  p  —  1)  uAi  {x  —  \)  x{x  -+- 1) .  /.  {x  -^  p  -  '}.). 

133.  Propriétés  des  polynômes  S^.  —  On  voit  d'abord,  au 
moyen  de  l'une  quelconque  des  formules  précédentes,  que  Sp_^ 
est  un  polynôme  en  x  de  degré/?,  et  que  le  coefficient  de  ^^  est 

-;  ce  résultat  a  été  indiqué  par  Pascal  dans  son  Traité  sur  la 

Sommation  des  puissances  numériques.  Ces  formules  montrent 
encore  que  le  produit  jo  !  Sy,_,  est  un  polvnôme  à  coefficients 
entiers.  Mais  on  obtient,  en  même  temps,  plusieurs  autres  pro- 
priétés importantes  des  polynômes  S^,  au  moven  des  formules 
de  M.  Radicke,  que  l'on  déduit  immédiatement  de  notre  identité 
fondamentale  (  '  ).  En  effet,  si  l'on  fait  dans  cette  formule 

f{x)  =  {x  —  \)Px'l, 

il  vient,  en  supposant/?  et^  entiers  et  positifs, 

Sa'(S  h- i)*?—  Si{^  —  i)p^{x  —  \)Pxi. 

Par  l'échange  de  /?  et  de^,  on  obtient  une  seconde  formule; 
puis,  par  addition  et  par  soustraction, 

'  ^p    S-i-i)7-^(S-i)7  _  g^  (S-f-i)/>+(S-iy 

(ï)  1  1 

tJ^{x  —  i)Pxi  —  {x  —  i)ixP. 

(    ç.      (S-f-l)'7-(S-I^'7  (S-hl'>P-(S-l)P 

(2)  -2  1 

!  iJ^{x —  \)Px^ -^{x —  i)i  xP. 


(  ')  Radicke,  Die  Recursionsformelnfur  die  Berechnung  der  Bernoullischen 
iind  Eulerschen  Zahlen.  Halle,  i88o. 
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Pour  q  =/?,  et  pour  cj  =^{p  -^  i)^  la  formule  (2)  donne 

(3)  G;,S2;,-l+G|S2p-3+G|S2p-3-}-...=  i^/'(a^-l)^, 

lip-\-l  ip  —  i  '^P  —  ^r.,a  , 

^2p  H 5 ^p  ^2p-2  H 7 ^p  ^2p-V  +  •  .  • 

(4),  1  5  b 

en  particulier,  pour/?  =  i  et  pour/?  =  2,  on  retrouve  tout  de  suite 
les  valeurs  de  Si ,  S2,  S3,  S4. 
Si  l'on  pose 

y  =  2Si  =  x{x  —  i),         Sap-i— S3  Qa;,-!,         83^  =  S2  Qap, 

les  deux  formules  précédentes  deviennent 


(  5  )       G^  Q2p_i  +  g;,  Q2;,-3  +  G|  Q2P-5  +  Cl  Q2p_7  -T-  . . .  =  2yP-^, 

(  (3  )     -^^  Q,p  +  ^^^  G3  Q2P-2  -  ^^^  G},  Q2P-4  -1- . . .  =  3yp-'  ; 

par  suite,  82^0+1  est  le  produit  de  S3  par  un  polynôme  de  degré 
(p  —  1)  en  jK,  et  S^p  est  le  produit  de  S2  par  un  polynôme  en  y  de 
degré  (p  —  i). 

Exemple  I.  —  Galculer  successivement,  par  la  formule  (5),  les  valeurs 
de  Q  pour  les  indices  impairs  de  3  à  i5. 
On  trouve 

Q3  -1, 

Q9  =!r^-ir^+fr  -  i 

O1 1  =  -2-  r^ 5  ^4  _|_  8  2   ^3 2  3  6  0/2  _i_  1382   y    6  9  1 

V13     7^       3"^  ^laV       "2'r^  ^~rôi~^       rrs' 

Exemple  II.  —  Galculer  successivement,  parla  formule  (6),  les  valeurs 
de  Q  pour  les  indices  pairs  de  2  à  12. 
On  trouve 

3Q2  =3, 

5Q4  =3j^  -1, 

7Q6  =372__   3^-1-1, 

OQs    =373-     672_(-21^_|^ 
'lQlO=  37*— 10734.  j^j2 —     i5^4_5^ 

i3Qi2=37S— i574-i-4i73_  i.p^24_i|p.  ,^_^ 
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Exemple  III.  —  Calculer  les  quotients  de  Qg  et  de  Qio  par  {y  —  i). 
On  trouve  les  identités 

ï  I  Qio  =  (jK  —  *;  (,  3j^3_  7j2  _+.  ,0^  _  5). 

Exemple  IV.  —  Les  polynômes  3Q2/,+i  et  i{ip  -h  \)Q_ip  sont  du  degré 
{p  —  i);  leurs  coefficients  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.  Calcu- 
ler les  coefficients  de  ces  polynômes  et  démontrer  que  les  rapports  des 
coefficients  correspondants  des  deux  polynômes  sont  respectivement 

III  II 


p-hi         p        p  —  I  ^       1 

434.  Développement  des  polynômes  S^,.  —  Nous  venons  devoir 
que  la  somme  S;,_i  des  puissances  d'exposant  [p  —  i)  des  [x  —  i) 
premiers  nombres  est  un  polynôme  en  x  de  degré  /?,  dans  lequel 

le  coefficient  de  xP  est  -;  de  plus,  le  polynôme  ne  contient  pas  de 

terme  constant.  En  mettant  en  évidence  les  coefficients  du  binôme, 
on  peut  donc  poser 

/?S^,_i=  Bo^/^ -H  C^Bi  37/^-1 -f-C|B2:rP-2 +  ...-+-  C';r^Bp-ix, 
ou,  sous  la  forme  symbolique, 

Pour  déterminer  les  coefficients  B,  nous  observerons  que,  si 
l'on  remplace  x  par  (^  +  i),  le  premier  membre  augmente  de 
pxP~^  ;  on  a  donc,  pour  toute  valeur  entière  de  x,  l'identité 

(i)  {x-^i^B)P  —  {x  +  '^)P^pxP-K 

Par  suite,  en    égalant  les  coefficients  des  diverses  puissances 

de  ^,  on  a 

(B-f-i)i  — Bi<=iî-i, 

(  B  4- 1)2  —  B2  uAo  o, 

(2)  i  (B-i-i)3— B3uAeo, 


Ces/>  équations  déterminent  successivement  les  coefficients 
Bo,     Bi,    B2,     ...,     Bp_i, 
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pour  le  développement  de  Sp_i.  Mais  on  doit  constater  ce  fait 
remarquable,  que  si  l'on  passe  de  la  somme  S^_i  à  la  somme  S^,, 
pour  l'exposant  suivant,  il  suffit  d'ajouter,  aux  équations  (2),  une 
nouvelle  équation 

(  B  +  I  )/'+!  —  B/'+i  ^  o, 

tout  en  conservant  les  précédentes;  on  n'a  qu'un  seul  nouveau 
coefficient  B^  à  calculer.  On  a  donc  le  théorème  suivant  (^)  : 

Si  Von  désigne  par  Bq,  Bi,  B2,  ...  une  suite  de  nombres 
déterminés  successivement  par  des  équations  de  la  forme 

(3)  (B-^i)«— B«^o, 

avec  les  conditions  initiales  B^  =  i ,  Bi  r=  —  i^  et  pour  ;i  >>  1 , 
on  a  r identité 

(4)  />Sp_i^(a7H-B)p— BP. 

Les  coefficients  B  ont  été  appelés  par  Euler  les  Nombres  de 
Bernoulli;  pour  la  somme  des  puissances  des  x  premiers  nom- 
bres, on  remplace  Bi  =  —  \  par  B,  =  +  |^.  D'ailleurs,  puisque 
82/7-4  est  divisible  par  S3  et,  par  conséquent,  par  ^2,  les  nombres 
de  Bernoulli  dHndice  impair  sont  nuls,  à  V exception  de 
B,  =  +  i. 

De  la  formule  (4),  on  tire 

^.^/>S,,_,-4-B,; 

cette  formule  permet  de  déterminer  S^,  par  voie  d'intégration,  en 
calculant  chaque  fois  la  constante  B^  par  l'une  ou  l'autre  des  con- 
ditions Sp  =  I  pour  ^  =  2,  et  S/,  ^=:  o  pour  x  =z\ . 


(' )  Ce  théorème  a  été  donné  sous  une  forme  différente  par  Jacques  Bernoulli 
{  Ars  conjectandi,  1718);  la  formule  (4)  a  été  indiquée  par  Moivre  dans  ses 
Miscellanea  analytica,  mais  aussi  sous  une  forme  différente.  Nous  devons  faire 
observer  que,  pour  la  simplification  des  formules  de  cette  théorie,  nous  avons  dû 
modifier  les  diverses  notations,  employées  jusqu'ici,  des  nombres  de  Bernoulli. 
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On  Iroiive  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de/?, 


Si  = 

i 
2 

^'  ^:  i  ^, 

s,  = 

1. 
3 

X^   -ZL^X^ 

-    J   ^, 

Ss  = 

i 

X^ZrzXx^ 

+  i-^ 

S*  = 

1 
5 

X-   Z^ia7* 

4-  i  ^3  _. 

3^0^- 

Ss  = 

1 

x^z^lx^ 

-A^^- 

^V^^ 

Se  = 

1 
7 

x'J  Lyi  i  x^ 

^  i  ^^  - 

1X3-- 

Jj^, 

S7  = 

i 
8 

x^  —  1^:7 

H-^^O    - 

Â*'+ 

A^^ 

Ss  - 

± 

5> 

x^~lx^ 

--    1   ^'    " 

r5-^°  + 

|.X3- 

Ô^' 

S9  = 

A 

X^0-^_^^9 

+    f    ^8    — 

îV^'-^- 

ixV- 

A^^ 

Sio  = 

1 1 

a^ii=pi:ri« 

'+    f    ^«    - 

x''^ 

a:°  — 

yx^+^,x, 

Sll=: 

1 
12 

:ri2-larii 

^  12  ^ 

■IXx'-r- 

Jl^o_ 

V^'+i\^^ 

Le  signe  -^ —  se  rapporte  à  la  somme  des  puissances  des  (x  —  i) 
premiers  entiers  et  le  signe  H-  à  celle  des  puissances  des  x  pre- 
miers. 

Mais,  pour  de  plus  grandes  valeurs  de  />,  il  est  préférable  de 
développer  la  formule  (4)  en  mettant  en  évidence  les  coefficients 
du  binôme  et  les  nombres  bernoulliens,  qui  ont  été  calculés  par 
M.  Adams  jusqu'à  B<24.  Quant  aux  nombres  B,  leur  calcul  le  plus 
rapide  se  fait  au  moyen  des  formules  données  dans  le  numéro 
suivant,  ou  encore  par  l'emploi  du  beau  théorème  de  Clauses  et 
de  Staudt,  qui  sera  énoncé  et  démontré  au  Livre  III. 

135.  Nombres  de  Bernoulli.  —  On  a,  pour  les  premiers  nombres, 
les  valeurs 


B2  =-T-77)  B4  = — — ?  Be  =4--^) 
6                   io  42 

R       î  D       5  69Î 

io  66  2730 


B4  = 

1 
~3^' 

Bio  = 

5 
""66' 

Bi6  = 

36i- 
5io' 

B22- 

854 5 13 

'       i38     ' 

o   _  ,   /  r,  .  T.      ,   ^3867 

«14— +^>  i>16= FTT'  J^18=-l — IT» 

6  ^10  798 

^  174611  ^  854  5i3  t>  236364O01 

B20— 5-5 y  B22~H 575 — )  "24— :, — —y 

33o  i38  2730 

8553  io3  „  93749461099  86i584i 276005 

Bos  = ô '  ^30  —  + 


870  14322 
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Ces  nombres  jouent  un  très  grand  rôle  dans  l'Analyse  mathéma- 
tique; nous  allons  donner  quelques  autres  formules  importantes. 
Désignons  par/(^)  un  polynôme  entier  quelconque 

f{x)=^a(iXP-\-aiXP-^-^...-^apX^, 
et  reprenons  l'identité  symbolique 

{x -hi^^y^—{x -^BY^nx^-^', 

si  nous  y  remplaçons  successivement /î  par  yo,  (/?  —  i  ),...,  3,  2,  i, 
et  si  nous  ajoutons  les  égalités  obtenues,  après  avoir  multiplié 
respectivement  par  ciq^  a^.  . . . ,  ap_^ ,  il  vient 

(,)  /(^  +  B  +  i)-/(^-i-B)^/'(:r). 

C'est  V identité  symbclique  fondamentale  pour  le  calcul  des 
nombres  bernoulliens.  Si  l'on  suppose  successivement  que  f{x) 
représente 

{ix — i)P,     x{x  -^-  \).  .  ,{x  -h  p)j     {x  —  i)x.  .  .(x  -^p  —  1), 
on  trouve,  en  faisant  ensuite  x  =  o^  les  formules  de  récurrence 

(2B  -+-1)/^— (2B  — i)/^^'2y>(— i)/^-i, 
(/?^i)(B-i-T)(B4-2)...(B-i-/?)«=^/?î, 
(/?  +  i)B(B-i-i)...(B+y.-i)       ^_(^_,)!. 

Si  l'on  suppose  encore 

f(x)  =  (x~l)PX'7, 

pour  p  et  (g  —  i)  entiers  et  positifs,  l'identité  fondamentale 
donne  la  relation 

B/^(B  +  1)7— B'7(B  —  i)/'.dl:  o. 

Cette  formule  présente,  pour  le  calcul,  l'avantage  de  ne  pas  con- 
tenir tous  les  coefficients  B,  mais  seulement  ceux  dont  l'indice 
est  compris  entre  B^^^  et  B^,  en  supposant  q  <ip-  Elle  a  été  in- 
diquée par  Stern  {^Journal  de  C relie,  t.  84,  p.  216);  la  démon- 
stration précédente,  qui  la  rattache  à  notre  identité  fondamentale, 
a  été  donnée  par  M.  Radicke  {Journal  de  Crelle,  t.  89,  p.  259). 
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Exemple  I.  —  Démontrer  la  formule 

(B -f- 2) (B  +  3). .  .(B  -  p)-Ve(/>  -  I) '  (I  4- i -i-. .  .4-  i)  • 

Exemple  II.  —  Démontrer  la  formule 

B/'(B  -i-  O^CB  4-  2)'-(B  -f-  3)^^  B^(B  -  i)''(B  —  2)7(B  —  3)/^, 

dans  laquelle  yo,  q  —  i,  r  —  i,  5  —  i  sont  des  entiers  positifs. 
On  pose  dans  l'identité  fondamentale 

f{x)  —xP{x-^i)i{x-\-  2)'-(a7H-3)^; 

on  remplace  ensuite  x  par  —  i,  —  2,  —  3,  et  l'on  fait  la  somme  des  éga- 
lités obtenues. 
On  peut  trouver  des  formules  analogues  pour  les  sommes  S. 

Exemple  III.  —  L'identité  fondamentale  (i)  peut  être  généralisée.  En 
effet,  on  peut,  avec  les  notations  des  différences  et  des  différentielles, 
l'écrire  sous  la  forme 

en  supposant  Aa^  =  i  ;  de  même,  par  l'introduction  d'une  autre  variable  y 
et  pour  des  accroissements  de  a?  et  de  j^  égaux  à  i, 

et  ceci  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Il  ne  faut  pas  ré- 
duire les  B  avec  les  B',  les  B",  . ..;  mais,  lorsque  le  développement  sym- 
bolique du  premier  membre  sera  effectué,  on  remplacera  les  exposants 
de  B,  B',  B",  ...,  par  des  indices.  On  obtiendra  ainsi  des  relations  conte- 
nant les  produits  deux  à  deux,  trois  à  trois,  ...  des  nombres  de  Ber- 
NOULLi  (Comjo^e^  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences;  Paris, 
1876). 

Nous  allons  encore  démontrer  la  formule  générale 

(2)  /(B.r-hS)-h/(Ba')çA,^/(B), 

dans  laquelle  on  remplace,  après  développement,  les  exposants 
de  B  et  de  S  par  des  indices. 

En  effet,  considérons  le  polynôme  Qn y 

r^-i- r  j- -M)/'-f- (7 -T- 2)-4-. .  .-i- (7  H- J7  — 1)"; 

E.  L.  -  I.  16 
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si  l'on  fait  la  somme,  on  obtient  une  première  expression 

yP  _|_ ■ _ . 

Ce  résultat  subsiste  lorsque  l'on  remplace  r  par  une  quantité 
symbolique,  et,  par  exemple,  par  B'^,  en  désignant  par  B'  les 
nombres  bernoulliens  ;  mais,  si  l'on  se  rappelle  que  (B-1-  i)'^  —  B'' 
s'annule  pour  n'^i  et  devient  l'unité  pour  7zz=:i,  l'expression 
précédente,  où  l'on  remplace  y  par  B^,  devient  x^p\  on  a  donc 

(3)  {^x)P-\~{Bx-^iy-\-.  ..-^r-{Bx-hX  —  l)P'éàX^p, 

et,  par  l'emploi  du  symbole  S, 

(4)  {Bx-\-S)P'^-{Bx)p^xBp] 

d'où  l'on  déduit  ensuite  la  formule  (2). 

En  particulier,  pour  ^2;  =  2,  la  formule  (3)  devient 

(5)  {iB-^\)p-\-{iB)p^iBp', 

par  conséquent,  les  nombres  de  Bernoulli  vérifient  la  relation 

(6)  /(2B--i)-h/(2B)uio2/(B). 

136.  Formules  générales  de  sommation.  —  Soient/(^)  un  po- 
lynôme quelconque  et  F(^)  le  polynôme  intégral,  l'identité  fon- 
damentale du  numéro  précédent  peut  être  écrite  ainsi 

f{x)  ^¥{x  +  B  +  i)  —  ¥{x-r-  B). 

Si  l'on  remplace  successivement  x  par  o,  1,  2,  . ..,  (^  —  i),  et  si 
l'on  fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient 

/(o) +/(!) +/(2) +...+/( a;  -  i)%A- F(a.  +  B)  -  F(B). 

En  se  servant  des  notations  du  Calcul  intégral,  on  a  la  formule 
symbolique  suivante,  dont  l'application  est  très  facile, 


(0 


=  n  —  \  /I4-B 

2  A^y^f    f{^)dx. 


Pour  obtenir  les  sommes  de  deux  en  deux,  nous  reprendrons  la 

formule 

{x  +  B-^\)p—{x-\-^)Phî^pxP-K 
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SI  1  Oïl  romj)lace  Jt'  par  J  j:,  il  vieul,  en  mulllpliant  par  2/'. 

(x-i-2B  -^  l)n  —  (X  -^  2B)/'cjU  2/7  07/'-» 

et,  par  suite, 

F  (a; -f- 2  B  +  2  )  —  F  (a»  4- 2  B  )«d^  2/(;r  ). 

Remplaçons  successivement  x  par  i,  3,  5,  ...,  (2^  —  i);  en 
ajoutant  les  égalités  obtenues,  il  vient 

/(i)+/(3)+/(5)-H...--/(2;r-i)c:A.i-F(2a:-+-2B  +  i)-|F(2B  +  i; 

Ou  a  de  même 

/(o)+/(2)-i-/(4)-^...-4-/(2a;-2)uioiF(2:r-f-2B)-iF(2B). 

Par  le  même  procédé,   on  trouvera  les  sommes  de  3  en  3 ,  . . . . 
de  r  en  /',  . . .,  et  l'on  généralisera  la  formule  (1). 

137.  Extension  de  la  méthode  de  Fermât.  —  Soit  /(x)  un  po- 
lynôme en  a:  de  degré  n,  la  formule  d'interpolation  de  Newton 
conduit  à  l'identité 

On  développe  ainsi /(^)  en  une  somme  algébrique  de  facto- 
rielles;  si  l'on  remplace  x  par  des  nombres  en  progression  arith- 
métique de  raison  A,  on  trouve  par  l'application  de  la  formule 
qui  donne  la  sommation  des  factorielles  (n**  37)  la  somme  des  va- 
leurs que  prend  le  polynôme  f{x)  pour  des  valeurs  de  x  en  pro 
gression  arithmétique. 

Mais  le  résultat  est  lui-même  un  polynôme  de  degré  (/i  -f-  i)  dé- 
veloppé en  une  somme  algébrique  de  factorielles,  et  l'on  peut  lui 
appliquer  la  formule  fondamentale  indiquée  par  Fermât  ;  par  con- 
séquent, on  pourra  trouver,  d'une  manière  simple  et  générale,  la 
valeur  de  l'expression 

222  ...f(x) 

pour  des  valeurs  de  x  égales  aux  termes  successifs  d'une  progres- 
sion arithmétique. 
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Soil,  en  particulier, 


f{x)  =  37",  ^X  =  h  = 


et 


^0  =  0, 


on  a 


(  I  )        ^»  =  ^  A  C^  -t-  -^- — —  A2  o« 


1.2 


■(X  —  l)(.T 1) 

1  .  '2  .  3 


A3o« 


par  suite,  en  désignant  par  S^^  la  somme  des  puissances  n^"-'^^^^  des 
(a;  —  i)  premiers  nombres  entiers,  on  a 


(2) 


S;,= 


H 


ï^ 


Ao« 


X(.T \)  (x^^  •?.) 


1.2  1.2.3 

' —  i)(^  —  2)(.r  —  3) 

4 


A2o« 


Ix(x  —  i)(^  —  5 
"^  1.2. 3., 


A^o'^ 


Cette  formule  montre  que  S«   est  un   polynôme  en  x  de  degré 
(^-J-i),   divisible  par  œ(x  —  i),  et  dont  le  premier  coefficient 

est (n°  133).  La  formule   (2)  n'est  qu'une  transformation 

d'une  propriété  d'un  tableau  de  sommes  (n°  75). 

D'ailleurs,  si  l'on  prend  le  coefficient  de  x  dans  le  développe- 
ment de  la  formule  qui  précède  ,  on  exprime  les  nombres  de 
Bernoulli  en  fonction  des  différences  de  œ^  pour  ^  =  0;  on  a 
ainsi  4 


(3) 


Ao» 


A2o«        A3o« 
~3  4^ 


4-(-i)'^ 


Exemple  I.  —  Soit  à  calculer  S3.  On  forme  le  Tableau 


A' 

A2 

1     A 

1    a:> 

6 

6 

1 

0 

12 

7 

I 

19 

8 
27 

et  l'on  a 

S3  = 


x(r  —  t)(x  —  2  )  ( .T — r  3 ) 


I  .2.3 


1.2.3.4 


-6. 


En  simplifiant,  on  retrouve  le  résultat  connu.  Cette  méthode  paraît 
moins  simple  dès  l'abord;  mais  elle  est  la  plus  commode,  lorsque  l'on  veut 
obtenir  les  sommes  successives. 
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Exemple  11.  --  Trouver  la  somme 

\{x—lf-\-l{x—  2)3  -f-  3(0?—  3)3-+-  ...   -+-(37—  2)'23-+-(ir— l)  l3. 

138.  Sommations  successives  des  puissances.  —  Posons 

Si,  „  (37)  =    I«  -t-  2«  H-  3«  -r-   .  .  .   -4- a7«, 

en  désignant  par  n  un  entier  nul  ou  positif;  posons  ensuite 

S2,„(37)  =  Si,„(i)  -+-  S,,„(2)  H-  ...  -h  Si,„(;r), 
et,  en  général, 

S/,+  l,72(37)  =  Sp,n(l)  -r-  Sp,„(2)  +...-+-  Sp,„(37); 

les  sommes  S^^/^,  82,72,  ...  correspondent  aux  sommations  suc- 
cessives. 

Nous  suppoeerons  So,o  =  i  ;  on  a  d'ailleurs,  par  la  sommation 
des  factorielles  (n°  37), 

_x{x -\-\)  . . .  ix -\- p  —  \^ 
^^^'-  1.2. 3. ..y; 

Nous  allons  calculer  82,,^  ;  pour  cela,  considérons  le  Tableau 

in-h2« 
j/i_^2«  +  3« 
I«-f-  2« -i- 3'^ -+- 4« 


I  "  -h  2«  -T-  3"  -T-  4«  ^  .  .  .  -H  37"  ; 


en  faisant  la  somme  par  colonnes,  on  obtient  pour  la  somme  des 
termes  de  la  colonne  de  rang  p 

{x  —  p-\-i)p"'        ou        (37 -h  I  )/)«—/?"+' ; 
donc,  en  faisant  le  total  de  toutes  les  colonnes,  on  a 

(«)  §2,»  =  (37-+-1)  Si,„  —  Si,„+i. 

Sous  forme  symbolique,  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

S,.,^S'/(37-T-I  — Si). 


«246  LIVRE    II.    —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

On  trouve,  par  induction,  la  formule  générale 

(2)      S;,+i,„(x  )'=!!='  -y   S';[57-|-I  —  Si][a7-l-2  — Si]  ...   [^ -+-/?  —  Si], 

que  l'on  vérifie  a  posteriori  en  observant  que,  si  l'on  remplace  x 

par  (^  -f-  f) ,  le  premier  membre  augmente  de 

Sp,„(^-f-i), 
et  le  second  devient 


/>' 


-^  Sf  [^  +  2— Si][^+3  — Si]  ...  [jr+y;-r-i  — S,], 
et,  par  conséquent,  augmente  de        • 

— _^^j  Sn^  +  9--S,][a;-+-3-Si]  ....  [x-.-^- Si];      • 

c'est  précisément  ce  que  devient  le   second  membre  de  la  for- 
mule (2),  quand  on  j  remplace  p  par  {p  —  i)  et  .2?  par  (^x  -\-  i). 

Exemple  I.  —  Calculer  les  valeurs  de  83,,^  pour  11—  1,2,3,4. 
On  trouve  successivement 

§2,1  =  i  ^ (^ -t- 1 )  (  ^ -f- 2 ) , 

^2,2  =  T2  ^(^  +  0'^  ("^  -^  2): 

82.3  =  eV  ^(^  +  1)  (^  +  ^)  (^^  +  6^7  +  3)  , 

82.4  =  Jq  X{X  -^  l)"-  {x  -\'-  1)  (2^2  4-4^  —  f). 


Pour  plus  de  détails,  voir  nos  articles  du  Messenger  of 
Mathematics,  intitulés  :  On  the  Development  of  l  ■  _  _.  )  m 
a  Séries  et  On  the  successive  Summations  (Cambridge,  1877). 

139.  Extension  de  la  méthode  indienne.  —  Considérons  la  suite 
de  X  quantités 

formons  une  Table  de  multiplication  en  écrivant  successivement  les 
uns  au-dessous  des  autres  les  produits  des  termes  de  cette  suite 
par  ceux  de  la  suite 
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la  somme  des  termes  de  la  Table  sera  égale  au  produit  des  sommes 
\J^  et  V^  des  termes  des  deux  suites.  D'autre  part,  en  ne  prenant 
que  les/?  premiers  termes  du  Tableau  qui  se  trouvent  dans  la  ligne 
de  rang/?  et  les  (p  —  i)  premiers  dans  la  colonne  de  rang/?,  on  a 
pour  leur  somme 

up  V^  -h  Vp U/,  —  UpVp; 

par  suite,  en  faisant  la  somme  ^  de  ces  expressions  de  p  =  i  à 
p  =:  x^  on  a 

p=x  p=a; 

(l)  U^rVg:— ^(^/>V/>-Ht^pU/>}-+-  ^UpVp  =  0. 

p=l  />=! 

Considérons,  de  même,  une  troisième  suite  de  quantités 

Wi,       W2,       M^3,        ...,        Wp,        ...,       Wx, 

et  plaçons  les  unes  au-dessous  des  autres  les  Tables  obtenues  en 
multipliant  tous  les  termes  de  la  première  Table  successivement 
par  tous  les  termes  de  la  troisième  suite  ;  nous  formons  ainsi  une 
Table  de  multiplication  à  trois  entrées,  et  [le  compartiment  de 
coordonnées  p,  çr,  r  contiendra  le  produit  UpVqWr'  Gela  posé, 
considérons  successivement  les  cubes  ayant  à  partir  de  l'origine 
I,  2,  3,  ...,/?  unités  de  côtés,  et  cherchons  la  somme  des  termes 
qu'il  faut  ajouter  au  cube  de  rang  (/>  —  i)  pour  obtenir  le  cube 
de  rang/?.  Nous  trouvons  facilement 

{up\p  -¥-Vp\}p  —  UpVp)  (Wp  —  Wp)-T-  WpUpYp. 

Mais  la  somme  des  termes  de  laTable  est  égale  au  produit  U.rVa-W^ 
des  sommes  des  trois  suites  ;  on  a  donc  l'identité 

7  p=^ 

)  p=i 

'     \  p=x  P=x 

\  -^^{upVpWp  -T-  VpWpVp  -h  WpUpYp)  — 2  Upv 


P=i  p=i 

Dans  le  cas  où  les  trois  séries  sont  identiques,  on  a 
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Par  induction,  on  obtient  une  formule  générale,  qui  s'applique 
à  un  nombre  quelconque  n  de  suites,  dans  laquelle  on  aperçoit  les 
coefficients  du  développement  de  (i  —  xY ^ 

(3)        U5  -  CA  S  W;,U«-i  -+-  Cl  2  w|Ur2  _  . . .  _^  (  _  j)«  X  ul  =  G. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  fait  Up  =  i  dans  la  formule  précédente,  et  si 
l'on  remplace  x  par  (x  —  i),  on  obtient  la  formule  équivalente  au  déve- 
loppement de 

(37  —  l)«  +  (  S  —  l)'^  —  S«  çAo  o  ; 

cette  formule  coïncide  avec  la  formule  (2)  du  n°  132. 
Exemple  II.  —  Si  l'on  suppose,  dans  la  formule  (i), 

Up  =  Vp  =p(p-\-  1)  ..  .  (p-{-g  —  i)^ 

on  a,  par  la  sommation  des  factorielles, 

TT    _P(p-^'f'>  ...ip-^q) 
Up  —   , 

q-\r-i 
et,  par  suite, 


V' /                        •     «,        \x(x-^})  ...  (x-h  q)]^ 
2^{ip-^-q-  i)ul  =  ^ — -^ ^  . 

Exemple  III.  —  Si,  dans  la  même  formule,  on  suppose 

î 


Un  = 


''       i>(p-M) 


on  obtient  les  relations 

p=x 


""    [i+(«-i)/'^]=-^  «''+', 


p=X 

i  —  {a  —  i)p  a^+^ 


1 


aP  —  a 


p{p-hi)  x-^i  • 

p=i 

En  particulier,  on  fera  dans  ces  formules  a  égal  à  f ,  |  ou  2. 

140.  Développement  du  produit  S>,nSn  en  fonction  linéaire 
des  sommes  S.  —  Dans  les  formules  de  ce  numéro,  S;^  désigne 
d'abord  la  somme  des  puissances  d'exposant  n  des  x  premiers 
nombres,  et  l'on  suppose  B,  =  -f-^;  d'ailleurs  les  formules  obte- 
nues ne  contiendront  pas  B4,  de  telle  sorte  que  les  formules  auront 
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lieu,  qAielle  que  soil  la  valeur  de  x.  Faisons,  dans  la  formule  (i) 
du  numéro  précédent. 


1  vient  la  formule  symbolique 


(i)       S,;,Srt-T-S,„+„.A,S'«  ^ -^ h  S" 

71  -+-  I  /n  ~r  l 

Nous  avons  ainsi  exprimé  S^  Sn  en  fonction  linéaire  des  sommes 
S  (n°  102),  et  l'on  voit  que  Bi  n'entre  pas  dans  cette  formule.  En 
supposant  m  ==r  n ,  on  a 

(2)  — - — -  Sf^  —  S2«^-l  +  G,^+,  B2S2n-i  H-  G^+iBtSan-a  +  . . . 

Exemple  L  —  En  supposant  n  égal  à  i ,  2,  3, 4  :  •  •  •  j  on  trouve  succes- 
sivement 

Si  =  S3, 

S 2   le       ,     le 
2   —   3  '-'3  "^  3   "^3  5 

Sg   =   2  S-  -f-2"  S5, 

S  2  2  c      ,    le          JL  ç; 
4  —   5  '-'9  ~^  3  '-'7  —  15  '-'5  î 


Inversement,  on  obtient  les  formules 


283=  2S2, 


2S5=3S|-Sf, 

2S:  =  4Sl-3S|-f-Sf, 

oS„—   'iSS 10.C2_4_llC2  ijLC2 


Exemple  IL  —  Il  résulte  immédiatement  de  la  formule  de  Bernoulli 

(n"  134)  que  les  rapports 

X  x^ 

ont  respectivement  pour  valeurs 

r>  "^P  —  '  r> 

Dp       et jD2n— 2> 

*^  2 

pour  X  =  o.  Si  l'on  introduit  ces  résultats  dans  toutes  les  formules  qui 
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contiennent  S,  on  obtient  des  formules  correspondantes  pour  les  nombres 
bernoulliens.  En  particulier,  la  formula  (i  )  donne 

B,„+„^B"'  ^ '- h  B« '—■ — —  , 

ri-^i  m  -T-  I 

en  supposant  Bj  —  o.  On  ne  réduit  pas  les  B  avec  les  B';  mais,  après  le  dé- 
veloppement du  second  membre,  on  remplace  les  exposants  de  B  et  de  B' 
par  des  indices.  Pour  m  —  i  et  ^i  =  (2/?  —  i),  on  a 

{•xp  -  i)B2;,-l-  (B  -i-  B'fP^o. 

Cette  formule  donne  une  relation  du  second  degré  entre  les  nombres  de 
Bkrnoulli.  Elle  a  été  publiée,  sans  la  forme  symbolique,  par  M.  Woron- 
TZOFF,  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (t.  XV,  jan- 
vier 1876),  et  par  M.  Le  Paige,  dans  les -Bt^Z/e^m*  de  l'Académie  de  Bel- 
gique (t.  XLI^  mai  1876). 

Exemple  III .  —  Au  moyen  de  la  formule  (2),  on  peut  exprimer  le  pro- 
duit S„îS,iSp  en  fonction  linéaire  des  sommes  S.  On  a  ainsi,  en  particulier, 

4(Si)^-   3854-83, 
12(82)^  =  1686—584-1-82. 

Voir  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (2^  série,  t.  X)  un 
article  de  M.  Amigues. 

141.  Somme  alternée  des  puissances  des  nombres  entiers.  —  Si 
l'on  désigne  par  x  un  nombre  pair,  on  a  les  formules 

Multiplions  par  iP  tous  les  termes  de  la  seconde  égalité,  retran- 
chons ensuite  de  la  première,  et  posons 

(i)  i/'-i  —  2/^-1 4-  3^-1  —  . . .  -f-  (^  —  i)P-^  =  I.p-u 

avec 

(2)  2(i-2/')B^=:Gp; 

il  vient  la  formule  symbolique 

(3)  ip  Sp-i«=!^(  -•  \Y{t  -f-  G)/'  -  G/'. 

Ainsi,  comme  dans  le  développement  de  S;,_<,  les  coefficients  du 
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développement  de  Sp_,  sont  ceux  du  binôme  multipliés  respective- 
ment par  les  nombres  G,  qui  se  déduisent  des  nombres  bernoul- 
liens  par  la  formule  (2),  ou  plus  généralement  par  la  formule 

(>')  J/(G)<=Ae/(B)-/(2B). 

On  a,  pour  les  premières  valeurs  de/?, 


Go=o, 

Gi^-M, 

G,  =-i, 

G,  =+i, 

Ga--3, 

G8  =  H-i7, 

Gio  =  —  i55, 

G,2  =  -T-  2073, 

et  G2p+\  est  nul,  de  même  que  Bo^+i.  Ces  nombres  ont  été  con- 
sidérés par  EuLER  et  plus  particulièrement  par  Genocchi  (^). 

Si,  dans  la  formule  (3),  on  remplace  x  par  (x  -|-  2),  on  obtient 
par  différence 

(x  -^  G  -^  '2)P  —  {x  -h  G)P^  —  ipKx  -+■  i)p-i  ~  xP-'^]] 

cette  identité,  qui  s'applique  pour  toutes  les  valeurs  paires  et  posi- 
tives de  œ,  est  vérifiée  pour  une  valeur  quelconque  entière  ou  frac- 
tionnaire, positive  ou  négative.  Donc,  en  désignant  par/(^)  un 
polynôme  quelconque,  on  a  V  identité  fondamentale  pour  le  cal- 
cul des  nombres  de  Genocchi 

f(x  -4-  G  -f-  '2)-f(x  ~  G)^-i[f{x  -,-  I)  -/'(^)1. 
Avec  la  notation  des  différences  et  des  difFérentielles,  on  a 

ctx 
puis,  pour  le  cas  de  deux  variables, 

A2/(:r  +  G,  JK  -f-  G')^(—  2)2  A2  -pL-  ' 

Ox  dy 

en  supposant  Aa:*,  ^y  égaux  à  2  dans  le  premier  membre  de  ces  égalités, 
et  égaux  à  i  dans  le  second  membre.  Cette  relation  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  de  variables. 

142.  Nombres  de  Genocchi.  —  Nous  avons  trouvé  au  n"  135  (for- 
mule 6),  la  relation 

/(2B  -f-  i)  -i-/(2B)  -  2/(B)«di=>o; 


(')  Annales  de  TortoUni,  t.  III.  Rome,  i852. 


^52  LiVRi:  ir.   —   LES  nojIBres  rationnels 

mais,  d'autre  part,  nous  avons 

par  suite,  en  retranchant  membre  à  membre, 

[/(2B  +  i)-/(BH-i)]-i-[/(2B)-/(B)]c^-/(o). 

En  tenant  compte  de  la  définition  des  nombres  G,  donnée  dans 
le  numéro  précédent,  on  a  donc 

/(G  +  i)+/(G)^2/(o). 

En  particulier,  pour/(x)  =  œ^etf(x)  =  {x  —  \)^x^^  il  vient, 

avec  n  >  I , 

G«-}-(G4-i)«<iJ^o, 

G/«(G-l-i)«-}-  G«(G  — ly^c^o; 
pour  m  r=  Al  >  I ,  la  formule  précédente  devient 

G«(G-i-i)«^o, 

car  les  nombres  G  sont  nuls,  comme  les  nombres  B,  pour  n  impair 
et  >  I.  Cette  formule  démontre  immédiatement  que  les  nombres 
G  d^ indice  pair  sont  entiers  et  impairs. 

Soit  ^{x)  le  polynôme  intégral  de  f{x)^  on  a 

remplaçons  successivement  ^  par o,  i,  2,  .  .  . ,  (^  —  1),  dans  l'égalité 
précédente;  faisons  la  somme  alternée  des  égalités  obtenues,  il 
vient 

/(o)-/(i)H-/(2)-...+(-i)^-i/(a:-i)c^lF(G)-^-^^-F(ar+G); 

2  j> 

ce  résultat  a  été  indiqué  par  Euler,  qui  y  est  parvenu  d'une  manière 
assez  pénible  ('). 

En  posant /(;r)  =  xP^  et 

^  j,  =  ^p  —  0.P  +  ^p — . .  .^  {—  \y  {x  —  i)p , 

il  vient 


(')  Lacroix,  Traité  des  différences  et  des  séries   t  III,  p.  i35. 
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Exemple  I.  —  Calculer  les  sommes  2^  pour  />  =  o,  i.  2,  3.  }. 
On  trouve 

2  2:o=(  -i)-^-i, 

8  23^(  — 0^(4^'— 4^2-^  J;-«, 

24=r   22(:r2— 37  —  l). 

143.    Somme  des  puissances  des  nombres  impairs.   —   Si  l'on 
désigne  par  T^  Texpression 

(i)  T/,  =  1/^4-3/' -^...4- (2a?  — 1)^», 

on  a,  pour  le  nombre  impair  de  rang  x, 

{ix  —  \)p={ix)p—  C],{ix)P-'^-^  Cl{'ix)P-^-^  . .  .H-  (— 1)^; 

remplaçons  successivement  x  par  i,  2,  3,  ...,  ^,  et  faisons  la 
somme  des  égalités  obtenues,  il  vient,  en  supposant  ici  que  S^  dé- 
signe la  somme  des  puissances  d'exposant  p  des  x  premiers 
nombres,  l'égalité  symbolique 

(2)  TP<é^{i'&  —  i)P; 

par  suite,  les  symboles  Tet(2S  —  i)ct,  plus  généralement,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  l'indéterminée  X,  les  symboles  (T  +  )v)  el 
(28  —  1-+).)  sont  équivalents  dans  les  formules;  on  peut  donc 
remplacer  S  par  ^(T4-  i)  dans  les  formules  qui  contiennent  S. 
Ainsi,  par  exemple,  on  a  la  formule 

(3)  /  T+2)-/(T)-^/(2.r-i)-/,:i). 

On  obtient  la  somme  des  puissances  semblables  T^  des  nombres 
impairs  par  un  polynôme  développé  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  ;r,  au  moyen  de  la  remarque  suivante,  qui  était  connue 
des  algébrisles  arabes  ('  )  :  La  somme  des  puissances  p^^'^^'^  des  ix 
premiers  nombres  entiers  égale  la  somme  des  puissances  p^^^^^ 


(')  Lacroix,  dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel,  etc.,  attribue  cette  pro- 
position à  Lorgna  (^' édition,  t.  III,  p.  \\ô  et  769).  On  trouve  la  somme  des  cubes 
des  nombres  impairs  dans  un  ouvrage  d'Inx  Almadjdi,  Voir  les  Annales  de  Torto- 
lini  (  t.  VI,  p.  539). 
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des  X  premiers  nombres  impairs,  augmentée  du  produit  par  iP 
de  la  somme  des  mêmes  puissances  des  x  premiers  entiers. 
On  a  donc 

pT p-i^  {'IX  -V-  B)i>—Bp  —  iP-'^[{x  -i-  B)P  —^QP]; 
par  conséquent,  si  l'on  pose 

(4)  R;,=  B,;(.-2/'-i), 
on  a,  pour  T^_i,  le  développement 

(5)  joT^_i^(2a7-i-R)P— R^. 

Si  l'on  remplace  x  par  (^  -|-  i)  dans  la  formule  (5)  et  si  l'on 
prend  la  différence,  on  obtient  l'identité 

{ix  +  2-4-  K)P—  (ix  -^  R)p^p{'2x  —  i)P-^  ; 
par  suite,  en  remplaçant  (2X  -\-  i)  par  jk?  il  vient 

(jK-i-  R  -Hi)^'— (jK  +  R—i)P^pyP-^; 
d'où  l'on  déduit  la  relation  plus  générale 

/(7-4-R  +  i}-/(jK  +  R-i)-^/(j), 

et,  en  particulier,  pour  jk  =^  o, 

(6;  /(R_H,)_/(R-i)c^/'(o)C). 

Cette  formule  est  l^  identité  fondamentale  i^owvXe  calcul  direct 
des  coefficients  R,  que  l'on  peut  aussi  déduire  des  nombres  ber- 
noulliens.  Les  premières  valeurs  de  R  sont,  avec  Ro^+i  =  o, 

Ro  -+-S         «2  =  -^.         R4  =  -^f.         Re---, 

2  O  io  42 

(')  Si  l'on  remplace  successivement,  dans  la  formule  (6),  le  polynôme  f{x)  par 

e*=,    sina;^, 
on  obtient  les  développements 

_^: — -^eRz  -  coséc^'i^cosRi;, 

e-  —  e —  2 

convergents  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  z,  dont  le  module 
est  <  it. 
Voir  Serret,  Traité  de  Trigonométrie,  5"  édition,  p.  265  et  3i2. 
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Exemple  I.  —  Calculer  les  sommes  Ty^  des  puissances  des  x  premiers 
nombres  impairs,  jusqu'à  p  =  8. 

Si  l'on  pose  y  =  4a?*,  on  trouve  pour  les  exposants  impairs 

T,  -  ^2, 

et  pour  les  exposants  pairs 

3T2-=^(jK  — i), 

5T4=T,(3r-7), 
7T6-:T2(372_i8jK-i-3i), 

3T8=T,(y3-iij2_^^7-lfi) 
Exemple  II.  —   Démontrer  la  formule 

(R-r-I)(R-t-3)...(RH-20—  I^'^  — ^-  2f\p  : 

Exemple  III.  —  Exprimer  T^,  en  fonction  du  dernier  terme  {ix  — 1)=  :;. 
On  trouve 

2/>T^_l<d^(^-h2B)/^—  2R/\ 

Exem,ple  IV.  —  Développer  le  produit  T„iTfi  en  fonction  linéaire  des 
sommes  T. 

Si  l'on   fait  Up={ip  —  ï)'"  et  Çp  =  {2p  —  î)"  dans  la   formule  (i)   du 


n"  139,  il  vient,  en  supposant  B 


T      T    ^T  ,,.^,„(T-h2B)^^'-2R"^'     ,    ^^(T-4-2B)"^^l-2R^"^' 

A  //i  1  /i  -i-   l  m+n  ^^  A  — —      ;     -  r-  1  — —     ;     - 


et,  en  particulier,  pour  m  =  n, 

(T-+-  o  B)n+i  —  9.  R«  »-» 


(T„)2  +  T2„^T'^ 


n  -h  I 


Si  l'on  fait  z  =  (2a?— i)  =  o,  l'expression  2/iT„_i  devient  égale  à  G^  ei 
l'on  obtient  alors  une  relation  entre  les  nombres  B  et  G,  car  les  R  dispa- 
raissent. 

144.  Sommation  alternée  des  puissances  des  nombres  impairs.— 
Reprenons  ridentité  du  n°  142 

(x  ^  G  ^iy^-\-(x -h  G)'^^2,nx^-^: 
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remplaçons  xpixriœ,  il  vient 

par  suite,  en  désignant  par  ./(^)  un  polynôme  entier,  et  par 
F(x)  le  polynôme  intégral,  on  a 

(1)  4/(^)c:^F(a7  +  2G+2)+F(:27-f-2G); 

remplaçons  successivement  x  par  i,  3,  5,  . . .,  (2^  —  ')'  ^^  faisons 
la  somme  alternée  des  égalités  obtenues,  il  vient 

(  /(0-/(3) +/(5) -...-(- i)V(^^-0 
^^^        \  «iii=»iF(2G-hi)-i(-i)^F(2^  +  2G-i-i). 

145.  Nombres  d'Euler  (i).   —  Nous  appellerons  ainsi  les  nom- 
bres définis  par  la  formule  de  récurrence 

(i)  {E-\-i)P-i-{E  —  i)PcJ^o, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de/?,  avec  la  condition 
Eo=  I,  de  telle  sorte  que,  pour/?  =  o,  on  doit  remplacer  le  se- 
cond membre  o  de  la  formule  précédente  par  2.  Si  l'on  désigne 
par /(a:)  une  fonction  entière  quelconque,  on  a  donc  Videnlité 
fondamentale 

(2)  /(E-f.i)-f-/(E-0'^2/(o}; 

par  exemple,  pour  f{x)  ^=  [x  —  i)P{x  +  i)^,  il  vient 

(3)  Ep(E  +  2)'7+E'7(E  — 2)/^^2(— l)/\ 

On  a,  pour  les  premières  valeurs  de  l'indice, 

Eo  =  -4-i,        E2  =  — 1,  E4  =  -f-5,        Eo-  — 61, 

E8  =  +  i385,        Eio  =  — 5o52i,         E12  = -h  2702765,         ...; 

d'ailleurs,  la  formule  (i)  montre  immédiatement  que  £2/^^.1  =  0, 
et  que  les  nombres  eulériens  d'indice  pair  sont  entiers  et  impairs. 


(')  Sylvester,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (Paris,  t.  XXV, 
p.  161  ). 
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La  formule  (2)  peut  se  généraliser  ainsi  (n°  121) 

(4  )  /(^  +  E  -f-i)  -^/(r  -^E-i)^  2/{x)  ; 

remplaçons  successivement  x  par  les  nombres  impairs  i ,  3,  5j  . . ., 
(ix  —  i),  et  faisons  la  somme  alternée  des  égalités  obtenues, 
il  vient 

i  /(0-/(3)-h/(5)-...-(-i)V(^^-î) 

Exemple  I.  —  Trouver  la   somme  alternée   des   puissances  semblables 
des  X  premiers  nombres  impairs. 
En  posant 

ej,=ziP—3p^5p  —  ...-^{—  i)^-ï(2a7  —  i)p, 

on  a,  en  faisant  y(^)  =  xp  dans  la  formule  (5), 

lep^EP  —  i—  iy{2x-hE)r. 
On  trouve  ainsi,  pour  les  indices  impairs,  en  posant  j  =  ix, 

e3  =  ej(j2__3), 

65  =  61(72- 5)2, 

67  =  61(76- 217^+17.5  72- 4.^^), 

69  =  61  (78—  3676  4-  6807*  —  512472  -+- 12465). 

Exemple  II.  —  Démontrer  que  le  quotient  de  63  par  Bj  n'est  jamais  un 
carré  parfait,  et  que  le  quotient  de  65  par  61  est  un  carré  parfait  et  n'est 
jamais  un  bicarré. 

L'étude  de  la  Table  des  carrés  montre  que  la  différence  de  deux  carrés 
n'est  égale  à  3  que  pour  (22 —  i2)  et  à  5  que  pour  (3^ —  22),  et  puisque  l'on  a 

1^  =  4^2-3,         |^  =  (4^^-5)2, 

le  théorème  est  démontré,  car  on  suppose  ;r  entier  et  positif. 

146.  Relations  entre  les  nombres  d'Euler  et  les  nombres  de 
Bernoulli.  —  En  comparant  les  deux  dernières  formules  des  nu- 
méros précédents,  dont  les  premiers  membres  sont  identiques, 
on  en  déduit  la  relation  générale 

/(aG-+-i)'d^2/'(E), 
E.  L.  -  I.  17 
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et,  avfic  une  variable  arbitraire  (n"  121), 

On  a  ainsi  une  première  relation  générale  entre  les  nombres 
d'EuLER  et  ceux  de  Genocchi.  En  particulier,  pour /(;ï)  =  z"\  on 

a  la  formule 

{z  -\-  iG  -^  i)"^  ^  im{z  +  E)'«-i  ; 

puis,  pour  ^  =:  —  I ,  il  vient 

( 2 G )'«  ^im{E  -  I )"^-i 

et,  pour  ^  =  o, 

2  m  E"»-i 'JÎf  (  •;!  G -f- !  )'«  ; 

ces  deux  formules  ont  été  obtenues  par  Scherk  (^),  mais  sans 
l'emploi  du  calcul  symbolique.  Elles  expriment  les  nombres  de 
Genocchi  en  fonction   des  nombres  d'EuLER,  et  inversement. 

147.  Formules  deCesàro.  —  Considérons  une  suite  de  nombres 

tels  que  la  somme  des  nombres  à  égale  distance  des  extrêmes 
soit  constante  et  égale  à  x\  désignons  par  S^  la  somme  de  leurs 
puissances  d'exposant/?, 

^p=  aP-\-  a\^  a\-^ . .  .-\-  ai:,; 

par  hypothèse,  nous  pouvons  encore  écrire 

S,,  =  ('a,-  — «o)''-i-(-2?  —  a^)P -^ .  .  .^(yX  —  anY \ 

mais  si  r  représente  l'un  des  nombres  o,  i ,  2,  .  .  . ,  /î,  on  a  par  la 
formule  du  binôme 

{x  —  ar)P  =  xP—Q.],xP-^  ar-\-  CpXP-^  a^-i-...-^(—  a,:)P  ; 

remplaçons  successivement  /•  par  o,  i,  2,  ...,  /î,  et  faisons  la 
somme  des  égalités  obtenues,  nous  trouvons  la  formule  symbo- 
lique 

(t)  Sp^{x—S)p, 

(')  ScuEiKK,  Mathematische  Abhandlungen  (lîerlin,  iSaS). 
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en  tenant  compte  de  l'exposant  zéro  de  S.  Plus  généralement,  si 
l'on  désigne  pary(  v)  nn  polynôme  entier,  on  a  l'identité 

(•2)  f{S)^/{x~S). 

Supposons,  par  exemple, /(j^)  =  j^/'(i  — y)fj  il  vient 

(3)  Sp(x  —  S)'ï  'Af  Si{x  —  S)P 
et,  pour  rj  r=( p  -\-  i^^  on  a 

(4)  Sp(x—S)r{x  —  -2S)<^o. 

En  faisant/?  =  i ,  2,  3,  4,  on  trouve  successivement 

o  =  a?2Si — 3ir  S2— -    2      S3, 

G  r=  ;r3S2-    4^^83-1-    5x  S^ —    y.      S5, 

o  =  a:**S3—  jx^S^-i-    937-85-       -jx  Se -h -2     S7, 

o  —  x^S^ —  637*85-!-  14375  85 —  103^-87-4-1)3788 —  289, 

Ces  formules  ne  déterminent  les  sommes  S  que  pour  les  indices 
impairs  de  S,  puisque  les  termes  a  sont  en  nombre  quelconque 
et  ne  sont  assujettis  qu'aux  conditions  énoncées  plus  haut.  Mais 
ces  formules  s'appliquent  évidemment  aux  sommes  S  des  puis- 
sances semblables  des  x  premiers  nombres  entiers,  des  puissances 
semblables  des  termes  d'une  progression  arithmétique  et  à  beau- 
coup daiilres  suites. 

148.  Suites  de  Cesàro.  —  Nous  désignerons,  sous  ce  nom,  toute 
suite  de  nombres 

(1)  Ao,     A,,     A2,     ...,     A„,     ..., 

tels  (^uc  l'on  a  pour  tout  nombre  n,  entier  et  positif,  la  relation 
symbolique  fondamentale 

(2)  \"^{\  —  xy. 

En  supposant  Ao  --  1,  on  a  A,  =:  i;  mais  A2  n'est  pas  déterminé 
par  l'équation  précédente  qui  ne  détermine  les  nombres  A  que 
pour  les  indices  pairs,  lorsque  l'on  connaît  les  nombres  qui  cor- 
respondent aux  indices  impairs,  ou  inversement. 
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Si  l'on  forme  les  différences  des  nombres  de  la  suite  (i)  dans 
r ordre  contraire  à  V ordre  habituel,  c'est-à-dire  en  posant 

AA„  :=  A,,—  A,i+i, 

et,  de  même,  pour  les  différences  successives,  ce  qui  revient  à 
changer  le  signe  des  différences  d'indice  impair,  la  formule  pré- 
cédente peut  s'écrire  symboliquement 

AiA„c^A«(i  — A); 
on  Irouve  ainsi,  comme  au  n°  76, 

(3)  LPkq^  k^{\  —  ky. 

Mais,  par  le  procédé  déjà  employé  (n"  121),  la  relation  (2) 
conduit  à  la  relation  générale 

(4)  /(A)c^/(i-A), 

et,  si  l'on  suppose 

on  en  déduit 

(5)  A/^(i— A)'7cjUA'?(i  — A)/^; 

ainsi  la  relation  (3)  conduit  à  la  formule 

A/^Ay'd^  A-zA;,. 

En  d'autres  termes,  dans  toute  suite  de  Cesaro,  le  Tableau  des 
différences,  dans  lequel  on  change  les  signes  des  A  d'indice  im- 
pair, est  symétrique  par  rapport  à  la  diagonale-^.  Réciproque- 
ment, tout  Tableau  de  différences,  prises  dans  le  sens  indiqué, 
qui  possède  la  propriété  précédente  conduit  à  une  suite  de  Cesaro. 

Exemple  I.  —  Former,  dans  le  sens  indiqué,  le  Tableau  des  différences 
de  la  progression  géométrique 

I  î  ï  T 

'248  l() 


OU  de  la  série  harmonique 


I        1        I 
3'     V     5' 


et  vérifier  que  ces  suites  possèdent  les  propriétés  précédentes. 
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Exemple  II.  —  Démontrer  que  la  suite  des  nombres  de  Bernoulli, 
pour  Bi  =  -h  J,  est  une  suite  de  Gesaro.  Réciproquement,  toute  suite  de 
Cesaro  dans  laquelle  Bq  =  i,  B^  =  -f- 1,  Bjmh-i  =  o,  se  confond  avec  la  suite 
des  nombres  de  Bernoulli. 

Exemple  III.  —  Déterminer  les  nombres  A,  en  supposant  Ao=  i  et 
A2/i=  o,  pour  toute  valeur  de  n. 

On  trouve,  en  fonction  des  nombres  d'EuLER, 


^P^[ 


■^-r 


et,  en  fonction  des  nombres  de  Genocchi, 


149.    Tableau    des    principales   formules    symboliques.   —  En 
résumé,  si  l'on  pose 


Sp=  iP-+-2/'-+-3/'-f-  .. 

..^{X  —  1)P, 

T^  =  i/'-i-  3p+  S/'-i-  .. 

..^{1X-1)P, 

2;,=  1/^—2^-4-3/^—  .. 

.^{-iy{x-i)P, 

6^=  i/'—  3/»-+-  5p—  . . 

.~{-xY{ix-i)P, 

les   développements   de  ces  sommes  sont  donnés  par  les  formules 

/>Sp_i  ^  {x -\- B)P  —  Bp , 
pTp-i^{2x  -+-  n)P  —  Rp, 

ipI.p-i^{  —  i)^{x-i-G)p  —  GP, 
iSp^^  Ep  ~  {  —  i)^  {2X  -h  E)P ; 

les  nombres  B,  R,  G,  E  vérifient  les  formules  de  récurrence 

/(^  +  B  +  i)-/(:r--B)         ^  f{x), 

f{x~-E-r-l)^f{X-i-E  —  l)^2f{x). 

Le  calcul  direct  de  ces  nombres  se  fait  au  moyen  des  relations 

B/^(B  H- 1)7  —  Bv(B  —  i)/» <=!^  o, 
R/'( R -^  2)7  —  R'7( R  —  2)/^  -Ae  o, 
Gp{G-^  i)r/  _^  0-7(0  —  i)p  -^  o, 
Ep{E-r- 1)1  -T-Ei{E  —  i)p^i{—\)P. 


262  LIVRE    II.    —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

Les  formules  précédentes  permettent  de  simplifier  notablement  la  théo- 
rie des  développements  en  séries  des  fonctions  circulaires  et  des  fonctions 
exponentielles.  En  supposant  le  module  de  z  plus  petit  que  ^tt,  on  a  les 
séries  convergentes 


z         z 

-  cot  -  ^  cosBz, 

2         1                    ' 

.^          cjU  gRs 

-  coséc  z  ^  cos  Kz 
2 

^e^^,  ^  tang  -  ^  cos  G^, 


e--T-i  2 

2 


e^-h  e- 

-z     """ 

5 

On 

en 

déd 

luit  les  valeurs  des  séries 

I 

I 

I 

I 

32/^  "^ 

I 

I 

42P 

1 

—f-   .  . 

J2p 

2^/'  "^ 

32/» 

4^^ 

-1-  . . 

Jïjy 

-P.- 

5^-^- 

I 

H-  .  . 

7^ 

~3^,  -^ 

52/^ 

7-2/. 

-h  .  . 

^e^-^,  séc^^cosE^. 


(^^/>) 


T    't-''lX2/;, 


-=(-i)^-\-;:t:tt^'''^2;., 


(2p) 
(-1)/'  TT 


22/^+2  ^  .2.p  ) 


T^PE^p. 


On  peut  étendre  les  formules  du  texte  pour  les  développements  de 
S;,,  Tp,  I.p.  Sp,  lorsque  l'on  suppose/?  positif  ou  négatif,  entier  ou  frac- 
tionnaire ;  mais  les  développements  sont  illimités  et  conduisent  aux  défi- 
nitions des  nombres  B,  R,  G,  E,  d'indice  négatif  ou  fractionnaire.  En 
particulier,  pour  /?  =  —  i,  on  a  la  formule  de  Stirling  et  la  constante 
d'EuLER. 

Les  développements  des  puissances  ^'•^'"^^  des  séries 

e^z^     e«^,     eG^,     e^'- , 
mis  sous  les  formes  exponentielles  symboliques 

e^i^,     e^i^,     e^i^,     e^i^, 

conduisent  aux  définitions  des  nombres  B,  R,  G,  E  des  divers  ordres. 

Voir,  pour  plus  de  détails,  nos  articles  du  Bulletin  de  la  Société  ma- 
thématique (t.  V,  VI,  VU,  VIII). 

Exemple  I.  —  Étudier,  comme  au  n°  J19,  les  propriétés  des  polynômes 

T/,,      Syr,,     6^,. 

Exemple  IL  —  Appliquer  les  formules  des  Exemples  I  et  //  du  n*  135 
aux  nombres  R,  G,  E. 
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l\.rrnii>U'  ni.  —  Donner,  pour  les  sommes  alternées,  trois  formules  ana- 
logues à  ia  formule  (i)  du  n"  136. 

Exemple  IV.  —  Appliquer  les  théories   et   les  formules  du  n°  138  à  la 
sommation  successive  pour  les  sommes  T,  2,  6. 

Exemple  V.  —  Développer,  comme  au  n°  140,  les  produits 

TT  V      V  A      A 

en  fonction  linéaire  des  sommes  T,  X,  6. 
Exemple  VI.  —  Démontrer  la  formule 

/(E-+-2)-/(E-2)<^2/(l)-2/(-l), 

et   en  déduire,    pour  le  calcul  rapide  des  nombres  d'EuLER,  les  formules 
données  par  M.  Radicke, 

E'«(E-4-  4;"  —  E«(E  —  4)'«'d^  2(  — r)'«(3"  —  3'«), 
et 

2m_HH2  om—i     ^  im  —  'i  ^^,^^  ^  ,       ...,„ 

-^ E2,„  ~ ^ 2*C  2j  E2m-2  H ^ '^^^in  ^im-X  —  ■■•  ={—•>)'" 

le  dernier  terme  du  premier  membre  est  'i'"'^E,„  ou  (m -h  2)  2'«-2  E,„4-i , 
suivant  que  m  est  pair  ou  impair. 

Exemple   VII.   —  Démontrer  la  formule 

dans  laquelle  on  remplace  les  puissances  de  A  par  les  différences  corres- 
pondantes de  x'^  pour  x  —  o. 

Exem,ple  VIII.  —  Démontrer  que  si  f{x)  désigne  un  polynôme  quel- 
conque, on  a  les  formules 

lf{x)^  eEA/(a:+A)  _^  ^Ehf(x-h  ^ 

en  remplaçant,  après  le  développement  exponentiel  du  second  membre, 
les  exposants  de  B,  R,  G,  E  par  des  indices,  et  les  exposants  de  f{x)  de 
f{x  -~  h)  et  Ac  f{x  —  h)  par  des  indices  de  dérivation.  La  première  et  la 
troisième  des  formules  précédentes  correspondent  à  des  développements 
qui  ont  été  donnés  par  Euler,  par  Stirling  et  par  BooLE. 
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CHAPITRE  XV. 

LES     FONCTIONS    SYMÉTRIQUES. 


150.  Fonctions  symétriques  fondamentales.  —  On  appelle 
fonction  symétrique  de  plusieurs  quantités  toute  fonction  qui  ne 
change  pas,  quand  on  échange  de  toutes  les  manières  possibles  les 
quantités  qu'elle  renferme.  Ainsi  le  produit 

f{x)  —  {x  —  a){x  —  b){x  —  c)...{x  —  l) 

est  une  fonction  symétrique  des  n  quantités  a,  è,  c,  .  .  .,  /,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  x.  En  développant  le  produit,  on  trouve 

f(x)=  x'^  —  piX^-'^-\-piX'^-^  —  ...-\-{—iy^pn, 

en  écrivant,  suivant  l'usage, 

/>i=2<2,        p^—^ah^        pi=  ^abc,         ...,        p,i=  abc . .  .1. 

Les  coefficients  p\,  P21  fz^  »  '  ">  Pn  sont  des  fonctions  symé- 
triques des  n  quantités;  ce  sont,  en  effet,  les  fonctions  symétriques 
les  plus  simples,  puisque  chaque  quantité  n'y  figure  qu'au  pre- 
mier degré;  nous  les  appellerons /b/zc^/o/i^  symétriques  fonda- 
mentales. Lorsque  toutes  les  quantités  sont  égales,  on  retrouve 
poury(^)  le  développement  du  binôme  (.r  —  ^)"'f  d'ailleurs,  la 
fonction  symétrique  fondamentale  pq  contient  les  combinaisons 
Cl  des  n  lettres  prises  q  à.  q. 

La  théorie  des  fonctions  symétriques  a  pour  objet  principal 
d'exprimer  toutes  les  fonctions  symétriques  par  les  fonctions  sy- 
métriques fondamentales  et,  inversement,  d'exprimer  toute  fonc- 
tion de/?,,  /?o,/?3,  .  .  . ,  pm  au  moyen  des  quantités  a^h^c^  ...,/. 

151.  Formules  de  Newton.  —  Ces  formules  ont  pour  objet 
d'exprimer  les  sommes  des  puissances   de  même   exposant  des 
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([iianiiL(  N  a^b^Cy  .  .  .  ,  /  par  les  fonctions  symélriques  fondamen- 
tales. Soit 

5^  =  S  a?  =  «7  -t-  ^»7  +  cv  -f- . . .  -f-  Z?  ; 

on  a  l'identité  (n°  111) 

f{x)     ,    f{x)         f(x)     .  .    /(x) 


f(^)= 


X  —  a        X  —  0        X  —  c  x—r 


mais,  en  se  reportant  à  l'expression  du  quotient  de  f{x)  par 
[x  —  a)  donnée  au  n°  72,  et  en  faisant  la  somme  des  quotients, 
on  trouve  par  l'identification 

O  =  5i        — /?l, 
O  =  50        —  ^i5i         -+-  2/?2, 
(l)  '0  =  53        — /?i52        —p-lSi         —  3/?3, 


La  première  de  ces  formules  fait  connaître  5,,  la  deuxième  52, 
la  troisième  53,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  Sn-\'   On  trouve  ainsi 

/  s\  =  Pu 

(2)  ;    ^3  =  />?—  3/?i/?2-4-3/?3, 


Pour  obtenir  les  sommes  des  puissances  dont  Tcxposant  sur- 
passe [n  —  1),  on  remarque  que  x^ f{x)  s'annule  pour  a^  6, 
c,  ...,/,  et,  par  suite,  qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  de  ces 
quantités.  On  a  donc  la  formule  générale  symbolique 

dans  laquelle  q  désigne  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  néga- 
tif. En  supposant  g^  i,2,3,  .,.,  on  calculera  successivement 
Sni  ^«+1,  Sn^2-,  •  •  •  ;  en  supposant  q  ^=  —  i,  —  2,  —  3,  .  .  .  ,  on 
calculera  successivement  ^o,  s_^J  5_2,  .  .  .  ;  on  a  d'ailleurs  So=  n. 
Inversement,  on  peut  calculer  les  fonctions  symétriques  fonda- 
mentales/?, ,y?2  5 />3  7  •  •  • ,/?«,  lorsque  l'on  connaît  6,,  ^2,  5.j,  .  .  . ,  s,,. 
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On  a 


Ipi^si, 


l\pi=--S\—        52, 


^\pz  —  s\—     3  5152+     253, 
(3)      ^    \\p,^=s\ —     65f52-T-     85i53-}-    35|       — 65^, 

S\  p~^=zs\  —  I0  5f  52-T-205|  53  +  l55i5|  — 3o5i54  —  20  5253 -f-  2455, 


Exemple  I.  —  On  a  la  formule 

(  S  «2  _H  s  «6  )5  =  2  a2  (  S  a  )2  -t-  (  S  aè  )2. 

Exemple  IL  —  La  somme  des  produits  q  k  q  des  n  quantités 
a,  a^^  a^,  . .  . ,  a'* 


a  pour  expression 


a«-i_i  ««-2  _i        ^«-7+1  — T    '7(7 j:i) 


a  —  I       «2  —  j        «3  —  1  a'i  — 


a    2 


Exemple  III.  —  Soient  des  nombres  positifs  a,  b,  c,  ...,/,  en  nombre  p  ; 
désignons  par  A,  G,  H  les  moyennes  arithmétique,  géométrique,  harmo- 
nique de  leurs  puissances  d'exposant  />  ;  si  les  nombres  donnés  ne  sont 
pas  tous  égaux,  on  a  les  inégalités  {ordre  alphabétique) 

A  >  G  >  H. 

En  effet,  par  définition, 

aP  -+-  bP  ^  cf  -h- . . .  -  iP 

A  — •. 

P 

G  —  abc.  . .  l, 

7?         I  I  I  I 

— •  =    -  -   -I -4--  —  -4-  ...  -4-  —  • 

H       aP        bP        cP  IP 

Nous  démontrerons  d'abord  que  l'on  a  A  >  G;  en  effet,  supposons  la 
proposition  vérifiée  pour  (/>  —  i)  nombres;  nous  allons  démontrer  qu'elle 
a  lieu  encore  pour/»  nombres.  On  a  évidemment 

(a/^-i  — ^P-ï)  (a  —  6)=o; 
d'où  l'on  déduit 

aP  -t-  bP  ~  aP-"^  b   i-  bP-'^  a. 

Ajoutons  membre  à  membre  toutes  les  inégalités  que  l'on  peut  former 
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en  prenant  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des />  nombres,  nous  ob- 
tenons 

(/>  —  1)  I.af'  >  a(6/'-i-4-c/'-ï  +  ...-4-  iP-^), 


H-  l  (aP-^-^  bP-^-i-..  .-h  A/'-»). 
Mais,  par  hypothèse, 

bP-i-i-  cP-^-r-.  ..-:-  iP-^  >  {p  —  \)bc.. .  /, 
aP-i-^cP-^-h...-^  //>-i  >  (^_  T)ac...  /, 


par  conséquent, 

(/>  —  1)2 a/'  >/?(/?  —  i)abc.  . .  /, 

et,  par  suite,  A  >  G. 

P^n  appliquant  le  résultat  précédent  aux  inverses  des  nombres  «,  b. 
c.  ...,/,  on  trouve  ainsi  G  >  H. 

Exemple  IV.  —  L'expression 

est  divisible  par 

q  =  a"- -{- ab  ~-  b^, 

lorsque  n  est   un  nombre  impair  non  divisible  par  3,  et  par  q"^   lorsque 
n  =  6  m  H- I .  (  Gauchy.  ) 

En  effet,  on  peut  considérer  S^  comme  la  somme  des  puissances  d'expo- 
sant /i  des  trois  quantités  {a  -h  6),  ( —  a),  (  —  6),  dont  les  fonctions  symé- 
triques fondamentales  sont 

o,     —  q,     7'  —  ab(a  -h  b). 

On  a  donc,  sous  forme  symbolique,  la  loi  de  récurrence 

S^^  q  S  -h  r  ; 
on  en  déduit 

(S3_,-)3u£V.^3S3, 

et,  par  le  développement, 

S9-^(3r2— ^3)S3=3rSa-t-r3. 

Cette  formule  permet  de  calculer  les  sommes  S  pour  les  indices  de  trois 
en  trois.  En  élevant  les  deux  membres  au  carré,  on  en  déduit  la  relation 
récurrente  symbolique 

S  18  _  ^  2  ^3  _^  3  r2  j  S»2  +  (  ^6  _  6  ^^3  ,.2  _^  3  ,.4  )  S6  —  rg  SOc;!^  o  ; 


a 

o 

o 

o 

o 

h 

o 

o 

o 

0 

c 

o 

o 

d 

o 

o 

o 

0 

e 

o 

o 

0 
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cette  formule  permet  de  calculer  les  sommes  S  pour  les  indices  croissants 
de  six  en  six,  et  de  vérifier  le  théorème  énoncé. 

Exemple   V.  —  Pour  n  impair  et  multiple  de  3,  l'expression 


(a+ è)'^— a«— 6«— 3(a6)  2    (a  +  è) 
est  divisible  par  a^-f-  ab'^  -h  b'^.  (Gauchy.) 

452.  Démonstration  figurée.  —  Considérons  des  pions  disposés 
sur  n  lignes  ->  et  contenant  respectivement  a,  b^c^d^  ...  pions  ; 
ainsi  {Jig-  70)  nous  avons,   par  exemple,  a=5,  6  =  4)  c=-i^ 


Fig.  75. 


o     o 


^=r:6,  e  =  ?).  Soit  q  un  nombre  entier  positif,  quelconque,  et 
considérons  tous  les  arrangements  complets  de  q  pions,  à  la 
condition  de  prendre  tous  les  pions  dans  une  même  ligne  ;  la  ligne 
a  renferme  a^  arrangements  complets  ;  la  ligne  b  en  renferme  6^, 
et  ainsi  des  autres;  de  telle  sorte  que  le  tableau  renferme 

S,/  =  a'i ->r  bi  -\- cl  -\-  ...  -^  Il 

arrangements  complets.  D'autre  part,  considérons  toutes  les  com- 
binaisons simples  de  tous  les  pions,  en  nombre  S,,  mais  en 
prenant  q  pions  de  telle  sorte  qu'il  n'en  soit  pris  qu'un  seul  par 
ligne;  puisqu'on  peut  choisir  entre  a,  6,  c,  .  . .  pions,  dans  chaque 
ligne  respective,  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  combinaisons  est 
égal  à  la  fonction  symétrique  fondamentale 

Pq  —  Iq  abc 

Nous  allons  calculer  Sç  en  fonction  de  Sy_i,  Sy_2, Pour 

former  les  arrangements  complets  S^,  nous  prenons  d'abord  tous 
les  arrangements  complets  {q  —  i)  à  {q  —  i),  en  nombre  S^.^, 
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et  nous  ajoutons  un  quelconque  des  S,  =/><  pions.  Nous  formons 
ainsi 

dispositions;  mais  nous  avons  compté  en  trop  les  arrangements 
dans  lesquels  le  pion  ajouté  appartient  à  une  ligne  différente  de 
l'arrangement  S^_i.  Mais  pour  former  les  arrangements  complets 
contenant  (q  —  i)  pions  dans  une  ligne  et  un  dans  une  autre,  on 
peut  partir  de  tous  les  arrangements  complets  S^_2  î  les  systèmes 
des  deux  lignes  occupées  par  les  pions  sont  en  nombre  p.yj  et  l'on 
a  ainsi /?2S(7_2  dispositions;  on  aurait  donc 

Pi  S^-l   />2  S^y-2  . 

Mais,  parmi  les  dernières  dispositions,  on  a  compté  en  trop 
celles  qui  contiennent  (q  —  2)  pions  dans  une  ligne  et  deux  pions 
dans  deux  autres  lig^nes  différentes;  on  a  donc 


Pi  S^-  1  —P2^q-2^PZ^ 


q--ii 


et  ainsi  de  suite.  Enfin,  les  dernières  dispositions  obtenues,  en 
nombre /?^_<  S,,  ne  sont  pas  précisément  celles  que  l'on  devait 
obtenir;  nous  avons  compté  en  trop  toutes  les  dispositions  de  g 
éléments,  pris  sur  q  lignes  différentes,  en  nombre/?^;  de  plus, 
toutes  ces  combinaisons  ont  été  comptées  q  fois,  car  pour  les  ob- 
tenir nous  avons  pris  une  combinaison  de  (q  —  i)  pions,  et  nous 
en  avons  ajouté  un  autre.  On  a  donc  la  formule  générale  (*) 

^q—Pl  S^-1  -+-/?2S^_2  —psSq-z  H-    .  .  .    =/?^_,Si  ^-Pq.q   =  O. 

Cette  formule  renferme  toutes  les  formules  de  Newton,  car  on 
peut  supposer  q"^  n,  et  alors y?^  =  o. 

153.  Fonctions  symétriques  doubles,  triples.  —  Nous  venons 
d'indiquer  la  métbode  de  calcul  des  fonctions  symétriques  simples, 
c'est-à-dire  des  fonctions  dontchaque  lermene  contient  qu'une  seule 
quantité;  on  appelle /o/zc^/o/i^  symétriques  doubles,  triples,  . .  . 
celles  dont  chaque  terme  contient  deux,  trois,   .  .  .  lettres. 


('  )  -Max  [KL,  Sur  les  combinaisons  cl'élcnients  disperses  dans  un  plan  (Congrès 
de  liouen,  i883).  —  Voir  aussi  le  n''81. 
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Si  l'on  suppose  a^  [3,  on  a 

le  nombre  des  termes  de  S  est  le  nombre  A,;  des  arrangements 
simples  de  /z  objets  pris  deux  à  deux.  Mais,  si  l'on  suppose  a  =  ^, 
on  a 

et  le  nombre  des  termes  de  S  est  la  moitié  de  Aj;. 
^i  l'on  suppose  a,  p,  y  inégaux  deux  à  deux,  on  a 

^a'-^b't'C'^—  s^s^s  ■—  Sr^s^+y  —  s^S-r-^QL—  -^y^a-f-p-î-  2^a+p4-y; 

le  nombre  des  termes  de  la  fonction  symétrique  triple  est  égal  au 
nombre  Af^des  arrangements  simples  de  n  objets  pris  trois  à  trois. 
Mais  si  deux  exposants  deviennent  égaux,  on  doit  diviser  le  second 
membre  par  2  !  et  si  les  trois  exposants  deviennent  égaux,  on  doit 
diviser  par  3  ! 

On  peut  calculer  ainsi  successivement  les  fonctions  multiples 
la^b^...P',  le  nombre  des  termes  de  cette  fonction  est  égal  au 
nombre  des  permutations  avec  répétition  des  exposants  a,  p,  y,  . . . , 
À,  entiers,  positifs  ou  nuls. 

Lorsque  tous  les  exposants  des  lettres  de  la  fonction  symétrique 
sont  égaux,  le  calcul  se  simplifie,  puisque  cela  revient  à  remplacer 
les  quantités  <2,  6,  c,  . . . ,  /par  a^^  b^^  c^,  ...,  l'^]  par  suite,  les 
formules  (3)  du  n^  151   donnent 

3!  I.(abc)^  =  .s^ —  35a52a-^  2 53a, 


154.  Rangement  et  nombre  des  termes  d'une  fonction  symé- 
trique entière.  —  Considérons  une  fonction  entière  et  symétrique  F 
des  lettres  a,  b,  c,  ...,/;  désignons  par  a  le  plus  grand  exposant. 
A  cause  de  la  symétrie,  la  fonction  F  contient  a^  et  si  nous  mettons 
a'^  en  facteur  dans  tous  les  termes  qui  le  contiennent,  on  a 

F-aaF,4-..., 
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et  F,  est  une  fonction  symétrique  des  (n  —  i)  lettres  b,  Cj  . . .  ,  /. 
Désignons  par  |^  le  plus  grand  exposant  dans  F,,  il  esl  au  plus 
égal  à  a,  et  l'on  peut  poser 

F,-  6PF2-+-..., 

Fa  étant  une  fonction  symétrique  des  (n  —  2)  lettres  c,  cl.  ...,/. 
Et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  le  premier  terme  de  F  est 

A  désignant  une  constante  et  a,  3,  v,  . . .  ,  a  des  nombres  positifs 
non  croissants,  les  derniers  pouvant  être  nuls.  Si  Ton  désigne 
par  G  la  fonction  symétrique  formée  en  permutant  tous  les  expo- 
sants du  terme  précédent,  la  différence  (F —  G)  sera  une  fonction 
symétrique  dont  on  déterminera  de  même  le  premier  terme 

Al  désignant  une  constante  et  a<,  ^o,,  y,,  ....  A,  des  entiers  non 
croissants,  positifs  ou  nuls,  c'est-à-dire  tels  que  les  différences 

«1  — ?i,     ?i--7i'     Ti  —  3i,      ...,     x-i  —  Al 

ne  soient  pas  négatives.  Et  ainsi  de  suite. 

D'ailleurs  le  nomîjre  des  termes  de  la  fonction  symétrique  gé- 
nérale et  homogène  de  degré  ijl  est  égal  au  nombre  des  termes  du 
développement  de 

c'est-à-dire  à  DJJ  ;  si  la  fonction  n'est  pas  homogène,  le  nombre 
des  termes  est  égal  à  DJJ'^^j  (?'o//-  le  n''  80). 

155.  Méthode  de  "Waring.    -  On  a 


/>1=- 

Sa, 

7^2- 

:£.al), 

/>3-- 

I.abc, 

p,i~   abc. . .  /; 
élevons  les  deux  membres  de  ces  égalités  aux  puissances  d'exposants 

a-p,     p-Y,    7  — ô,     ...,    x-X,    X; 
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multiplions  membre  à  membre,  et  par  A.  Le  produit 

est  une  fonction  symétrique  que  nous  désignerons  par  W  et  dont  le 
premier  terme  est  égal  au  premier  terme  de  F.  Le  calcul  de  F  est 
ainsi  ramené  au  calcul  de  la  fonction  symétrique  (F  —  W)  que  l'on 
range  suivant  l'ordre  indiqué;  on  opère  sur  (F  — W),  comme  sur  F, 
et  l'on  trouve  une  nouvelle  fonction  Wi  égale  à 

on  opère  de  même  sur(F  —  W  —  Wi),  et  ainsi  de  suite.  Finale- 
ment on  a 

et  la  fonction  F  se  trouve  exprimée  en  fonction  des  coefficients  p 
par  un  nombre  d'opérations  qui  ne  surpasse  pas  le  nombre  des 
termes  de  la  fonction  symétrique  générale. 

Par  suite,  on  a  ce  théorème  important  :  Toute  fonction  symé- 
trique entière  et  à  coefficients  entiers  de  n  quantités  a,  b,c^ . . .  ^  l 
s'exprime  par  une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers,  des  fonc- 
tions symétriques  fondamentales. 

J56.  Degré  et  poids  d'une  fonction  symétrique.  —  Désignons 
encore  par 

le  premier  terme  d'une  fonction  symétrique;  il  résulte  immédiate- 
ment de  la  théorie  précédente  que  cette  fonction  est  de  degré  a 
par  rapport  à/?,,  /?25  P^^  •  •  •  ^  Pn-,  puisqu'elle  contient  le  terme 

de  degré 

(a-p)  +  (P-Y)  +  (Y-Ô)^...-i-(x-X)H-X  =  a. 

Ainsi  le  terme  de  plus  haut  degré  de  la  fonction  F,  exprimée  au 
moyen  des  fonctions  symétriques  fondamentales,  est  égal  à  a. 

On  appelle />0i(i5  d'un  terme  par  rapport  à  des  quantités/),,  p2i 
Pi-  '•'iPui  affectées  d'indices,  la  somme  des  produits  obtenus  en 
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multipliant  l'exposant  de  chaque  lettre  par  son  indice;  ainsi  le 
poids  du  tcrino  (i)  est 

i(a  — P)-^20-Y)-f-...  +  (/i  — i)(>c-X)-h/iX, 

c'est-à-dire 

a-i-p-T-Y-î-.-.-t-xH-X=  [1. 

Par  suite,  toute  fonction  symétrique  et  homogène  de  degré  [x 
de  n  quantités  a,  ^,  c,  ...,  /est  une  fonction  entière  de  degré  a 
par  rapport  à  /?, ,  /?2,  p^^  . . . ,  /?„,  et  dont  tous  les  termes  sont  du 
même  poids  [jt.  On  peut  vérifier  directement  ce  théorème  en  ob- 
servant que,  si  l'on  multiplie  toutes  les  quantités  données  par  un 
même  nombre  quelconque  t,  la  fonction  symétrique  homogène  se 
trouve  multipliée  par  tV-  et  les  fonctions  symétriques  fondamen- 
tales /?, ,  />25  P^^  "  -^  Pn  sont  respectivement  multipliées  par  /,  t^, 

/3  /« 

L    ,  . . . ,  I.    . 

A  l'aide  des  deux  principes  précédents,  on  peut  écrire  immédia- 
tement la  partie  littérale  d'une  fonction  symétrique,  et  il  ne  reste  à 
déterminer  que  les  coefficients.  Ainsi  la  fonction 

est  de  degré  2  et  de  poids  4;   par   conséquent,  les  seuls  termes 
qu'elle  peut  contenir  sont  P'n  PsPii  pl- 

Exemple  I.  —  Calculer  l'expression  de  ^a^b^c. 
On  trouve 

Exemple  IL  —  On  a  les  formules 

2  a^b^{a  —  by  =  5a*a4-2—  4-+-^ 
Xa^b'^ia  -\-  b){a—  b)^=  «a^a+s— •Sa-Hi%+2. 

Exemple  II J.  —  Calculer  les  valeurs  des  fonctions  symétriques  Za^b-, 
Za^-b^c^, 

En  désignant  par  [i  le  nombre  des  carrés  contenus  dans  chaque  terme, 
on  a,  pour  Sjj,,,  l'expression 

157.  Formules  de  Waring.  -    On  peut  calculer  directement  ^a 
au  moyen  des  fonctions  symétriques  fondamentales  par  une  formule 
e!^L.  -I.  18 
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de  Waring.  On  peut  démontrer  de  diverses  manières  (^  )  que  ^^  est 
le  produit  de  a  par  le  coefficient  de  x~^  dans  le  développement  de 
l'expression 


en  supposant 
Par  suite,  on  a 


„       R2       R3  Ra 

li  3  a 


().^  +  X2-4-...-+-X,.—  1)!  ^^^  ^^  ^_  , 


et  le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou 
nulles,  des  \  qui  vérifient  la  relation 

Xi-f- 2X2 +  ...-{- /'X,.=:  a. 

Inversement,  on  peut  calculer  les  fonctions  symétriques  fonda- 
mentales/>i ,/>2  7/'3  5  '•-•,  Pn-,  au  moyen  des  sommes  s^ ,  ^2,  .^3,  •••,  5,^  ; 
on  démontre  que  ( —  ^Ypa.  est  égal  au  coefficient  de  x^  dans  le 
développement  de  l'expression 


en  supposant 


(^)  La  méthode  la  plus  rapide,  qui  ne  peut  trouver  sa  place  dans  le  texte,  re- 
pose sur  l'identité 

(,_  «)(,__    *)...(-  i)  =,_  i+   £.  _...  +  (_„»i^.; 
\         xj\         xj       \         xj  X  X'  X"' 

si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres,  on  en  déduit  l'identité 

Q  cjL.  *t  _j_  j!2_  _^  _  _^  _£«^  _^  _    cJu  —  log  (  I  —  R  )  ; 
^         X        -ix'  ax"- 

et  si  Ion  développe  le  second  membre  en  série,  il  suffit  d'égaler  les  coefficients 
de  X-''-. 
Inversement,  on  a  l'identité  symbolique 

I-  R^i^e-Q, 

qui  donne  les  formules  suivantes. 


-^ 

^2!         3! 

•-(-)4r^ 

Q=^ 

nx"- 
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par  suite,  on  a 

et  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives  ou  nulles, 
des  'k  qui  vérifient  la  relation 

Xi-h  2X3-:-. . .  -4-  /'X,.  —  a. 

Exemple  I.  —  En  particulier,  les  fonctions  symétriques  de  deux  quan- 
tités a  et  by  pour  lesquelles 

a^b=p,         ah  —  q,         a"-\-b'^=  $„, 

sont  données  par  la  formule 

Ji         „  n(n  —  3)         ,     , 

,    n{ji  —  r  —  i)in — r — i)...[n  —  2/'-^i) 

Si  l'on  remplace  a  par  x,  h  par  x~'^,  p  par  ^  et  q  par  i,  on  exprime 
X„=  a7«-T-  a?-"  en  fonction  de^'  =  a^-f-  x-'^. 

Exemple  II.  —  En  reprenant  les  notations  de  l'Exemple  IV  (n**lol),  on 
a  encore  la  formule 

(a  -\-by^ —  a«—  b"^—  nqr\  q^-^ y—  q"^-=r 

(n  —  4)(^  —  5)         ,,  1 

"^ T] ^^«-V'-...J. 

Exemple  III.  —  Avec  les  mêmes  notations,  la  première  formule  de 
Waring  montre  que  5^  est  le  produit  de  a  par  le  coefficient  de  ir-otdans  le 
développement  de  l'expression 


R 

-h 

R2 

2 

R3                 R* 

en  supposant 

R  = 

i[--i> 

on  a  donc 

v^  C-'  • 

52„  =  2/1  >    -^l  <7""''>-S 
52«4-l=(2/l-hl)^-^-.7"-3'-lr2'+l, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  de  i  non  négatives,  pour  lesquelles  les  ex- 
posants de  ^  et  de  r  ne  sont  pas  négatifs. 
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On  en  déduit  immédiatement,  en  posant 

s„  =  (a-t-è)«-4-(— a)«  +  (-  by\ 
q  =  a"^^  ah  -^b^, 
r  —  ab{a  -\-  b), 


que  SI 


n  =  6m,  s,i  n'est  divisible  ni  par  q,  ni  par  r; 

n  =  6m  -r-  i ,  Sfi  est  divisible  par  ^'^r; 

/iz=6m-+-2,  Sa   »  »  »    ^,  et  non  par  r; 

/«.  —  6  /?!  H-  3 ,  s,i    »  »  »    /•,    »      »        »     q  ; 

n=r-6m-}-f\,  Sfi    »  »  »   q^,  »      »        »     r; 

/i  =:  6 /?i -h  5  ,  5«    »  »  «   qr. 


FONCTIONS  DE  DIFFERENCES. 

158.  Formules  de  Lagrange.  —  Elles  servent  à  exprimer  les 
sommes  des  puissances  de  même  exposant  des  différences  mu- 
tuelles de  n  quantités  données,  au  moyen  des  sommes  des  puis- 
sances de  ces  quantités  elles-mêmes.  Désignons  encore  par  a,  b, 
6*,  .  .  .,  /  les  II  quantités  données;  par  Sa  la  somme  des  puissances 
d'exposant  a  de  leurs  n(n  —  i)  différences  mutuelles.  Lorsque  a 
est  impair,  la  somme  Sa  est  nulle,  puisque  les  termes  tels  que 
(a  —  b)^  et  (b  —  a)^  sont  égaux  et  de  signes  contraires;  mais,  si 

a  est  pair,  ces  termes  s'ajoutent  et  l'on  remplace  Sa  par  2  S  -5  en 

ne  considérant  alors  que  les  carrés  des  différences,  au  nombre  de 

On  a,  par  la  formule  du  binôme, 

si  l'on  remplace  successivement  x  par  a,  b^  c,  ...,  /,  et  si  l'on 
fait  la  somme  des  résultats,  on  obtient 

S^=  SqS^^ —  ^\qS].S2q-\  -h  G  1^52*27-2  —  •  •  •  "+-  t( — '^)'^  ^^q  SqS<j. 

En  donnant  à  q  les  valeurs  successives  des  v  premiers  entiers, 
on  calculera  Si,  So,  S3,  . . .,  Sv  Parles  formules  deNEW^TON,  ou  par 
celles  de  Waring,  on  pourra  calculer  les  fonctions  symétriques 
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fondamcnlales  P,,  Po,  P;,,  ...,  Pv  des  carrés  des  difTérences  des 
n  quanlilés  données,  au  ninxin  des  fonctions  symétriques  fonda- 
mentales />,,  /^2?  I>.\ [>n  <Je  ces  quantités  elles-mêmes. 

On  suivrait  une  marclie  semblable  pour  former  les  fonctions 
symétriques  des  sommes  des  n  quantités  données  prises  deux  à 
deux. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  désigne  par/?,  ^,  r  les  fonctions  symétriques  fon- 
damcnlales de  trois  quantités,  et  par  P,  Q,  R  les  fonctions  symétriques 
fondamentales  des  carrés  de  leurs  diiïcrences,  on  a  d'abord 

S\=p, 

Si  =  p^~iq, 

Sz  =  p^—  "ipq    -^  3r, 

S'^  =  p'* — ^p^q  ^r-  \pr    —iq'*' 

s-=z  p^  —  5p^q -^  ^p-^  r -^  5pq^   —    5^r, 

s^  =  p^  —  Çtp*  q  —  6/>3  /•  -p.  Qjo2  qi  —  j  '^pqj-  —  2  ^^  __  3  ,-2  j 

puis,  par  les  formules  de  L.vgrange, 

82=354 — 4*1*3-^   3*1, 
83=  3*6 —  iSsiS-^^ibSiS'^  —  lo^l 
et,  par  suite, 

Si=  ip-—  6q, 

82=  2p'*—  lip'^q  -y-  iSq^, 

83=  2/?6—  iSp'*q  —  l'ip^r  -\-  b-p'^q'^^  'j^pqr  —  iSOiq^  —  81  r-; 

enfin,  par  les  formules  (-2)  du  n°  151 

P  =  2/>2  —   6<7, 

R  =piqt^  i8pqr  —  :^q^—  ^p^r^ijr^. 

159.  Méthode  de  Serret.  —  Toute  fonction  des  différences  de 
n  quantités  ne  cliange  pas,  lorsqu'on  augmente  celles-ci  d'un  même 
nombre  t;  alors  les  fonctions  symétriques  fondamentales  prennent 
des  accroissements 

\pi,     A/>2 V«-i'     V«> 
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qui  s'annulent  avec  f,  et  dont  les  termes  qui  contiennent  ^  à  la  pre- 
mière puissance  sont  respectivement 

nt,     {n  —  \)pit,      ...,     'ipn-^f,     Pn-it- 

Mais  une  fonction  quelconque  cp  cle/>i, /?o,  - .  -,  P/,^i,Pn  devient 

o(pi  -f- A/>i,/?2-+- A/>2,  ...); 

puisque  le  résultat  ne  change  pas  pour  une  fonction  de  diffé- 
rences, les  coefficients  des  diverses  puissances  de  t,  et  en  particu- 
lier celui  de  ^,  sont  nuls.  Par  conséquent,  la  fonction  o  doit  véri- 
fier la  relation 

d©        ,  .        dp        .  .do 

n—~  -\-(n  —i)Pi-~  -^{n  —  i)pi  --•-  +...  =  o. 
àpi  ^    dpi  d/?3 

Exemple  I.  —  Former  le  produit  cp  des  carrés  des  différences  de  trois  quan- 
ritcs  données  a,  è,  c,  au  moyen  des  fonctions  symétriques  fondamentales 

p,  q,  r. 

La  fonction  symétrique  cherchée  est  de  degré  4?  de  poids  6;  son  premier 
terme  est  a'*b'^^  et  ainsi  la  fonction  contient  le  terme />2  ^2    Soit  donc 

cp  =p-iqi^  Ar2-H  Bpqr  -\-Cp^r-^  Y)q^\ 

si  l'on  annule  identiquement  l'expression 

dcp  ()cp  dc^ 

dp  ^^        dq  dr 

on  en  tire 

9.A-f-3B  =  o,         2B-+-9G  =  o,         B  +  6D  h- 6  =  o,         G -h  4  =  o 

et,  par  suite 

G  =  —  4,         B  =  -hi8,         A  =  —  27,         D  =  — 4. 

160.  Fonction  alternée  de  Vandermonde .  — On  appelle /o/ic- 
tlon  alternée  de  n  quantités  données  toute  fonction  qui  change 
de  signe,  mais  non  de  valeur  absolue,  lorsque  l'on  échange  de 
toutes  les  manières  possibles,  en  nombre  v  =  C,^,  les  quantités 
qu'elle  renferme. 

Désignons  par  V  le  produit  des  v  différences  des  n  quantités 
prises  dans  l'ordre  suivant,  déterminé  de  telle  sorte  que  Ton  prend 
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l'excès  de  chacune  des  quantités  sur  toutes  celles  qui  les  précèdent 
dans  l'ordre  donné 

(à-a) 

(c-a){c~b) 
(,)  v^  .'  {d-a){d—b){d-c) 


{l  —  a){l  —  b){l  —c).Al~k)\ 


le  produit  V  est  une  fonction  alternée  des  n  quantités,  que  l'on 
appelle  \di  fonction  alternée  fondamentale  o^e  Vandermohde;  en 
d'autres  termes,  si  l'on  échange  deux  des  quantités  /  et  h,  par 
exemple,  le  produit  V  change  de  signe.  En  effet,  V  contient  quatre 
groupes  de  facteurs  : 

1°  Ceux  qui  ne  contiennent  ni/*,  ni  li  ; 

'iy   Ceux  qui  contiennent  /  et  non  h  ; 

.)  "  Ceux  qui  contiennent  h  et  non  y"; 

4  '  Le  facteur  (/ —  A)  ou  (A  — /). 

Les  facteurs  du  premier  groupe  ne  changent  pas;  ceux  du  se- 
cond se  transforment  en  ceux  du  troisième  et  inversement;  enfin 
le  dernier  facteur,  seul,  change  de  signe. 

Si  l'on  pose 


on  a 


f  {x)  —  {x  —  a){x  —  b){x  —  c)..  .{x  —  /;, 

f'(a)=  •)*-  (a  ~  b){a  —  c). .  .{a  —  /  i, 
f(b)=(b-a)  ^  (6-c)...(6-/), 
f\c)^{c  —aXc  —b)       Tkr      ...(c  — /), 


f'{l)={l  -a){l  -.b){l-c)...       •      ; 

par  suite,  en  multipliant, 

V2  =  (-i)v/'(a)/'(6)/'(c)... /'(/). 

Ainsi  V-  est  une  fonction  symétrique  des  quantités  a,  bj  c^  ...,  l; 
il  en  est  de  même  du  carré  de  toute  fonction  alternée. 

Considérons  maintenant  une  fonction  entière  quelconque,  mais 
alternée  F,  des  n  quantités  ;  le  rapport  F:  V  ne  change  pas  par  une 
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transposition  de  deux  quantités;  c'est  donc  une  fonction  symé- 
trique. Ainsi  toute  fonction  entière  et  alternée  de  n  quantités  est 
le  produit  d'une  fonction  symétrique  entière  par  la  fonction  al- 
ternée fondamentale  de  Vandeumonde. 

161.  Développement  de  la  fonction  de  Vandermonde.  —  Si  l'on 
effectue  le  produit  V  et  qu'on  opère  la  réduction  des  termes  sem- 
blables, on  obtient  un  polynôme  homogène  de  degré  v  par  rap- 
port aux  quantités  <7,  6,  c,  ...,  /.  En  faisant  d'abord  le  produit 
des  termes  de  la  dernière  ligne,  puis  de  la  précédente,  et  ainsi  de 
suite,  on  voit  que  V  contient  le  terme 

avec  le  coefficient  -l-i;  c'est  le  ternie  principal  de  la  fonction 
alternée;  par  suite,  le  produit  V  est  la  somme  des  termes,  en 
nombre  n  !  , 

que  l'on  peut  déduire,  du  terme  principal,  par  tous  les  échanges 
de  deux  lettres  quelconques;  ces  termes  ont  le  coefficient  -f-  i ,  ou 
—  I,  suivant  qu'ils  se  déduisent  du  terme  principal  par  un  nombre 
pair  ou  impair  d'échanges.  En  efi'et,  la  somme  S  est  une  fonction 
alternée  des  n  quantités  données  :  elle  est  donc  divisible  par  V; 
mais,  puisque  ces  fonctions  sont  du  même  degré,  le  quotient  est 
une  constante  que  l'on  trouve  égale  à  l'unité  par  la  considération 
du  terme  principal. 

On  doit  observer  que,  au  lieu  d'exécuter  les  permutations  sur  les 
lettres  a,  6,  c,  . . .,  /,  on  peut,  sans  changer  les  résultats,  les  exé- 
cuter sur  les  indices  o,  i,  2,  . . .,  (/i  —  i). 
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CHAPITRE  XVI. 

LES    DÉTERMINANTS. 


La  résolution  du  système  de  deux  et  de  trois  équations  litté- 
rales du  premier  degré,  à  deux  et  à  trois  inconnues,  a  conduit  Leib- 
niz (1698)  à  la  théorie  des  déterminants  par  l'étude  de  la  loi  de 
formation  et  des  propriétés  du  dénominateur  commun  des  incon- 
nues. En  1760,  cette  théorie  a  été  retrouvée  et  généralisée  par 
Cramer,  pour  la  résolution  d'un  système  de  n  équations  littérales 
du  premier  degré  à  n  inconnues.  Elle  fut  ensuite  appliquée  dans 
un  grand  nombre  de  questions  d'Analyse  par  Bézout,  Vander- 
Mo>,DE,  Lagrange,  Gauss,  Wronski.  C'est  en  181  2  que  cette  doc- 
trine est  devenue  féconde,  et  a  été  étudiée  d'une  façon  systé- 
matique par  Cauchy.  Elle  a  été  développée  considérablement 
par  Jacobi,  Cayley,  Hesse,  Sylvester,  Hermite,  Clebsch  et  Bor- 

CHARDT. 

Cette  théorie  a  conduit  Vandermonde  à  la  notion  aies  fonctions 
alternées  dont  nous  avons  donné  les  principales  propriétés  dans 
le  Chapitre  précédent;  inversement,  on  peut  déduire  les  pro- 
priétés générales  des  déterminants,  par  l'emploi  du  calcul  sym- 
bolique,    de    la    fonction    alternée    fondamentale    de    Vander- 

MONDE. 

«  Qu'est-ce  au  fond,  dit  Sylvester,  que  la  théorie  des  déter- 
minants? C'est  une  Algèbre  au-dessus  de  l'Algèbre,  un  calcul  qui 
nous  met  à  même  de  combiner  et  de  prédire  les  résultats  des  opé- 
rations algébriques,  de  la  même  manière  que  l'Algèbre  nous  per- 
met de  nous  dispenser  de  l'exécution  des  opérations  particulières 
de  l'Arithmétique.  » 

Dans  ce  Chapitre,  nous  exposerons  rapidement  les  principales 
propriétés  de  cette  théorie,  en  renvoyant  aux  Traités  spéciaux  pu- 
bliés par  Brioschi,  Baltzer,  Salmon  et  Gunther.  Pour  le  lecteur 


282  LIVRE    H.    —     LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

peu  familiarisé    avec    cette   méthode,   nous    recommandons  plus 
particulièrement  rOiivra^e^e  de  M.  Mansion  (^). 

162.  Définition  et  propriétés  du  déterminant.  —  Désignons  par  a 
le  symbole  de  n  quantités  données 

«Oj       Cl\.i       Cl^i        '  •  '  1       Cl,i-x, 

par  6,   c,    .  .  . ,  /   les    symboles   d'autres    quantités;    en    d'autres 
termes,  considérons  les  n-  quantités  quelconques 


«0 

60 

Ci) 

...      lo 

«1 

b, 

C\ 

...  l, 

«2 

b. 

C2 

...  /, 

'    ^/i-1      bfi-i      C,i-\       .  .  .       In-i    ' 

Si  l'on  fait  le  développement  de  la  fonction  alternée  fonda- 
mentale 

et  si  l'on  remplace  les  exposants  par  des  indices,  on  obtient  le 
déterminant  ou  la  somme  alternée 

D  =  s  dzaoôiCg.  .  ./„-i 

des  n^  quantités  données.  Gomme  les  échanges  nécessaires  pour 
former  les  termes  de  V  ou  de  D  peuvent  porter  indifféremment 
sur  les  lettres  ou  sur  les  indices,  on  en  conclut  qu'w/i  détermi- 
nant ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  remplace  les  colonnes 
par  les  lignes^  car  le  terme  principal  formé  par  le  produit  des 
éléments  de  la  diagonale  descendante  reste  le  même. 

Il  résulte  de  la  définition  qu'wAi  déterminant  change  de  signe 
lorsqu^on  échange  les  éléments  de  deux  colonnes^  puisque  cela 
revient  à  l'échange  de  deux  lettres  de  V.  Il  en  est  de  même  dans 
l'échange  de  deux  lignes.  Par  suite,  un  déterminant  qui  con- 
tient deux  rangées  identiques  est  nul. 


(')  P.  Mansion,  Éléments   de  la  théorie   des  déterminants ,  avec  de  nom- 
breux exercices,  4"^  édition;  i883  (Paris,  chez  GauLhier-Villars). 


CHAPITRE     XVI.     —     LES    I)  K  T  i;  1»  M  I  N  A  N  TS.  '1^'S 

Il  résulte  encore  du  développcincnl  de  la  fonction  alternée  V 
que  ceîlc-ci  se  trouve  multipliée  par  À,  lorsqu'on  remplace  a,  b 
ou  c  par  a\y  b\^  ta;  par  sulto,  on  multiplie  ou  Von  divise  an 
déterminant  par  i..  en  iimUipliant  ou  en  divisant  tous  les  élé- 
nirt}l:<  d'il  ne  rangée  par  A.  De  là  ce  corollaire  : 

Un  déti^rminant  est  nul  lorsque  les  éléments  d'une  même  ran- 
tii'c  sont  proportionnels  aux  éléments  d'une  rangée  parallèle. 

Enfin,  on  remarquera  que  si  l'on  a 

a,,  =  ai\         bp  =  bP,         Cp  =  cP,         . . . ,         l,,  =  //' 

pour  toutes  les  valeurs  o,  j ,  2, [n  —  1)  de  /?,  le  déterminant  D 

est  identique  à  la  fonction  alternée  fondamentale. 

163.  Développement  du  déterminant.  —  Le  déterminant  13  est 
une  fonction  linéaire  et  homogène  des  n  quantités 

«0»       «1)       «2)        '-'7       ««-!) 

et  l'on  peut  poser 

D  =  aoAo-H  «1  Al  H-  «2  As  — ...-+-  <7/,-i  A „_i, 

en  désignant  par 

Ao,     Al,     Ao.     . . . ,     A,,_, 

des  quantités  qui  ne  contiennent  aucun  des  éléments  a.  11  est  fa- 
cile de  déterminer  le  coefficient  Aq  de  «oj  puisqu'il  correspond  à 
l'ensemble  des  termes  indépendants  de  a  dans  le  développement 
de  la  fonction  V,  ç'est-à-dire  au  produit  de  bcd.  .  ./  par  la  fonc- 
tion alternée  fondamentale  des  lettres  b,  c,  d,  .^.,  l,  en  avant 
soin   de  remplacer  ensuite  les  exposants  par  des  indices.  On  a 

donc 

!  6,         c,         . . .     /, 

bi         Co  . .  .     li 


A„  = 


bn-l      C,i-i       .  .  .       l/t-l 


Ainsi  le  coefficient  de  «0  dans  le  déterminant  D  est  égal  au 
déterminant  obtenu  en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne  qui  con- 
tiennent «0*  On  peut  obtenir  de  même  le  coefficient  d'un  élément 
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quelconque,  dans  Je  développement  du  déterminant  D,  suivant 
tous  les  éléments  d'une  même  rangée-,  il  est  égal  au  détermi- 
nant ±:  D',  obtenu  en  supprimant  dans  le  déterminant  D  la  ligne  et 
la  colonne  qui  contiennent  cet  élément.  En  effet,  sans  changer  la 
valeur  absolue  de  D,  on  peut  amener  la  ligne  qui  contient  l'élé- 
ment considéré  à  la  place  de  la  ligne  supérieure  par  des  échanges 
consécutifs  de  deux  lignes^  on  peut  ensuite  amener  la  colonne  qui 
contient  l'élément  considéré,  à  la  place  de  la  première  colonne  à 
gauche,  par  des  échanges  consécutifs  de  colonnes.  Alors  l'élément 
considéré  occupe  la  place  de  «o,  et,  si  l'on  supprime  la  première 
ligne  et  la  première  colonne  du  déterminant  transformé,  on  ob- 
tient le  déterminant  D'. 

Pour  déterminer  le  signe,  il  suffit  d'observer  que  D  a  changé 
autant  de  fois  de  signe  qu'il  y  a  d'unités,  moins  deux,  dans  la 
somme  des  rangs  de  la  ligne  et  de  la  colonne  qtii  contiennent 
l'élément  considéré.  Si  l'on  suppose  les  éléments  du  déterminant 
placés  sur  les  cases  d'un  échiquier  à  deux  couleurs  alternées, 
comme  l'échiquier  ordinaire,  on  prendra  le  signe  -h,  ou  le  signe  — , 
suivant  que  l'élément  «o  et  l'élément  considéré  seront  placés  sur 
des  cases  de  même  couleur,  ou  sur  des  cases  de  couleurs  différentes. 

Le  coefficient  d'un  élément,  pris  avec  son  signe,  s'appelle  le 
mme^^r  correspondant  du  premier  ordre;  on  le  désigne  par  une 
grande  lettre.  Par  suite,  un  déterminant  est  égal  à  la  somme  des 
produits  obtenus  en  multipliant  tous  les  éléments  d'une  même 
ligne  ou  d'une  même  colonne  par  les  mineurs  correspondants. 

Ainsi,  pour  le  déterminant  D  du  troisième  ordre 


D 


on  a  les  six  développements 

D  =  «1  Al -f-  «2^2-4-  «3^3,  D  =  a,  Ai-+-  61B1-+-  CiGi, 
D  =  61  Bi-h  b.2  B.2-i-  63 B3,  D  =  a2A2-i-  ^2^2-+-  C2G2, 
D  =  Cl  G1-+-C2  G2-+-C3G3,         D  =  a3A3-i- 63B3 +- C3G3. 

164.  Calcul  des  déterminants.  —  Si   tous  les  éléments  d'une 
rangée  d'un  déterminant  sont  nuls,   à   l'exception  d'un  seul,  le 


ai 

h. 

Ci 

a.2 

b. 

Ci 

Cli 

b. 

Cz 
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calcul  de  D  se  ivduil  à  celui  d'un  dciciniiiiant  ayant  une  ligne  et 
une  colonijc  ru  moins. 

Si  tous  les  éléments  d'une  rangée  se  décomposent  en  la  somme 
de  deux  autres,  le  déterminant  se  décompose  en  une  somme  de 
deux  déterminants. 

Un  déterminant  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on  ajoute  à  tous 
les  éléments  d'une  même  rangée  ceux  d'une  autre  rangée  paral- 
lèle multipliés  par  un  même  nombre. 

Si  p  lignes  ou  p  colonnes  d'un  déterminant  deviennent  iden- 
tiques pour  X  =  cij  le  déterminant  est  divisible  par  (x  —  ci)P'* . 

Exemple  I.  —  On  a 


=  iabc(  a  -r~  b  -h  c)'. 


I  (6-+-c)2  «2  a'- 

b^  (c-haY-  b'^ 

1         c2  c2  {a-,~bY 

Exemple  II.  —  Le  déterminant 

I  {x^iay   (x-r-iby   {x-h-2cy  i 

I    (x -~  ay       {x-\-b)^     (ir-r-    cy  I 
I  a^  b^  c^         1 

est  égal  au  produit  de 

3x^{b  —  a)(c  —  a)(c  —  b), 

{a-î-  b  -~-  c)x^-r-  3{bc  -+-  ca  -^  ab)x  -f-  Gabc. 

Exemple  II L  —  On  a 


par 


o  a  b 

a  o  Y  ^ 

b  ^(  o  OL 

c  ^  a  o 


c   I 


=  a^7r-\-  b^  |i-  —  c-  v2  —  2  bc  ^y  —  i  ca  -(x  —  lab  a^3 . 


Exemple  IV.  —  On  a 


.r 

a 

b 

c 

—  a 

X 

Y 

? 

-b 

-Y 

X 

CL 

—  c 

-? 

—  a 

X 

(a2-^Ô2^c2-f-a2-^  ?2^_,^2^j.2^_(cfa-i-Ô?-+-  CY?- 
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Exemple   V.  —  Le  déterminant 

0  I  T  I 

1  a  -^  X     b  -\-  X      c  -\-x 
[     a'-r-jK     h' -^r  y     c' -^  y 

I     d' -^  z     h" -\- z     d' -\- z 

est  indépendant  de  x^y,  z.  (Sylvester.) 

Exemple  VI.  —  Le  déterminant  à  n  lignes 

a     \     \     \ 
IX     b     l     l 

IX      [X      c       X 
[x     IX     [x     d 

dans  lequel  tous  les  éléments  d'un  même  côté  de  la  diagonale  sont  égaux, 
a  pour  expression 

A  —  [X 

si  l'on  pose 

/(a:)  =  (x  —  a)  (x—  b).  ..{x  —  l). 

Pour  }x  ~  À,  il  se  réduit  à 

(_,)«[/(>,)  „X/'(A)]. 
Exemple  VIL  —  Calculer  le  déterminant 


A„  = 


Al  Al 


Al 
A  2 


dans  lequel  AJ,  désigne  le  nombre  des  arrangements  simples  de  p  objets 
pris  q  èi  q  (n°  43). 

Exemple  VIII.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  è,  c,  .  .  .,  /  des  quantités  quel- 
conques en  nombre  /i,  par  5  leur  somme,  et  par  A,  B,  G,  . . .,  L  les  excès 
de  cette  somme  sur  les  quantités  données,  le  déterminant 


X  — 

X 

b 

c 

l 

a 

X  — 

B 

c 

l 

a 

b 

x-C     .. 

l 

a 

b 

c 

.      X  - 
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a  j)(>iir  expie  --ion  :r[x  —  5)"-^,  et  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant 
a^  b,  c /  par  A,  B,  C,  .  .  .  .  L  a  pour  expression 


[x  —  {  n— 'i)s]{x  —  sy^-K 
Exemple  IX.  —  Le  déterminant 

fti  —  bn 
«3  -   bn 

an— bi     ««— 62     ...     a,i— bn 
est  identiquement  nul. 


«1  —  bi  a\  —  /v.> 
«2  —  ^1  «2  —  b.2 
«3  —  bi     «3  —  b.2 


Exemple  X.  —  Le  déterminant  obtenu  en  remplaçant  les  éléments  du 
déterminant  précédent  par  leurs  inverses  est  égal  au  produit  des  diffé- 
rences mutuelles  des  nombres  «,  multiplié  par  le  produit  des  différences 
mutuelles  des  nombres  b  et  divisé  par  le  produit  de  toutes  les  différences 
telles  que  {a,.—  bs).  (Gauchy.) 

165.  Éléments  à  deux  indices.  —  Au  lieu  de  désigner  les  élé- 
ments d'un  déterminant  par  des  lettres  différentes  (n"  162),  on 
peut  se  servir  d'une  seule  lettre  a  avec  deux  indices,  en  représen- 
tant par  a^.  le  terme  placé  dans  la  ligne  ->  de  rang  x  et  dans  la 
colonne  \.  de  rang  j'. 


(A) 


«A    «A    «« 


-y 


Un  terme  quelconque  du  déterminant  est  donné  par 


e«l^;«^K:---«^-; 


lesnombres.r,,:r2,;r3,  ...,  :r,ï  représentent  une  permutation  quel 
conque  des  /?  premiers  nombres,  et  les  nombres  y,,  jjo»  JKs,  •••u^' 
représentent  une  permutation  quelconque  des  n  premiers  nom- 
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bres;  de  plus,  le  coefficient  e  est  égal  à  +  i  ou  à  —  i  suivant  que 
les  permutations 


Œ^l   CC^  CV^    .  .  ,   X fi 


et 


JKl  72  J3 


yn 


appartiennent  à  la  même  classe  ou  à  des  classes  différentes. 

On  obtient  tous  les  termes  du  déterminant,  en  nombre  n!,  en 
laissant  invariables  tous  les  indices  inférieurs  x  et  en  permutant  de 
toutes  les  manières  les  indices  supérieurs  jk>  ou  encore  en  laissant 
invariables  les  indices  supérieurs  y,  et  en  permutant  de  toutes  les 
manières  les  indices  inférieurs  x. 

Si  l'on  change  les  signes  de  tous  les  éléments  situés  dans  les  co- 
lonnes de  rang  pair,  puis  si  l'on  change  les  signes  de  tous  les  élé- 
ments situés  dans  les  lignes  de  rang  pair,  la  valeur  du  déterminant 
reste  la  même,  mais  tous  les  éléments  dont  la  somme  des  indices 
est  impaire  se  trouvent,  en  signe  contraire^  dans  le  nouveau  déter- 
minant. 

Désignons  le  déterminant  des  ri-  éléments  a  par 

A  =  S±ala|  .  ..«2,^ 

et  par  A^,  le  coefficient  de  «r^  dans  le  développement  de  A,  sui- 
vant les  éléments  de  la  /•''^'"^  ligne  ou  de  la  a'"''"^  colonne;  le  mineur 
du  premier  ordre,  obtenu  en  supprimant  la  ligne  et  la  colonne 
correspondantes,  a  pour  expression  ( —  i)'"'"^  A^.,  et  les  sommes 

a].  Aj  -f-  af.  AI  -H . . . -+-  a'],k.'l, 
a\  k\  -+-  a%  A^'  -h . . .  -+-  aJi  a;;, 

sont  égales  à  A,  ou  à  zéro,  suivant  que  r  et  s  sont  égaux  ou  iné- 
gaux. 

Si  l'on  désigne  par  A,  B,  P  trois  déterminants  de  degré  /i,  for- 
més avec  des  éléments  quelconques  a,  h^p,  à  deux  indices,  le  dé- 
terminant de  degré  in 

i\      ...     a'{    p\      ...     p 


h'\ 


62 
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dans  lequel  tous  les  éléments  situés  au-dessous  du  déterminant  A 
sont  nuls,  est  égal  au  produit  AB. 
Si,  pour  simplifier,  nous  posons 


A     P 

G'  = 

0     B 

0     B 

A     l> 

G  = 


on  a  G'=( — i)'^AB,  puisque  l'on  passe  du  déterminante  au  dé- 
terminant G',  en  échangeant  respectivement  les  n  premières  lignes 
avec  les  n  dernières. 

166.   Multiplication  des  déterminants.  —  Pour  multiplier  deux. 

déterminants  A  et  B,  que  l'on  peut  toujours  supposer  du  même 

ordre  ai,  nous  remplaçons  dans  le  déterminant  P  tous  les  éléments 

de  la  diagonale  principale  par  —  i  et  tous  les  autres  par  o;  on  a 

donc 

a?    (-1)     ...       o 


AB 


(-1) 


b\ 


b), 


b- 


Ajoutons  aux  éléments  de  la  première  colonne  les  éléments  des 
n  dernières,  multipliés  respectivement  par 


a\,  al,  a\, 


ajoutons  aux  éléments  de  la  seconde  colonne  les  éléments  des 
n  dernières,  multipliés  respectivement  par 

«2)   <^2»   ^2>    •  •  •  5    ^2) 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  /i'''"^  colonne.  Posons,  de  plus, 

cj.  =  a). 6i  -i-albl  -+-... -h  «« 6«, 
le  déterminant  AB  devient 

>      ...      o     (—  i)     . . .        o 


o 


b\ 


f^h 


(-1) 
6? 


E.  L.  — 


•9 
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Par  suite,  d'après  la  valeur  du  déterminant  G',  considéré  dans 
le  numéro  précédent,  on  a 


AB  =  S±cîclc^..<, 


C'est  dans  cette  dernière  égalité  que  consiste  la  règle  de  multi- 
plication par  lignes.  En  changeant,  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux 
déterminants  A  et  B,  les  colonnes  en  lignes  ou  les  lignes  en  co- 
lonnes, on  obtient  quatre  manières  de  faire  la  multiplication. 

Plus  généralement,  si  l'on  considère  deux  systèmes  A  et  B  de 
qn  quantités  a  et  b  à  deux  indices,  renfermés  dans  deux  rectangles 
de  q  lignes  et  de  n  colonnes,  et  si  l'on  détermine  c],  comme  ci-des- 
sus, le  déterminant  des  n^  quantités 


est  nul  pour  n^  q\  pour  nz=z  q^  on  a  G  =  AB,  et  pour  n  <C.  q,  le 
déterminant  G  est  égal  à  la  somme  des  produits  des  déterminants 
formés  en  prenant  les  q  colonnes  de  A  et  les  q  colonnes  corres- 
pondantes de  B  ;  le  nombre  de  ces  produits  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  simples  de  n  objets  pris  q  k  q.  Ce  théorème  fonda- 
mental, donné  par  Binet  et  par  Gauchy,  est  la  généralisation  de 
résultats  qui  avaient  été  obtenus  par  Lagrange  et  par  Galss. 

Exemple  I.  —  Déterminant  symétrique.  —  C'est  un  déterminant  dans 
lequel  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  quelconques,  les  élé- 
ments placés  symétriquement  par  rapport  à  cette  diagonale  étant  égaux. 

Les  mineurs  qui  correspondent  à  deux  éléments  symétriques  sont  égaux. 

Le  carré  d'un  déterminant  est  un  déterminant  symétrique. 

Carré  du  déterminant  de  Vandermonde.  —  Si  l'on  pose 


Sr=  a^-\-  b' 


f, 


V2=z 
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Exemple  If.  —  Déterminant  gauche.  —  G'obl  un  délei  niinant  dans  le- 
quel les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  quelconques,  les  éléments 
placés  symétriquement,  par  rapport  à  cette  diagonale,  étant  égaux  et  de 
signes  contraires.  Si  les  éléments  de  la  diagonale  principale  sont  tous  nuls, 
le  déterminant  est  dit  symétrique  gauche. 

Si  l'on  change  tous  les  signes  des  éléments  d'un  déterminant  symétriqut' 
gauche  de  degré  /i,  on  le  multiplie  par  ( —  i)"  ;  donc  il  est  nul,  pour  n  im- 
pair. Les  mineurs  qui  correspondent  à  des  éléments  placés  symétriquement 
par  rapport  à  la  diagonale  sont  égaux,  et  de  signes  contraires. 

Un  déterminant  symétrique  gauche  de  degré  pair  est  le  carré  d'une  fonc- 
tion de  ses  éléments,  que  l'on  appelle  Pfajffien.  (Gaylev.) 

Lorsqu'un  déterminant  symétrique  gauche  de  degré  in  est  symétrique  par 
rapport  à  sa  seconde  diagonale,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme  du  carré 
d'un  déterminant  de  degré  n  en  ajoutant  aux  éléments  d'une  rangée  ceux 
de  la  rangée  symétrique  par  rapport  au  centre.  (Guntiier.) 

Exemple  III.  —  Circulant.  —  C'est  un  déterminant  dont  les  lignes  suc- 
cessives sont  formées  par  les  permutations  circulaires  des  éléments  «le  la 
première  ligne. 

Tout  circulant  de  degré  pair  peut  être  rendu  symétrique  par  rapport  au 
centre. 

Le  circulant  dont  la  première  ligne  se  compose  de  n  termes  en  progres- 
sion arithmétique  de  raison  /•  et  de  somme  S  a  pour  expression 


(—1)     ^     /i"-2/-«-iS. 

Le  circulant  dont  la  première  ligne  se  compose  des  carrés  des  n  premiers 
nombres  entiers  a  pour  expression 

\        /  12  "^ 

Le  circulant  dont  la  première  ligne  se  compose  des  n  coefficients  du  dé- 
veloppement de  (n-x)«  est  égal  à  2'»  ou  à  o,  suivant  que  n  est  pair  ou 
impair. 

Le  produit  de  deux  circulants  de  même  degré  est  un  circulant. 

V 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

167.  Formules  de  Cramer.  —  Résolution  de  deux  équations 
du  premier  degré  à  deux  inconnues.  —  Système  de  trois  équations 
à  trois  inconnues,  de  quatre  équations  à  quatre  inconnues. 

Un  système  de  n  équations  du  premier  degré  à  n  inconnues, 
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dont  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  n'est  pas  nul, 
admet  une  solution  et  n'en  admet  qu'une  seule.  Chacune  des  in- 
connues est  égale  à  une  fraction  ayantpour  dénominateur  commun 
le  déterminant  des  coefficients  et  pour  numérateur  le  détermi- 
nant obtenu  en  remplaçant  dans  le  dénominateur  la  colonne  des 
coefficients  de  l'inconnue  considérée  par  les  seconds  membres  des 
équations. 

Pour  démontrer  ce  théorème  important,  on  range  les  équations 
de  telle  sorte  que  le  mineur  obtenu  en  supprimant  la  première 
ligne  et  la  première  colonne  du  déterminant  ne  soit  pas  nul,  et 
l'on  fait  voir  que  le  système  a  une  solution  unique,  en  supposant 
le  théorème  vérifié  pour  un  système  de  [n  —  i)  équations  à 
[n  —  i)  inconnues.  D'ailleurs,  pour  chaque  colonne  du  détermi- 
nant, il  existe  un  mineur  du  premier  ordre  qui  n'est  pas  nul;  par 
conséquent,  les  inconnues  se  présentent  toutes  sous  la  forme  de 
Cramer,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  vérifier  a  posteriori  l'exac- 
titude du  résultat,  ainsi  que  Gauss  le  pensait. 

Exemple  1.  —  Deux  marchands  de  vins  entrent  dans  Paris,  l'un  avec 
64  barriques  et  l'autre  avec  20  barriques  du  même  prix.  Mais,  comme  ils 
n'ont  pas  assez  d'argent  pour  acquitter  les  droits  d'entrée,  le  premier  paye 
avec  5  barriques  et  ajoute  ^o^'^  ;  l'autre  acquitte  avec  2  barriques  et  on  lui 
rend  4o'^  Quels  sont  les  prix  de  la  barrique  et  du  droit  d'entrée  de  cha- 
cune d'elles  ? 

La  barrique  vaut  iio^""  et  le  droit  d'entrée  est  de  lo'"".  On  doit  remar- 
quer que  les  barriques  qui  restent  à  l'octroi  ne  payent  pas  l'entrée,  et  c'est 
là  la  curiosité  de  ce  problème  que  Le  Verrier  appelait  problème  piège. 

Exemple  II.  —  Les  aiguilles  d'une  montre  sont  en  coïncidence  à  midi; 
à  quels  instants  seront-elles  encore  en  coïncidence  ? 

Dans  l'iiitervalle  de  douze  heures,  il  y  a  onze  rencontres  se  succédant 
à  un  onzième  d'heure.  —  Calcul  des  éclipses.  -  Durée  de  la  rotation  du 
soleil  autour  de  son  axe,  etc. 

Exemple  III.  —  Les  aiguilles  d'une  montre  sont  en  coïncidence  à  midi  ; 
à  quels  instants  seront-elles:  1°  directement  opposées;  2°  perpendicu- 
laires; 3°  à  quels  instants  sont-elles  inclinées  d'une  fraction  donnée  du 
cadran? 

Exemple  IV.  —  Les  aiguilles  d'une  montre  sont  en  coïncidence  à  midi, 
quelles  sont  leurs  positions  simultanées  pour  lesquelles  les  deux  aiguilles 
peuvent  être  remplacées  l'une  par  l'autre,  à  un  autre  instant. 

En  imaginant  une  aiguille  fictive  marchant  douze  fois  plus  vite  que  l'ai- 
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guille  des  minutes,  les  positions  demandées  se  succèdent  aux  intervalles 
des  temps  de  coïncidence  de  Taiguille  des  heures  et  de  l'aiguille  fictive. 
Donc,  en  douze  heures,  il  y  a  i43  positions  des  aiguilles,  qui  se  succèdent 
à  intervalles  égaux,  en  tenant  compte  des  coïncidences.  —  L'énoncé  et  la 
solution  de  ce  problème  sont  dus  à  M.  Laisant. 

Exemple  V.  —  Un  paquebot  met  à  la  voile  de  Douvres  avec  un  vent 
frais,  arrive  à  Calais  en  deux  heures.  Pour  retourner,  le  vent  étant  con- 
traire, il  fait  6  milles  de  moins  à  l'heure;  mais,  à  mi-chemin,  le  vent 
change  de  nouveau,  le  paquebot  fait  deux  milles  en  plus,  à  l'heure,  et  re- 
vient à  Douvres  dans  les  six  septièmes  du  temps  qu'il  aurait  employé  si  le 
vent  n'avait  pas  changé.  Trouver  la  distance  de  Douvres  à  Calais  et  les  vi- 
tesses différentes  du  paquebot. 
.   Distance,  22  milles.  —  Vitesses  à  l'heure,  11, 5  et  7  milles. 

Exemple  VI.  —  Deux  stations  distantes  de  4"^"*  sont  reliées  par  une 
double  ligne  de  tramways.  A  chaque  station,  les  voitures  partent  de  trois 
en  trois  minutes,  et  marchent  avec  la  même  vitesse  sur  chaque  ligne.  Un 
piéton  parcourt  uniformément  la  même  ligne;  au  moment  où  il  part  de  la 
première  station,  il  voit  une  voiture  la  quitter,  une  autre  y  arriver.  De 
même,  au  moment  oii  il  atteint  la  seconde  station,  une  voiture  en  part  et 
une  autre  y  arrive.  En  comptant  les  voitures  avec  lesquelles  il  s'est  trouvé 
à  l'une  et  à  l'autre  station,  le  piéton  en  a  rencontré  19  allant  dans  le 
même  sens  et  43  allant  en  sens  contraire.  Trouver  la  vitesse  du  piéton  et 
celle  des  voitures  ? 

Exemple  VII.  —  Résoudre  les  équations 

ax  -r-  h  y  -\-  cz  -~  cil  —  X  , 

—  bx  —  a  y  -i-  dz  —  c  /  =  Y , 

—  ex  —  dy  ^  az  -\-  ht  r=Z^ 

—  dx  -\-  cy  —  bz  ^  al  =  T. 

Si  l'on  forme  le  carré  du  déterminant  des  inconnues,  on  voit  que  ce  dé- 
terminant est  le  carré  de  l'expression 


On  a  ensuite 


tLX  =  a\—b\  —  cZ  —  dT, 
A^=  6X-haY— û?Z-t-cT, 
As  =  cX -t-c?Y  +  aZ  — 6T, 
A^  =  rfX  —  c  Y  -^  6Z  -i-  aT, 

et,  en  ajoutant  les  carrés  (n"  69), 

(«2+ 62-i- c'-i- ^2)  (ar«-f-^5  4- s2 -h /«)  =  X2-h  Y*-h  Z2  4- T» 


294  LIVRE    II.    —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

Exemple  VIII.  —  Résoudre,  par  rapport  à  J",  JK,  z,  t,  p,  q,  r,  s,  les 
équations 

ax  -^hy  -\~  cz  -^  dt  -^  ep  '\-  f  q  -1   gr  -h  hs  =  X, 

—  bx  -^  ay  -A   dz  —  ct-^  fp  —  eq  --  hr  -^  gs  —  Y, 

—  ex  —  dy  -i-  az  -^^  bt  -\-  gp  -v-  hq  —  er  —  fs  =  Z. 

—  dx  -^  cy  —  bz  -\-  <it-^r  hp  —  gq  -i    //'  —  es  —  T, 
ex  —  fy  —  gz  —lit  -f   ap  -f  bq  -^-  cr  -{-  ds  =  P, 

—  fx  -f-  ey  -  -  hz  -]-  gt  —  bp  -^  aq  —  dr  +  C5  =  Q, 

—  gx  H-  h  y  -i-  ez  — ft  —  c/?  -f-  dq  -\-  a?'  —  bs  —  R, 

—  hx  —  g  y  -.    fz  -r~  et  —  dp  —  cq  -i-  br  -\-  as  ^^  S . 

En  prenant  le  carré  du  déterminant  des  inconnues,  on  voit  que  ce  dé- 
lerminant  est  le  bicarré  de  l'expression 

A  =  «2  _^_  ^2  .^^  c2  4_  ^/2  _.  .  c2  -i^  /2  -^  g^  +  h^ . 

En  multipliant  ensuite  les  équations  par  les  nombres  a,  b,  c,  d,  e,  /, 
g,  h,  pris  avec  des  signes  convenables,  on  trouve 

^x  =  a\~bY—  cZ  —  dT  —  eV  —  /Q  -  gR  —  AS, 
Aj=  bX-haY-dZ-^  cT— /P-r-  eQ  +  AR— ,^S, 
A^  =  cX-r-dY  ^aZ-^bT  -^gP  —  hq-h  eR-hfS, 
M  =:dX—  cY-+-  6Z-i-aT  — AP-+-,^Q— /R-+  eS, 
^p^  eX-,  /Y+^Z-  ATh  aP-  èQ—  cR  — t/S, 
Lq  ^  fX—  eY  -,hZ  -gT  -,-  bV  -^  a(l-^  dK  —  cS, 
Ar  =^X  — AY-  eZ-f-/T-4- cP-^Q-f-aR+èS, 
A^  =  AX  H-^Y  — /Z  — eT-i-^P-f-  cQ  — AR  +  aS. 

En  ajoutant  les  carrés,  on  démontre  que 

Sa2.  V^2:^  VX2, 

OU,  en  d'autres  termes,  que  le  produit  d'une  somme  de  huit  carrés  par 
une  somme  de  huit  carrés  est  une  somme  de  huit  carrés. 

Exemple  LY.  —  Si  la  somme  des  carrés  des  éléments  de  chaque  ligne 
d'un  déterminant  est  égale  à  i,  et  qu'en  outre  la  somme  des  produits  des 
éléments  correspondants  de  deux  lignes  quelconques  soit  nulle,  les  mêmes 
relations  ont  lieu  entre  les  éléments  des  colonnes.  —  Le  déterminant  est 
égal  ail,  chaque  mineur  est  égal,  en  valeur  absolue,  à  l'élément  corres- 
pondant. Enfin,  si  l'on  fait  pour  chaque  ligne  le  produit  des  éléments,  la 
somme  des  carrés  de  ces  produits  est  égale  à  la  somme  correspondante 
pour  les  colonnes. 

Les  trois  exemples  précédents  trouvent  leur  application  dans  la  théorie 
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des  carrés  magiquts,  et  inversement  cette  théorie  donne  lieu  à  de  nom- 
breuses identités. 

1G8.  Théorème  de  M.  Rouché  (*).  —  Lorsque  le  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  est  nul,  la  résolution  d'un  système 
linéaire  donne  lieu  à  une  discussion  intéressante  qui  s'applique  à 
un  nombre  quelconque  p  d'équations  du  premier  degré  contenant 
un  nombre  quelconque  q  d'inconnues.  On  forme  le  Tableau  rec- 
tangulaire, à  p  lignes  et  q  colonnes,  des  coefficients  des  inconnues, 
et  l'on  suppose  que  l'un  au  moins  des  éléments  du  Tableau  n'est 
pas  nul.  Alors  il  existe  un  déterminant  formé  avec  les  coefficients 
de  n  lignes  et  de  n  colonnes,  de  telle  sorte  que  ce  déterminant  de 
degré  n  ne  soit  pas  nul,  mais  tel  que  tout  déterminant  de  degré 
(/i  4-  i),  formé  avec  les  éléments  du  Tableau,  soit  identiquement 
nul.  D'ailleurs,  il  peut  exister  plusieurs  déterminants  de  degré  n 
qui  ne  soient  pas  nuls,  et  Ton  peut  choisir  l'un  d'eux,  que  l'on 
appelle  déterminant  principal  du  système,  de  telle  sorte  qu'en 
modifiant  l'ordre  des  équations  et  celui  des  inconnues  ce  déter- 
minant A  soit  formé  des  éléments  contenus  dans  les  n  premières 
lignes  et  les  n  premières  colonnes  du  Tableau. 

On  borde  ensuite  le  déterminant  A  avec  une  ligne  formée  par 
les  éléments  correspondants  d'une  autre  ligne  du  Tableau  et  avec 
une  colonne  contenant  les  termes  connus  des  équations  corres- 
pondantes. On  obtient  ainsi  des  déterminants,  de  degré  (n-f-  i), 
que  l'on  appelle  déterminants  caractéristiques  du  système 
linéaire.  Gela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Pour  que  la  résolution  d'un  système  de  p  équations  du  pre- 
mier degré  à  q  inconnues  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que 
tous  les  déterminants  caractéristiques  que  Von  peut  déduire 
du  déterminant  principal  soient  nuls.  Lorsque  ces  conditions 
sont  remplies,  le  système  est  déterminé  ou  indéterminé,  suivant 
que  le  nombre  des  inconnues  égale  ou  surpasse  le  degré  du  dé- 
terminant principal. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'un  système  de  n  équations  à  n  inconnues  admette 

(')  E.  RoucnÉ,  Note  sur  les  équations  linéaires  {Journal  de  l'École  Poly- 
technique, XLVIII»  Cahier;  1880). 
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une  solution  unique  est  que  le  déterminant  du  système  soit  diffé- 
rent de  o. 

Remarque  I.  —  La  théorie  précédente  permet  de  représenter 
les  résultats  des  opérations  fondamentales  de  l'Arithmétique  et  de 
l'Algèbre  sous  la  forme  de  déterminants.  En  effet,  ces  opérations 
déterminent  en  général,  d'une  façon  unique,  par  des  équations 
linéaires,  les  coefficients  de  certains  polynômes.  On  peut  donc 
mettre  sous  forme  de  déterminant  la  valeur  numérique  d'un  poly- 
nôme, les  coefficients  du  produit  ou  du  quotient  de  deux  poly- 
nômes, les  coefficients  du  reste  de  la  division  d'un  polynôme  par 
un  autre  polynôme,  les  coefficients  de  la  formule  d'interpolation 
de  Lagrange,  etc. 

Remarque  II.  —  Les  formules  concernant  les  suites  récur- 
rentes donnent  encore  l'expression  des  inconnues  sous  forme  de 
déterminant.  Ainsi  les  formules  de  la  théorie  des  combinaisons, 
celles  du  calcul  symbolique,  les  formules  de  sommation  des  puis- 
sances numériques,  celles  qui  concernent  les  nombres  de  Ber- 
NOULLi,  d'EuLER,  dc  Genocchi,  Ics  formulcs  de  Newton  sur  le 
calcul  des  fonctions  symétriques,  etc.,  produisent  des  détermi- 
nants. Cependant,  il  est  bon  d'observer  qu'il  ne  faut  pas  abuser 
de  cette  forme  plus  complexe,  et  surtout  lorsque  le  calcul  direct 
des  inconnues  est  plus  rapide  que  celui  que  l'on  peut  obtenir  par 
le  développement  des  déterminants  qui  leur  correspondent. 

Exemple  I.  —  Résoudre  les  équations 


X 

-\- 

y 

è-4-X 

-h 

z 

a-h  A 

c  -h  A 

X 

-4- 

y 

b  ^  \x 

-h 

z 

a-\-\x 

C  -i-[l 

X 

y 

4- 

z 

a  -+-  V 

6  +  V 

C  H-  V 

Exemple  II.  —  Résoudre  les  équations 

X  -h     y -h     z  ^      t  —  eQ, 

ax -\-    by-^ez  -h    dt  =  e\^ 

a'i-x  4-  62jK  -h  c'^z  4-  d^l  —  62, 

a^x -^  b^y  ~\- c^z -^  (Pt  ^=^  e-^. 
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Exemple  III.  —  Trouver,  par  la  théorie  des  déterminants  et  par  le 
binôme  de  Leibniz,  la  formule  qui  donne  la  dérivée  d'ordre  n  d'une  frac- 
tion {u\v), 

169.  Équations  linéaires  et  homogènes.  —  Lorsque  les  termes 
qui  ne  contiennent  pas  les  inconnues  sont  tous  nuls,  tous  les  dé- 
terminants caractéristiques  sont  nuls,  puisqu'ils  renferment  une 
colonne  de  zéros;  par  conséquent,  tout  système  d'équations 
linéaires  et  homogènes  admet  toujours  une  solution,  celle  dans 
laquelle  toutes  les  inconnues  sont  nulles.  Mais  on  dit  que  le  sys- 
tème des  équations  est  compatible,  lorsqu'il  admet  une  solution 
dans  laquelle  l'une,  au  moins,  des  inconnues  n'est  pas  nulle;  alors 
on  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  degré  du  déterminant 
principal  est  égal  au  nombre  des  inconnues,  ou  se  trouve  plus 
petit.  Lorsque  le  degré  du  déterminant  principal  est  égal  au  nombre 
des  inconnues,  le  système  n'admet  que  des  valeurs  nulles  pour  les 
inconnues.  Mais,  si  le  nombre  des  inconnues  surpasse,  de  k  unités, 
le  degré  du  déterminant  principal,  on  peut  donner  à  k  des  incon- 
nues des  valeurs  arbitraires  et,  par  suite,  différentes  de  zéro. 

Ainsi,  pour  qu'un  système  linéaire  et  homogène  soit  compa- 
tible, il  faut  et  il  suffit  que  le  degré  du  déterminant  principal 
soit  plus  petit  que  le  nombre  des  inconnues. 

En  particulier,  pour  qu'un  système  de  n  équations  homogènes 
à  n  inconnues  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  soit  nul. 

On  en  déduit  diverses  propriétés  des  déterminants  identique- 
ment nuls. 

Pour  qu'un  déterminant  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe 
entre  les  éléments  des  rangées  une  même  relation  linéaire  et  homo- 
gène. 

Dans  un  déterminant  nul,  les  mineurs  des  éléments  de  deux 
rangées  parallèles  sont  proportionnels. 

170.  Formes  linéaires  et  homogènes.  —  Pour  qu'une  forme  li- 
néaire et  homogène  soit  nulle,  quelles  que  soient  les  valeurs  attri- 
buées aux  variables,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  coefficients 
soient  nuls. 

On  dit  que  des  formes  linéaires  sont  indépendantes  lorsqu'elles 
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peuvent  prendre  des  valeurs  données  arbitrairement  pour  cer- 
taines valeurs  des  variables. 

Le  nombre  des  formes  homogènes  et  indépendantes  de  n  va- 
riables ne  peut  surpasser  le  nombre  n  des  variables. 

Pour  que  /i  formes  homogènes  à  îi  variables  soient  indépendantes, 
il  faut  et  il  suffit  que  le  déterminant  des  coefficients  des  variables 
ne  soit  pas  nul. 

Pourque  p  formes  à  (p  -\-  q)  variables  soient  indépendantes, 
il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  former  avec  le  Tableau  des  coef- 
ficients des  variables  un  déterminant  de  degré  p  qui  ne  soit 
pas  nul. 
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CHAPITRE  XVII. 

•  LES  SUITES   RÉCURRENTES  LINÉAIRES. 


171.  Des  suites  récurrentes  proprement  dites.  —  On  appelle 
ainsi  une  suite  de  nombres 

...,        Z/_3,        W_2,        U-i,        Mo,        Wl,        "2,        "3,        .-., 

tels  qu'il  existe  une  même  relation  linéaire  homogène,  à  coef- 
ficients constants ,  entre  p  nombres  consécutifs.  En  d'autres 
termes,  on  a  dans  toute  l'étendue  de  la  suite 

^0  Uii^p  ~-"  <^l  Ihi-^p—l  -f-  •  .  .  —  Ct/i  Up  =  O, 

OU,  sous  la  forme  symbolique, 

uPf{u)  ^  o, 

f{u)  désignant  un  polynôme  de  degré  n  dont  les  coefficients 
extrêmes  ne  sont  pas  nuls,  et  p  un  entier  quelconque.  Le  poly- 
nôme 

fiu)  —  aou^-h  aiu""^-r-  ...  —  a„, 

s'appelle  V échelle  de  récurrence. 

Pour  une  même  échelle,  il  existe  une  infinité  de  suites;  mais 
toute  suite  est  déterminée,  et  peut  être  prolongée  indéfiniment 
dans  les  deux  sens,  lorsque  l'on  connaît  n  termes  consécutifs  et 
les  coefficients  de  l'échelle.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que 
l'échelle  d'une  série  récurrente  ne  change  pas  lorsque  Ton  aug- 
mente d'un  même  nombre  tous  les  indices  des  termes  et  que  deux 
suites  de  même  échelle  de  degré  n  sont  identiques,  si  n  termes 
consécutifs  sont  égaux  chacun  à  chacun. 

Lorsque  n  termes  consécutifs  d'une  suite  sont  nuls,  tous  les 
termes  sont  nuls;  ainsi,  une  suite  illimitée  de  zéros  forme  une 
suite  récurrente  d'échelle  quelconque.   Inversement,  lorsqu'une 


3oO  LIVRE    II.    —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

suite  récurrente  contient  n  termes  consécutifs  égaux  à  zéro,  le 
degré  de  son  échelle  surpasse  n. 

La  suite  récurrente  du  premier  degré  est  donnée  par  l'échelle 

u  —  a  <^  G  : 

c'est  une  progression  géométrique  de  raison  a.  et  un  terme 
quelconque  a  pour  expression 

u„  =  A  a«  ; 
Si  l'échelle  est 

{u  —  lY^  u- ~  1U  -\-  l^  o, 

chaque  terme  est  la  moyenne  arithmétique  des  deux  termes  qui  le 
comprennent  et  la  suite  est  une  progression  arithmétique  de 
raison  quelconque.  En  général,  si  cp(^)  désigne  un  polynôme  de 
degré  n  et  si  le  terme  général  d'une  suite  est 

u,,=  ^(p), 

on  a  une  suite  récurrente  ayant  pour  échelle  le  développement  de 

(u  —  i)«^o, 

comme  cela  résulte  immédiatement  du  calcul  des  différences 
(n«  76). 

Les  suites  récurrentes  ont  été  étudiées  par  Cassini,  Moivke. 
EuLER,  Lagrange  ct  par  D.  André  (*).  Nous  avons  donné,  dans 
les  Chapitres  qui  précèdent,  quelques  exemples  de  suites  récur- 
rentes linéaires,  dont  les  coefficients  n'étaient  pas  constants. 
Mais,  dans  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  les  coefficients 
constants. 

172.  Propriétés  des  suites  récurrentes.  —  i°  Si  l'on  multiplie 
tous  les  termes  d'une  suite  récurrente  par  un  même  nombre,  on 
obtient  une  suite  récurrente  de  même  échelle. 

2^  Si  l'on  renverse   le  sens  du  numérotage  des  termes  d'une 


(')  Cassini,  Histoire  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  p.  Sog.  Paris,  i68o. 
MoiVRE,  Miscellanea  analytica,  p.  27.—  Euler,  Introductio  in  Analysin,  t.  I. 
—  Lagrange,  Œuvres  complètes,  t.  I,  IlIetV.—  D.  André,  Annales  de  l'École 
Normale  supérieure,  3"  série,  t.  VIT;  Paris,  1878. 
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suite,  on  oblienl  une  nouvelle  suite  dont  réclielle  s'obtient  en 
remplaçant  dans  la  première  u  par  w~*. 

3*^  Si  l'on  multiplie  tous  les  termes  d'une  suite  récurrente  par 
les  termes  successifs  d'une  progression  géométrique  de  raison  X, 
on  obtient  une  suite  récurrente  de  même  degré  dont  l'échelle  se 
déduit  de  la  première  en  remplaçant  u  par  u  ',  X.  On  peut  simplifier 
le  calcul  des  suites  récurrentes  en  supposant  que  le  premier  ou  le 
dernier  coefficient  de  l'échelle  est  égal  à  l'unité. 

4*^  Si  l'on  multiplie  les  termes  correspondants  w^,  Vp,  (v^,  . . . 
de  plusieurs  suites  récurrentes  de  même  échelle  par  des  constantes 
A,  B,  G,  . . . ,  la  somme 

\ui,-^hvp-\-  Cwp-h  . . . 

forme  une  suite  récurrente  de  même  échelle.  En  particulier,  toute 
fonction  linéaire  et  homogène  d'un  nombre  quelconque  de  termes 
d'une  suite  récurrente  est  une  suite  de  même  échelle. 

5**  Il  résulte  des  deux  propriétés  précédentes  que,  si  Ton  mul- 
tiplie le  terme  général  Up  d'une  suite  récurrente  par  )./'c5(À),  en 
désignant  par  'f  (X)  un  polynôme  en  X  de  degré  quelconque,  on 
obtient  une  suite  dont  l'échelle  se  déduit  de  la  première  en  rem- 
plaçant u  par  u  :  \. 

(3°  On  peut  multiplier,  et  non  diviser,  l'échelle  de  récurrence 
y*(M)  par  un  polynôme  quelconque  '}(w).  En  effet,  soit 


on  a,  pour  toute  valeur  entière  de  />, 
et,  par  suite, 

CuP+'--\f(u)^o, 


en  ajoutant  les  égalités  précédentes,  il  vient 

Ainsi  les  différents  termes  de  la  suite  de  Fibonacci,   d'ordre 
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quelconque  (n"6),  qui  vérifient  Ja  relation 

vérifient   la   relation    suivante,  obtenue    en  multipliant  les  deux 
membres  de  l'égalité  symbolique  précédente  par  (u  —  i) 

en  d'autres  termes 

Plus  généralement,  décomposons  l'échelle  en  deux  parties,   et 
supposons  que  l'on  ait,  de  diverses  manières, 


mais  de  telle  sorte  qu'en  faisant  passer  les  termes  du  second 
membre  dans  le  premier  on  retrouve /(i/)  ;  on  aura,  en  désignant 
par  W  un  polynôme  quelconque  à  plusieurs  variables,  l'identité 

^"(A^AJi, . . .) '^  ^^X ?i,  ?2,  Ç3, .  •  •  )• 

On  obtient  ainsi  des  relations,  en  nombre  indéfini,  entre  les 
termes  d'une  suite  récurrente  quelconque  (*). 

173.  Fonctions  récurrentes  fondamentales.  —  Parmi  les  suites 
récurrentes  d'échelle  donnée  f{u)^  de  degré  /i,  il  y  a  lieu  de  con- 
sidérer plus  particulièrement  celles  pour  lesquelles  les  n  valeurs 
initiales  sont  toutes  nulles,  à  l'exception  de  l'une  d'elles,  supposée 
égale  à  i;  nous  les  appellerons  les  fonctions  récurrentes  fondamen- 
tales. Désignons  par  i  l'un  des  nombres  entiers 

G,    1,2,    .  ..,  (/i  —  l), 

par  j  un  entier  quelconque  et  par  L^  le  terme  d'indice  j  de  la 
fonction  fondamentale  pour  laquelle  on  suppose 

l;"  =  I        et        U  =  G, 


(  '  )   Voir  nos  Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Léonard  de  Pise  et  Sur 
diverses  questions  d'Arithmétique  supérieure;  p.  'iZ-f\2.  —  Rome,  1877. 
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pour  loules  les  valeurs  dey,  de  o  à  (/?  —  i),  à  l'exception  de  i.  Uii 
terme  quelconque  Uj  d'une  suite  récurrente  de  l'échelle  donnée, 
dont  les  valeurs  initiales  sont 

Wo>  Wl>   ll-i>    •  •  ",  W,|_t, 

s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  n  fonctions  fon- 
damentales d'indice  y,  par  la  formule 

(i)  Uj^  iio  H  -^ui^  ^U2  \4       ...  -^-  M„_,  Li_ , , 

analogue  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange  (n°  iOo).  En 
effet,  les  conditions  initiales  se  trouvent  vérifiées  d'après  la  défini- 
tion même  des  fonctions  fondamentales;  de  plus,  uj  vérifie  la  loi 
de  récurrence,  puisque  c'est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
fonctions  qui  subissent  la  même  loi. 

On  peut  encore  exprimer  un  terme  uj  d'une  suite  récurrenle 
quelconque  du  /i'''"^  ordre,  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  // 
termes  consécutifs  d'une  seule  fonction  fondamentale  et  ainsi,  par 
exemple,  de  la  fonction  L„_i,  que  nous  désignerons,  pour  simpli- 
fier, par  U.  Soit  l'échelle  de  récurrence 


f{u)^  u't  —  pi  u'^-^  -i-  p^u'^---  —  Pi  u" 


posons 


/o=  Uo, 

/i=  ui—piih, 

/o=  Uo—piUi-i-p^Uo, 

fz=  Ui  —  Piiiî-^  PiH\ 

-/>3"C 

de  telle  sorte  que  fj  s'annule  pour  j  '^  ii.  On  a  la  formule  sui- 
vante, analogue  à  la  formule  d'interpolation  de  Newton  (n°  108), 

(2)  Uj  =  /oUy+«_i  -f-/i  Uj+n-2+A  Uy-H«-3  -+-•••  -f-/«-l  Uy. 

En  effet,  cette  formule  est  vérifiée  par  les  conditions  initiales, 
ainsi  qu'on  le  voit  en  remplaçant  j  par  l'un  des  nombres  de  o  à 
{n — i),  et  en  calculant  les  coefficients  des  valeurs  initiales  Uq, 
Ui,  ...,  Un-i'j  de  plus,  elle  est  soumise  à  la  loi  de  récurrence, 
comme  fonction  linéaire  et  homogène  de  suites  assujetties  à  la 
même  loi. 
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174.  Théorème  de  Lagrange.  —  Lorsque  l'échelle  est  le  produit 
de  n  facteurs  linéaires  donnés  et  que  l'on  a 

f(^u)z={u  —  a){u  —  b){u  —  c). .  .{u  —  /), 

en  désignant  par  a,  b^  c,  . .  .^  l  des  quantités  inégales  deux  à 
deux,  on  peut  exprimer  un  terme  quelconque  Uj  d'une  suite  ré- 
currente en  fonction  linéaire  des  puissances  de  même  exposant  de 
a^  b^  c^  . . ..  l^  par  la  formule 

(i)  Uj  ~  A  aJ  H-  B  6/  -i-  C  cy  -h .  . .  -f-  L  U. 

En  effet,  les  coefficients  A,  B,  G,  ...,  L  se  déterminent  au 
moyen  des  n  valeurs  initiales  et  consécutives 

i<0'   ^^Ij   ^2î    •  •  •  5  ^^n—lj 

par  n  équations  du  premier  degré  obtenues  en  remplaçant  y  par 
o,  I,  2,  ...,  (n  —  i),  dans  la  formule  (i).  Le  déterminant  des  in- 
connues n'est  pas  nul,  puisqu'il  est  égal  à  la  fonction  alternée  fon- 
damentale de  Vandermonde. 

Mais  nous  ferons  observer  que  la  formule  précédente,  qui  repré- 
sente le  théorème  de  Lagrajnge,  est  illusoire  dans  le  cas  général, 
puisque  l'on  ne  connaît  presque  jamais  la  décomposition  de 
l'échelle  en  facteurs  linéaires,  ou  que  lorsque  cette  décomposition 
est  obtenue,  les  quantités  a,  b,  c^  .. .,  /  n'étant  connues  qu'avec 
une  certaine  approximation,  on  ne  peut  en  déduire  des  résultats 
exacts.  Il  est  donc  préférable  de  se  servir  des  deux  formules  du  nu- 
méro précédent  et  d'étudier  les  diverses  formes  de  développement 
que  l'on  peut  donner  à  Uy  lorsque  y  est  donné  avec  les  coefficients 
de  l'échelle. 

Dans  le  cas  général  où  les  facteurs  linéaires  de  l'échelle  sont 
tous  distincts,  on  peut  aussi  exprimer  une  suite  récurrente  quel- 
conque en  valeur  linéaire  et  homogène  de  n  termes  consécutifs  de 
la  suite 

sj  =  aJ -h  bJ -\-  cJ-\-. . . - r-  //, 
en  posant 

(2)  Uj  =  (XSj-h  ^Sj+i  -h  ySj^2  +  .  .  .  -i-  ISj+n-l- 

On  détermine  les  coefficients  a,  p,  y,  . . .,  X,  au  moyen  des  va- 
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leurs  initiales  Uq,  Mi,  U2,  . . .,  w„_i,  par  des  équations  linéaires  et 
homogènes  dont  le  déterminant  est  égal  au  discriminant  de/(w), 
c'est-à-dire  au  carré  de  la  fonction  alternée  fondamentale  (n°  1G6, 
Ejc.  J), 

175.  Récurrence  des  fonctions  alternées. —  Considérons  le  déter- 
minant du  n'^""^  ordre 


Q- 


?(«)    ?(^)    ?(c) 

y{a)     y{ù)     yjc) 
^(a)     ^(ù)     4-(ci 


dans  lequel  nous  supposons  que  cp,  y,  <J>,  . . .  désignent  des  poly- 
nômes quelconques;  le  déterminant  Q  est  une  fonction  alternée  des 
/i  quantités  a,  6,  r,  . .  .,  /.  Désignons  encore  par 

f(u)^{n  —  a){u~-b)  (n  —  c). ,  .(u  —  l) 

l'échelle  de  récurrence  et  par  Qy  le  déterminant  obtenu  en  rem- 
plaçant les  éléments  d'une  ligne  quelconque  de  Q  par  aJy  bJ,  . . ., 
/•/.  Lorsque  y  varie,  le  déterminant  Qy  forme  une  suite  récurrente 
de  l'échelle  donnée,  puisque  c'est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
gène des  mêmes  puissances  des  n  quantités  a,  6,  c,  ...,/;  il  en  est 
de  même  du  quotient  de  Qy  par  le  déterminant  de  Vandermojvde. 
Cela  posé,  remplaçons  le  déterminant  Q  par  le  déterminant  V 
de  Vandermonde;  désignons  par  les  grandes  lettres  A/,  B/,  C/,  . . . 
les  mineurs  qui  correspondent  aux  éléments  a%  6',  r'\  ...  du  dé- 
terminant V,  et  par  V^  le  quotient  par  V  du  déterminant  obtenu 
en  remplaçant,  dans  le  déterminant  V,  les  éléments  a',  6%  c^  .  . 
par  a^,  bJ,  cK  . . .;  le  développement  du  déterminant  donne 

V.Vf  =  A,-ay-+-  B.^y-i-  CicJ-.^.. .+  LiU. 

Mais  V^  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  dey,  de  o  à  (/?  —  i), 
à  l'exception  de  j  ^^  i\  dans  ce  dernier  cas,  VJ  est  égal  à  i . 
Par  suite,  V^  est  identique  avec  la  fonction  récr.rrente  fondamen- 
tale \u{  de  rang  (/+  i). 

Par  conséquent,  toute  fonction  récurrente  fondamentale  est  le 
quotient  par  le  déterminant  V  de  Vandermonde  du  déterminant 
E.  L.  —  I.  20 
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obtenu  en  remplaçant  une  ligne  de  V  par  a-/,  bJ ^  cJ,  ...  ;  c'est  une 
fonction  symétrique  de  a,  b,  c,  .  . .. 

En  particulier,  la  fonction  Uy,  de  rang  /?,  est  donnée  par  l'ex- 
pression 

V.Uy=  \aaJ-h  \bbJ-^  \ccJ  +  .  . .+  V//y, 

dans  laquelle  V^,  V^,,  V^,  •  •  -,  V/  sont  les  fonctions  alternées  de 
(/i  —  i)  des  quantités  a,  6,  c,  . .  .,  /;  pour  /i  =  2,  on  a 


_ai—  hJ 


et  pour  /?  =  3,  on  a 


_{b—  c)aJ-^(c  —  a)  bJ-h  (a  —  b)  cJ 
^  ~~  (b  —  a)  {c  —  a)  {c  —  b) 

176.  Multiplication  des  suites  récurrentes.  —  Considérons  deux 
suites  récurrentes  y,i  et  z,i  du  second  ordre,  vérifiant  respective- 
ment les  échelles 

cp(-s)  <^  z^  — p'z  -h  q'^  o; 

nous  allons  démontrer  que  le  produit  j^,^  5,/  forme  une  suite  récur- 
rente. En  effet,  supposons 

Ay)  =  (r-ci)(y-b), 

cp(ij)  =(z  —  a')(z  —  b')', 
les  nombres  yn  et  z,i  vérifient  les  relations 

Zn  =  A'a'"-f-  B'6'«; 
on  a  donc 

jK«^«=  AA'(aa';'»-f-  BB'(66')«-|-  AB'(a6')«4-  A'B(a'è)». 

Par  conséquent,  le  produit  u,i  =  y,iZ,i  est  soumis  à  la  loi  de  ré- 
currence 

{u  —  aa')  (u  —  bb')  {u  —  ab')  (u  —  a'b  )<^  o. 

Ainsi  yn^n  est  une  suite  récurrente  du  quatrième  ordre,  dont 
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réclielle  pcul  s'écrire  sous  l'une  des  formes  (') 
ou,  par  le  développement, 


(')  On  oblicnl  rcihcllc  des  u  en  exprimant  que  les  polynômes  en  x,  du  second 
(legi-é, 

f{xu)     et     «-"f(^)' 

ont  un  facteur  commun,  et  en  remplaçant  ensuite  u-  par  u.  En  général,  le  problème 
de  la  multiplication  des  suites  récurrentes  d'ordre  quelconque  revient  au  pro- 
blème de  l'élimination. 
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CHAPITRE  XVIII. 

LES  FONCTIONS  NUMÉRIQUES  DU  SECOND  ORDRE. 


177.  Définition  des  fonctions  U„  et  Yn-  —  Nous  appelons /o/zc- 
flon  numérique  du  second  ordre  toute  fonction  j^„  d'un  nombre 
entier  /i,  positif  ou  négatif,  qui  est  déterminée  par  deux  valeurs 
initiales  j^o  et  jKi,  et  par  l'échelle  de  récurrence  du  second  degré 

dans  laquelle/?  et  ^  désignent  deux  nombres  entiers,  positifs  ou 
négatifs,  dont  le  produit  n'est  pas  nul. 

La  fonction  fondamentale  \J,i  est  donnée   par  les  conditions 

initiales 

Uo=o,         Ui=i, 

et  [a  fonction  primordiale  Y n  est  donnée  [)ar  les  conditions  ini- 
tiales 

on  a  donc,  par  définition, 

(  U,M 2  =  p^u+\  —  q U«, 

On  voit  tout  de  suite,  par  le  calcul  des  U  et  des  V  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  /î,  que  l'on  a  les  relations 

(.)  'j-„=-^,    '^■-«=+^^;- 

La  fonction  générale y,^  s'exprime  au  moyen  des  valeurs  initiales 
y^  ely\  et  des  fonctions  U  et  V,  par  l'une  des  formules 

(3)  y  a  =7i  U„— </^oUrt-,, 

(  '^')  y  a  =7o  U«+.i  -h  (j,  —  pyo  )  U„. 
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En  effet,  ces  formules  sont  vérifiées  pour  n  =  \  et  pour  n  =  •>.  ; 
on  sait  d'ailleurs  que  toute  somme  algébrique  de  fonctions  numé- 
riques du  même  ordre,  assujetties  à  une  même  loi  de  récurrence, 
est  aussi  une  fonction  numérique  du  même  ordre  assujettie  à  la 
même  loi.  En  particulier,  on  a 

<4)  V„  =  />U«-o.7U„_,, 

(4')  V„  =  îU„^, -/>U„. 

Enfin,  l'élimination  de  U/,_i  entre  deux  des  formules  précédentes 
j)ermet  d'exprimer  j',^  en  fonction  linéaire  de  U„  et  \ „  par  la  for- 
mule 

178.  Les  trois  genres  de  fonctions  numériques.  —  On  classe  les 
fonctions  du  second  ordre  d'après  la  nature  du  discriminant 

de  l'échelle  de  récurrence,  écrite  sous  la  forme 

Si  l'on  suppose  d'abord 

p  =^  la         et         (]  =  a-, 
on  trouve  A  =  o,  et 

(i)  U„=7m''-',        V„=««. 

En  particulier,  pour 

a  =  I,        p  —  1-,        <7  =  1, 
on  a 

U„  =  «,        A'rt=2, 

et  la  fonction  U/?  représente  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers. Cette  remarque  est  importante,  car  dans  toutes  les  formules 
de  ce  Chapitre  les  hypothèses  particulières  qui  précèdent  four- 
niront soit  des  vérifications,  soit  des  formules  plus  simples. 

Ainsi,  pour  A  =  o,  la  fonction  générale y„  se  réduit,  soit  à  une 
progression  arithmétique,  soit  à  une  progression  géométrique; 
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d'ailleurs,  on  voit  facilement  que  toute  progression,  arithmétique 
ou  géométrique,  peut  être  considérée  comme  une  suite  récurrente 
du  second  ordre. 

En  laissant  de  côté  le  cas  singulier  de  A  =  o,  on  doit  considérer 
trois  cas  différents,  auxquels  correspondent  trois  genres  de  fonc- 
tions numériques. 

Premier  genre.  —  Lorsque  A  est  le  carré  d'un  nombre  entier 
0,  l'échelle  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  et  l'on  a 

?/- — pu-\-qz=zi^u  —  a)  {u  —  6), 
en  posant 

a  —  ^— —  ,  h  —  ~ • 

2  1 

Alors  U/i  et  y ,i  s'expriment  par  les  formules 

(2)  U„=:  -^_— ^-,  \„=a't-^b'^\ 

en  effet,  ces  formules  sont  exactes  pour  les  conditions  initiales 
/i  =  o  et  /i  =  I  ;  d'ailleurs,  a"^  et  b"  vérifient  la  loi  de  récurrence, 
puisque  l'on  a 

j)  =z  a  -^  b^         q  =^  ab; 

il  en  est  donc  de  même  de  leur  somme  et  aussi  de  leur  différence 
divisée  par  o  =  (^a  —  b). 

On  a  encore  la  relation  immédiate 

(3)  U2„-U„V„, 

qui  s'applique  aux  fonctions  des  autres  genres,  ainsi  que  nous  le 
démontrerons  plus  loin. 

Parmi  les  fonctions  du  premier  genre,  nous  considérerons  plus 
spécialement  les  suites  récurrentes  données  par  les  hypothèses 

/>  =  3,         ^  =  2, 
pour  lesquelles 

A  =  I,         a  =  2,         b  =  i: 
par  conséquent, 

U„=2«—  I,  V„=2"+l. 

Les  premières  valeurs  de  ces  fonctions,  que  nous  désignerons 
sous  le  nom  de  Suites  de  Fermât,  sont  renfermées  dans  le  Tableau 
suivant  : 
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Premier  genre  :  u^^  3  u  —  2.         A  =  i. 

in       o,     I,     '2,     3,        i,       5,       G,         7,  8,  9,  10, 

<  U/7     O,      I,     3,     7,      i>,     3i,     ()3,      1.27,  253,  Jii,  1023, 

(  V„     2,     3,     5,     9,      17,     33,     ()'),      129,  2)7,  5i3,  io2j . 

Suites  de  Fermât. 

Deuxième  genre.  —  Lorsque  A  est  un  entier  positif  qui  n'est  pas 
le  carré  d'un  nombre  entier,  l'échelle  n'est  plus  décomposable  en 
deux  facteurs  linéaires,  et  l'on  obtient  les  fonctions  du  second 
genre.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  dans  les  hypothèses 

/>  =  [,        7=-i, 
pour  lesquelles  A  =  5  ;  on  obtient  alors  les  Suites  de  Fibonacci  (  '  )  : 

Deuxième  genre  :  u^^  u  -r- 1.  A  =  5. 

in       O,      I,     2,     3,     4,       5,       6,       7,  8,       9,        10, 

Un    O,     I,      I,     2,     3,       5,       8,     i3,  21,     34,       55, 

V„     2,      I,     3,     4,     7,     II,      18,     29,  47,     76,     1^3. 
Suites  de  Fibonacci. 

Nous  prendrons  encore  pour  exemple  de  fonctions  du  deuxième 
genre,  les  suites  récurrentes  définies  par  les  hypothèses 

pour  lesquelles  A  1=  8,  et  que  nous  appellerons  Suites  de  Pell  : 

Deuxième  genre  :  /^2cAj  «2?/  -h  i,         A  =  8. 

in      o,     I,    2,      3,      4,      5,        6,        7,  8,  9,        10, 

I  U„    o,     I,    2,      5,     12,    29,      70,     169,      408,      985,    2378, 

(  V„    2,    2,    6,     14,    34,    82,     198,    478,     1154,    2786,    6726. 

Suites  de  Pell. 

Troisième  genre.  —  Lorsque  A  est  un  entier  négatif,  on  obtient 

les  fonctions  du  troisième  genre.  Les  plus  simples  proviennent  des 

hypothèses 

/>  =  i,        ^  =  1, 


(  '  )  Scritti  di   Leonardo  Pisano,   matematico  del  secolo  decintoterzo,  t.  I, 

p.  283. 
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pour  lesquelles  A  =  —  3,  et  l'on  trouve  (n"  13), 

(    U3«=0,  U3„+l=  (—!)«,  U3«+2=(-l)", 

(    V3„=:(— l)«2,  V3«+1=(-I)'S  V3„+2=(-l)«+l. 

Nous  considérerons  encore  les  fondions  du  troisième  genre  qui 
proviennent  des  hypothèses 


pour  lesquelles  A=  —  8,  et  que  nous  appellerons  Suites  conju- 

guées de  Pell  : 

Troisième  genre  :  u-^2u  —  3. 

A  =  —  8. 

n       0,     I,         2,           3,           4,           'î,           0, 

7,       ^,             9,            10 

U«    o,     I,         2,           1,       —4,     —II,     —10, 

t3,      36,           73,       —22 

\n      2,       2,       —A,       — lO,       —  I4,               2,             46, 

86,     34,     —190,     —492 

Suites  conjuguées  de  Pell. 

Enfin,  pour  la  vérification  ou  pour  la  simplification  des  for- 
mules de  cette  théorie,  nous  considérerons  encore  les  fonctions  du 
troisième  genre  données  par  les  hypothèses 

p  =  %  q  =  2, 

pour  lesquelles  A  =  —  4-  C)ii  a  alors 

j    U4„=0,  U4,,-H1=(-  1/^22",  U4«+2=   U4„+3=(-l)".22«+S 

1   V4„=\'4„+l=(—  l)".22«  +  i  V4«+2=0,  V4„+3=i— l)''-22«. 

179.  Développements  de  U^  et  de  V,î  suivant  les  puissances  de/?  et 
de  q.  —  En  calculant  par  l'échelle  de  récurrence  les  valeurs  de  {]„ 
qui  correspondent  aux  premiers  nombres  i,  2,  3,  /j?  •••?  ^^ 
trouve 

U2  =  /?, 
U3=/>2-         q, 


U4  = 

:y>3_ 

•^/>    ^, 

U5  = 

:y>^- 

3/>2^  + 

q\ 

U6  = 

:/>5- 

-  \p^q-^ 

ipq\ 

U7  = 

:y>6_ 

5p'*q  -hOp'^q^  - 

-  T\ 

U8  = 

P'- 

■  6p^q  -+- 

1  o/?3  q^  . 

-  \P9^ 

v,= 

:/>»- 

-7P'9-+- 

l5/?^gr2 

—  lop^q^ 

r- 
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On  voit  ainsi  «|ne,  pour  les  trois  genres,  la  fonction  \J,i  est  un 
polynôme  homogène  de  degré  (n  —  i)  en  p  et  </,  en  y  considérant 
/>  au  premier  degré  et  q  au  second;  de  plus,  le  premier  coefficient 
est  1  et  les  autres  coefficients  sont  alternativement  positifs  et  né- 
gatifs; d'ailleurs,  le  polynôme  U„  ne  contient  que  les  puissances 
de  /?,  dont  l'exposant  est  de  parité  contraire  à  l'indice  n  de  \J„. 

Si  l'on  construit  le  Tableau  à  double  entrée  des  coefficients  pris 
(41  valeur  absolue,  en  remontant  d'une  ligne  ceux  de  la  seconde 
colonne,  de  deux  lignes  ceux  de  la  troisième  colonne,  et  ainsi  de 
suite,  on  obtient  le  triangle  arithmétique  de  Pascal. 

On  a  donc,  par  induction,  la  formule  suivante,  que  l'on  peut 
vérifier  a  posteriori, 

Exemple  I. —  En  particulier,  pour/?  =  i  et  ^  =  —  i,  on  retrouve  la  for- 
mule E  (n"  13,  Ex.  II)\  pour  /?  =  i  et  ^  =  i,  on  retrouve  la  formule  F. 

Exemple  II.  —  Pour  p  —  i  et  ^  =  i  (suite  naturelle  des  nombres  en- 
tiers), on  a 

/i  -h  I  =  -i"—  GA-i  2«-2+  G2  _22«-*-. . . . 

On  peut  aussi  développer  Y  n  suivant  les  puissances  de  p  et  de  ^, 
d'après  la  loi  de  formation.  On  trouve  pour  les  premières  valeurs 
de  n 


Vo=-.>., 

V,  =  /?, 

V2=/?2--2      q, 

V3=/>— 3/)  q, 

\,  =  p'*—^p^g-h 

'2    g^ 

\^=  p^—  5p^q  -+- 

'^pg^^ 

\\  =  p^—6p''g  -+- 

9P"g*— 

2     q^ 

V7  =  /?-— 7/)5^-+- 

lip^g^- 

7pg\ 

V8  =  />8_  i^pe>q  -1-  AOp'^q^ —  l{ip^q^-+-  }.g^, 
Va  =  p'^  —  y/>"  g  +  lyp^  g^  —  3o/?=«  q^  +  dPg^^ 

Ainsi  Vn  est  un  polynôme  homogène  de  degré  n  en  p  et  </,  en  y 
considérant  p  au  premier  degré  et  q  au  second,  qui  ne  contient 
que  les  puissances  de  p  dont  l'exposant  est  de  même  parité  que 


3l4  LIVRE    II.     —    LES    NOMBRES    RATIONNELS. 

l'indice.  On  peut  construire  le  tableau  des  coefficients  pris  en  va- 
leur absolue;  en  remontant  d'une  ligne  les  nombres  de  la  seconde 
colonne,  de  deux  lignes  ceux  de  la  troisième  colonne,  et  ainsi  de 
suite,  on  trouve  que  le  tableau  des  coefficients  forme  alors  un 
tableau  de  sommes ,  ainsi  que  cela  résulte  immédiatement  de 
l'échelle  de  récurrence.  On  arrive  plus  rapidement  au  résultat  par 
la  formule  (i)  du  n°  156,  et  l'on  trouve  ainsi 

i'  T r  n        „  ni n  —  '\)         ,     „ 

(2) 

II 

h 


{--l)h       Cf^-l_^pn-.kqn 


car  il  suffit  de  calculer  le  coefficient  de  p'^  -^q^. 

180.  Généralisation  des  formules.  —  Lorsqu'il  s'agit  de  fonc- 
tions numériques  du  premier  genre,  nous  avons  vu  (n'^  178)  que 
U/^  et  V/i  s'expriment  par  les  formules 

a"— h" 

en  fonction  de  deux  nombres  entiers  a  et  b)  on  a  d'ailleurs 
p  =^  a  -\-  b^         q  ^=  abj         o  =  a  —  b. 

Mais,  au  lieu  des  deux  nombres  entiers  a  el  b  qui  définissent, 
dans  ce  cas,  les  fonctions  U  et  V,  on  peut  considérer  les  nombres 
a''  et  6'',  en  désignant  par  r  un  entier  quelconque,  positif  ou  né- 
gatif; on  a  alors,  en  désignant  par  des  accents  les  fonctions  cor- 
respondantes, 

II'   —  ,  y    —  a"r<.  hnr 

^«-     a'--b''   '  v„-a     H-o 

et 

p'—a'-^b'',         q'—a^'b'.,         o'=  a'  —  b''. 

D'autre  part,  si  nous  changeons  n  en  nr  dans  les  formules  (i), 
nous  obtenons 

a«' —  b"^ 


(0 

On  a  donc 

U«;.  = 

V„,-  =  a'"-4-  b"'-. 

v;,  =  v„,.; 

-      a-b     ■ 
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mais  les  fonctions  U,^  cl  V^,  vérifienl  les  formules  de  récurrence 

et  l'on  a 

/>'.=  ¥,.,         q-=q'\         A'-.:  AU». 

Par  conséquent,  pour  les  fonctions  numériques  du  premier 
genre,  on  généralise  toutes  les  formules  qui  contiennent  U„ 
et  V,i,  en  y  remplaçant 

npar-        j  \,i/ja/\„,., 

et 

ppai-y,,         qparq',         \par  WJj.. 

11  semble  que  cette  généralisation  ne  peut  s'appliquer  qu'aux 
fonctions  du  premier  genre;  mais  nous  devons  observer  que  si  les 
formules  obtenues  ne  conliennent  ni  a,  ni  b,  ni  8,  mais  seulement 
les  fonctions  U  et  V  et  les  nombres  /?,  ^,  A,  on  peut  étendre  aux 
fonctions  du  second  genre,  et  du  troisième,  le  procédé  de  générali- 
sation que  nous  venons  d'indiquer.  En  effet,  lorsque  l'on  remplace 
Un  et  V„  par  des  poljnômes  homogènes  en/?  et  q,  ou  par  des  po- 
lynômes homogènes  en  />  et  A  (p  étant  au  premier  degré,  </  et  A  au 
second  degré),  les  formules  donnent  des  identités,  entre  des  po- 
lynômes de  degré  fini,  qui  sont  vérifiées  pour  des  systèmes  de  va- 
leurs de  p  et  de  q,  ou  de  p  et  A,  en  nombre  aussi  grand  qu'on 
veut.  Par  conséquent,  ces  formules  sont  exactes,  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  /?,  q,  A.  Ainsi,  en  résumé,  toute  formule  démon- 
trée pour  les  fonctions  numériques  du  premier  genre  s'applique 
aux  fonctions  numériques  des  autres  genres  y  lorsque  cette  for- 
mule ne  contient  ni  a,  ni  b,  ni  o,  mais  seulement  les  nombres 
P,  q.  A. 

181.  Formules  d'addition  des  arguments.  —  En  résolvant  par 
rapport  à  «"  et  b'^  les  deux  formules 

a"  —  b"  =  oU„,         a»  -h  b"  =  V", 
on  trouve  immédiatement 

(j)  2a"  =  V„-t-oU«,        26"  =  V„-oU„. 
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Cela  posé,   considérons  deux  valeurs  m  et  n  de  l'indice,  nous 
aurons 

multiplions  membre  à  membre  les  deux  formules,  nous  obtenons 
^a^n+n^  V,,,V„+  AU,„LJ„+  o(U,,,V„-4-  U„V,,,)- 

Si  nous  changeons  a  en  6  et  ô  en  —  o,  nous  obtenons  une  autre 
formule;  puis,  par  addition  et  par  soustraction, 


^""^  (  '2V,„+„=V,„V„+AU,„U 

•^Ges  formules  permettent  de  calculer  les  valeurs  de  U  et  de  V 
qui  correspondent  à  l'indice  ou  argument  [m  -\-  n),  lorsque  l'on 
connaît  les  valeurs  de  U  et  de  V  pour  les  arguments  ni  et  n\  en 
changeant  n  en  —  n,  on  trouve  encore,  en  tenant  compte  des  for- 
mules (2)  du  n"  177, 


^^^  i  2^'V,,_„=\ 


Ces  dernières  relations  permettent  de  calculer  les  valeurs  de  U 
et  de  V  pour  l'argument  (m  —  n).  Plus  généralement,  on  peut 
obtenir  des  formules  pour  calculer  les  valeurs  de  U  et  de  V  qui 
correspondent  à  l'argument  [n^  +  /?2  4-  /^3+  •  •  •  ),  lorsque  l'on 
connaît  les  valeurs  de  ces  fonctions  pour  les  arguments  /?,,  «2, 
W3,  .  .  .  ,  positifs  ou  négatifs. 

La  première  des  formules  (2)  peut  s'écrire 

Li  in-\-n  "'  V    _i_  \' 

«J  II  ^>  Il 

on  a  donc 


V  «  -r-   — Yi *  I 


par  conséquent,  en  ne  tenant  pas  compte  du  facteur  2,  on  a  ce 
théorème  : 

Le  produii  de  n  lermes  consécutifs  de  la  série  U,,,  pour  des 
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indices  positifs,  est  divisible  par  le  produit  des   n  premiers 
termes  U, ,  U2.  . .  . ,  L,/. 

182.  Développements  de  U„  et  de  ¥„  suivant  les  puissances  de  /> 
et  de  A.  —  On  a  les  formules 

•Xd  =  /y  -f-  0 , 
il)  =  p  —  0  ; 

par  conséquent,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  d'e\- 
posant  /?,  il  vient 

•i^n  Iju  =  y,./  _  c  I ^« - 1  r:  __  C 2  /y'-2  oi  —  G 3/?«-3  5 <       .... 

puis,  par  soustraction  et  par  addition  , 

r   l'i-'i  U,,  =  C,',/>«-i  4-  G;i/?"-3  A  -i-  G,^/?«-5  A2^-  .... 
(  2«-iA\,  =       />«      -+-G2/?«-2A-f-G,^/y^-^A-^-    

On  peut  encore  se  proposer  de  développer  \jn  et  \ ,i  suivant  les 
puissances  de  A  et  de  ^;  mais  on  obtient  les  formules  correspon- 
dantes par  le  changement  du  signe  de  b  et  de  ^,  et  par  réchange 
de/?2  et  A,  en  considérant  les  deux,  cas  suivants  : 

i"  Lorsque  n  est  pair,  toute  formule  contenant  les  nombres 
U//,  \n    se    transforme    en    une   autre,    à    la   condition    de    con- 

AU- 
server  \  ^^   et  de  remplacer  UJ  par  — ^  - 

2"  Lorsque  n  est  impair,   on  remplace  V^^  par  AUJ;  et  U«  par 

(V„:y>). 

183.  Multiplication  des  arguments.  —  Si  l'on  suppose  m  =  //, 
les  formules  d'addition  des  arguments  donnent 

\   u,„  =  u„v„, 

(  2V2,  =  \M  +  AL7,. 

D'autre  part,  en  multipliant  membre  à  membre  les  formules  (i) 
du  n**  181,  on  obtient 

(•2)  45r.v  =  v;i-AU». 
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On  déduit  des  formules  (i)  et  (2) 

(3)  j    ^.n  =  y%     ~--2q\ 

Les  formules  précédentes  permettent  de  calculer  rapidement  les 
valeurs  de  U„  et  de  \n  pour  des  valeurs  de  l'indice  qui  corres- 
pondent aux  termes  d'une  progression  géométrique  de  raison  2. 
Ce  sont  les  formules  de  duplication  des  arguments. 

On  trouve  encore,   pour  la  triplication  des  arguments,  les 
formules 


(4) 


V  V 

"  —  AU^  -4-  gn  J.1^— V2_Q^« 

^  n  y  n 


Plus  généralement,  si  nous  appliquons  le  procédé  exposé  au 
n*^  180,  pour  la  généralisation  des  formules,  aux  développements 
de  U,,  et  de  V„,  suivant  les  puissances  de  p  et  de  </  (n°  179),  nous 
obtenons 

V,r=Ur[yf.--2qrYrl 


et,  en  général. 


De  même,  on  a  encore 


et,  en  général. 


V„,=  V;f--7'-Vr2_|_  llJl — yy2rv;î-4 


(-iy*^G^iA.,7'-v;i 


2// 
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Les  développements  de  U„  et  de  \^„  suivant  les  puissances  de  p 
et  de  A  donnent,  de  même 

U;- 

'xn-x  v„,.  =      V;î     -I-  G2  AU*  Vr  2  -4-  GA  A2U;.  Vr*  -+-.... 

184.  Fonctions  circulaires  et  fonctions  hyperboliques.  —  La 
théorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre  permet  de  sim- 
plifier considérablement  la  théorie  des  fonctions  circulaires  et  des 
fonctions  hyperboliques. 

Après  avoir  défini  les  fonctions  circulaires  et  démontré  les 
formules  d'addition  des  arcs,  on  arrive  aux  formules  de  Simpson 

sin(/i  +  i)x  =  i  cosa?  sin(/i  -^  i)x  —  sin  nx^ 

COS(/l  -r-  l)x  —    î  C0Sa7C0S(/l  -      l  ) X  —  COSllX. 

Par  conséquent,  si  l'on  pose 

(i)  j  ^mx 

{  p  =  2C0SX,         g=-i-i,         \— — 4  sin* j-, 

on  voit  que  Un  et  V„  vérifient  l'échelle  de  récurrence 

ii-'^pii  —  q; 

d'ailleurs,  U^  prend  les  valeurs  o  et  i  pour  n=  o  el  n  =  i,  tandis 
que  Yfi  prend  les  valeurs  i  elp;  par  conséquent,  à  toute  fornude 
de  la  théorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre  cor- 
respond une  formule  de  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  au 
moyen  des  formules  de  transformation  (i)  ci-dessus. 

Puisque  A  est  négatif,  les  fonctions  circulaires  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  fonctions  du  troisième  genre. 

Ainsi  aux  formules  (2)  du  n*'  181  correspondent  les  formules 
d'addition  des  arcs;  aux  formules  (i)du  n**  182  correspondent  les 
formules  pour  le  développement  de  {s'innx  :  sin^)  et  de  cosn^  sui- 
vant les  puissances  du  cosinus  et  du  sinus  de  l'arc  x  ;  ces  formules 
ont  été  données  par  Jean  Bernoulli,  dans  les  A  c  ta  Lipsiœ  (l'j  01). 
La  transformation  de  la  formule  (i)  du  n**  179  conduit  au  dévelop- 
pement de  (sinnx:  sin.r)  suivant  les  puissances  de  cos^,  formule 
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donnée  par  Viète  {Opéra,  p.  296-299.  —  Lejde  1646).  La  trans- 
forraalion  de  la  formule  (2)  du  n°  179  conduit  au  développement 
de  cos/ijcsuivantlespuissancesdecos^,  formule  dQnnéeparMoiVRE 
[Commentarii  Acad.  Petrop,^  t.  XIII,  p.  29;  1741)- 

De  même,  après  avoir  défini  les  fonctions  hyperboliques,  on 
arrive  à  des  formules  analogues  à  celles  de  Simpson.  Par  conséquent, 
si  Ton  pose 

/  ,-          sinhvpna?  ,,  , 

,    ^  \   ^n=      •    . >  V,i  =  2C0shypAi.r, 

(  /?  =  2  coshyp^,  q=-\-i^         A  = -4- 4  sinhyp^^, 

il  en  résulte,  comme  ci-dessus,  la  proposition  suivante  :  A  toute 
formule  de  la  théorie  des  fonctions  numériques  du  second  ordre 
correspond  une  formule  de  la  théorie  des  fonctions  hyperbo- 
liques, au  moyen  des  formules  {'>.)  de  transformation.  Puisque 
A  est  positif,  les  fonctions  hyperboliques  peuvent  être  considérées 
comme  des  fonctions  numériques  du  second  genre. 

On  voit  ainsi  que  toutes  les  lormules  de  la  Trigonométrie  du  cercle  et 
de  l'hyperbole  équilatère  peuvent  s'établir  sans  avoir  recours  aux  imagi- 
naires et  à  la  formule  de  Moivre.  Cependant,  si  l'on  veut  établir  la  corres- 
pondance entre  les  fonctions  trigonométriques  et  les  fonctions  numériques 
du  second  ordre,  il  est  facile  de  montrer  que  l'on  a,  en  partant  de  la  for- 
mule d'EuLER 

cos^  -\-  i  sin.r  =  e-^', 
les  relations 


^T  (      '^  CL 

V2,v  =  2^«  COS  (  /liLog  j 

\J — AU2/i  =  iq"  sin  /  /iiLog  j  \  • 


I80.  Développements  des  puissances  de  U„  et  de  V„,  en  somme 
algébrique  de  fonctions  dont  les  arguments  sont  des  multiples  de  a. 
—  En  groupant  les  termes  équidistants  des  extrêmes,  la  formule 
du  binôme  peut  s'écrire 

(a-hP)'-=a^-f-?'-4-G;a^(a'-2-i-3'-2)+G2a2  32(ar~'t+p/-i)-h...; 

par  conséquent,  si  l'on  suppose  a  =  a'^  et  ^3  =  b^\  on  a,  en  suppo- 
sant /•  =  2p,  le  développement 
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et  en  supposant  r  =  2  p  +  i , 

Ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  /*,  on  forme  le  tableau 

VA  =V2„-+-2  9«, 
V,^=V3„+35r«V„, 

V*=V4„  +  4^"V2„-+-   6^2«^ 

V,^-V5„  +  5^«V3;,+   I0^2«V„, 

V«  =  V6«  +  6y»V4„  -h  iSq^^Yin  -i-  205r3n, 

V^  =  \-,n  -^  7^'*V5„  +  21  ^2«  V3«  -+-  35^3«  V„, 


De  même,  le  développement  de  (a —  py  donne,  en  supposant 

/•=  20, 

(2)  APUr,  =  V,„  -  G/.  ^«  V(,_2)„  +  G2  ^2«V(,_4)„  -...+  (-  i)PGP^P«; 
et  en  supposant  r  =  2  p  +  i , 

(2')     APUr,    =U;.„—   G;1^'*U(;.-2)„4-G2^2«U(;._4)„-...-+-(—  l)PGP5r?«U„. 

Ainsi,  pour  les  premières  valeurs  paires  de  /',  on  a 

A    U2   =V2«-2^«, 

A2UA=V4«-4g'«V2„+    6g^^, 

A^U;,  =  V8„  -  8^«V6„  -f-  28^2«V4„  —  56^3«  v^^  u.  yog'*^^, 

et  pour  les  premières  valeurs  impaires  de  /*, 

A  U^  =  U3„-3^«U„, 

A^U^  =  U5„  -  5^«  U3«  +  ioq^n  u„, 

A^U/,  =  U7«  -  7^"  Us»  H-  21  ^2« U3„  —  35^3;, u„, 

A*U?,  =  U9„  -  O'Z/t  Ut„  h-  36^2«U3„  -  84^»«U3„-M265r*'»U„, 

Le  développement  de  la  puissance  d'un  binôme  donne  encore 
d'autres  formules  ;  ainsi  l'on  a 


a=:a-^^-P,         et         ^  =  a-t-^-a; 
E.  L. -I.  21 
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donc  en  élevant  les  deux  membres  à  une  puissance  d'exposant  im 
pair  r,  il  vient 

a^-f-  pr=  (a  +  p)--  G/.  P(a-i-  ^y-^  -4-  . . .+  C/.  p'-i  (a+  P) 


et 


pr^.  a''=  (a  4-  P)'-— .C/.  a(a  +  P)''-i+  .  ■  .-f-Ci  a'-i(a  +  p); 

par  suite,  par  addition  et  par  soustraction,  après  avoir  remplacé  a 
par  a"^  et  ^  par  6'',  en  tenant  compte  des  formules  (i)  du  n°  180, 

o  =  G/,  u,,  vr  1  -  G  2  U2„v;;-2  + . . .  -t-  g;,  Vu-m^n. 

On  obtient  deux  aulres  formules  en  supposant  r  pair.  De  plus, 
le  développement  des  puissances  de 


a  =  a  — p  +  p,         et         p  =  p  — a-i-a 
donne  encore  deux  autres  formules. 

186.   Sommation  des  fonctions  U  et  Y.  —  Nous   avons  trouvé, 
pour  l'addition  des  arguments  (n°  181),  les  formules 

et  pour  la  soustraction,  les  formules 

Si  l'on  pose 

/n  4-71  =  2 r,         m  —  n  =  is, 

dans  les  formules  précédentes,  on  trouve  ensuite,  en  les  ajoutant 
ou  en  les  soustrayant, 


(i; 


V2,--  q'-'yU  =  AU;.+5U;.-,. 
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On  déduit  facilement  de  ces  formules, 

U,;,  -t-  q''lJ,n-^2r-^q-^''l^,n-^'.r-  ••.-:-  q-'^^Jm^trir  --  q"'-"'  -^j~^  Um^nr, 
y  m  4-  q-^yni-^-ir  -^  q-'"'\  m^i^r  ^  •  •  .  4-  q-''''\  m+lnr  -  q'"-'"'  -^'^  \m-^nr; 

mais  on  trouve  des  formules  plus  générales  par  le  procédé  sui- 
vant. 

Désignons  par  a,  b,  c,  ...,  A,  A-,  /  les  n  termes  d'une   progres- 
sion arithmétique  de  raison  /•;  on  a  l'identité 

par  suite,  en  remplaçant  dans  la  première  a,  6,  c  par  b,  c,  d,  et 
ainsi  de  suite,  il  vient,  en  désignant  encore  par  \  et  a  les  deux 
termes  suivants  de  la  progression  arithmétique 

Ue^yrUcl-q'-l^c, 


U[.=  V,Ux-^'-U/. 


Multiplions  respectivement  ces  égalités  par  i  ^  z,  z-,  ...,  z"   •,  et 
ajoutons  les  résultats  obtenus;  en  posant 

il  vient 


^«-iUjx -T--s'^-2Ux  =  Vr(5_J^  _^  ^/i-iU).j -y'v 


d'où  l'on  tire 


2 


l  —  zYr-hZ^q' 


Nous  avons  ainsi  obtenu  la  somme  des  produits  des  fonctions U 
dont  les  arguments  sont  en  progression  arithmétique,  multipliées 
respectivement  par  les  termes  d'une  progression  géométrique. 

On  obtient  une  formule  analogue  en  remplaçant  U  par  V  dans 
le  numérateur  de  S. 
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Il  est  facile  de  voir  que  cette  méthode  de  sommation  s'ap- 
plique aux  suites  récurrentes  de  tous  les  ordres,  et  à  leurs  puis- 
sances. 

On  en  déduit,  dans  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  la  somme  des 
produits  de  sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmétique  par 
les  termes  successifs  d'une  progression  géométrique  ;  et,  plus  particulière- 
ment, la  somme  des  sinus  ou  des  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmétique. 
Cette  formule  a  été  établie  par  Archimède,  en  projetant  un  contour  poly- 
gonal régulier  inscrit  dans  une  circonférence,  et  sa  résultante,  sur  un 
diamètre  quelconque  de  cette  circonférence. 

Exemple  I.  —  Démontrer  les  formules 

qr  q^r  qir  •"  qiir  ^  \  qf^r\] ^ 


qr         qir  qhr  •  q(2n-i}r        \  \^^(2«-i)r  (J^^ 

et  trouver  les  formules  correspondantes  pour  les  suites  de  Fermât,  de  Pell 
et  de  FiBONACCi  (n°  70,  Ex.  I). 

Exemple  IL  —  Démontrer  les  formules 


yi 
q' 

-h 

VI, 

q^'r 

-\- 

V|,. 

-+- 

q^r 

-i- 

Vf. 

—  =2/1 —  I     , 

7"''  q'^'-Ur 


"qnrl 

V2  TT, 

q{-iii-i)r         ^'    ^  q{^n-l)r\J^_ 


Exemple  III.  —  Généraliser  les  formules  précédentes  en  remplaçant  q 
par  un  nombre  quelconque  z. 

Exemple  IV.  —  Trouver  la  somme 
III  I  I 

7i  ~    i2^.    i2  "^   r-J  4-12  —  22  ~"  r2^i2  4r^2  4_32  +   I  2 -+-  i  2~_+_  .^2  ^  32  ^  52  "  '  * 

en  s'arrêtant  à  un  terme  quelconque  de  la  suite  de  Fibonacci. 
Exemple  V.  —  Désignons  par  /„  le  déterminant 

7    _  I  ^"     ^"^^  I 

I  yn^xya+i  I 

dont  les  éléments  sont  formés  par  les  termes  consécutifs  d'une  suite  ré- 
currente quelconque  du  second  ordre;  si  l'on  retranche  des  éléments  de 
la  seconde  colonne  ceux  de  la  première  multipliés  par/?,  il  vient 


ln  =  qln-\i  et  ln  =  qnl^; 


CHAP.    XVm.    —    FONCTIONS    NUMÉRIQUES    DU    SECOND    ORDRE.     325 

d'ailleurs  /o  «st  égal  à  —  i  pour  la  série  des  U  et  à  A  pour  la  série  des  V. 
On  déduit  de  la  valeur  de  /„ 


si    l'on   remplace   successivement  n   par   o,  i,  2,  . . . ,  n,    on  trouve,   en 
sommant, 

Exemple  VI.  —  Généraliser  la  formule  précédente  en  remplaçant  q 
par  un  nombre  quelconque  z,  et  donner  les  formules  correspondantes 
pour  les  suites  de  Febmvt,  de  Pell  et  de  Fibonacci. 

Exemple  VII.  —  Donner  les  formules  qui  correspondent  aux  formules 
de  sommation  des  factorielles  consécutives  (n°  37)  et  de  leurs  inverses 
(n''86).' 

Les  formules  qui  donnent  le  quotient  de  (a'^  zt  ^'^)  par  (a  dz  ^) 
conduisent  immédiatement,  par  l'emploi  des  fonctions  numériques 
du  premier  genre,  aux  formules  suivantes,  qui  s'appliquent  aussi  à 
toutes  les  fonctions  numériques  du  second  ordre  et,  par  suite,  aux 
fonctions  circulaires  et  hvperboliques. 

Lorsque  n  désigne  un  nombre  pair  égal  à(2v  +  2),ona 

^  =  V(«,,„.  +  ^'^  V(„.  3),.  +  5'''-V(«-5),-  -f-  .  .  .  -^  ^vr  V,  , 

Lorsque  n  désigne  un  nombre  impair  égal  à  (av  -f-  i),  on  a 

~  =  \in-i>r  -  q'-yin-Z),'  -^  5''''V(„-5)r  -  .  .  .  -f-  (-  l)v^vr. 

Les  relations  précédenles  nous  montrent  que  U^  est  divisible 
par  Un  lorsque  m  est  divisible  par  n.  De  même,  V^  est  divi- 
sible par  \n  lorsque  m  est  impair  et  divisible  par  n. 

Ainsi,  dans  la  suite  de  Fibonacci,  les  termes  W3,  «4,  «5  sont 
respectivement  divisibles  par  2,  3  et  5;  il  en  est  donc  de  même  de 

W3/Î,  U^nj  U^,i. 
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187.  Décomposition  des  fonctions  numériques.  —  Considérons 
la  formule  de  duplication  des  arguments 

supposons  ^  =  2^-  et  Al  =  2  a  -f-  I ,  il  vient 
par  suite, 

Il  en  résulte  cette  proposition  :  Lorsque  dans  V échelle  de 
récurrence 

u-  <^pu  —  q  , 

le  nombre  q  est  le  double  dhin  carré,  la,  fonction  numérique 
Vrt,  dont  V indice  n  est  le  double  d^ un  nombre  impair,  est  dé- 
composable  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers. 

En  particulier,  dans  la  suite  de  Fermât,  on  a 

24[X+2  _^   I  ^  (22|X+1  +2H-+1  ^-  l)(22H'+ï  —2(^+1  +  l). 

Cette  formule  a  été  indiquée  pour  la  première  fois  par  Aurifeuille, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  ancien  professeur  au  lycée  de 
Toulouse;  elle  nous  a  été  transmise  par  M.  Le  Lasseur. 

Par  exemple,  pour  fx  —  i4,' 

208  -+-  I  =  5  X  1075     67629  X  5369     o368i . 

Cette  décomposition,  pour  le  cas  de  l'exposant  58,  avait  été  obtenue 
antérieurement  par  M.  F.  Landry,  au  moyen  d'une  méthode  inédite  pour 
la  recherche  des  diviseurs  des  grands  nombres.  Dans  l'opuscule  intitulé  : 
Décomposition  des  nombres  (2'*±:i)  en  leurs  facteurs  premiers,  de 
n  —  \  à  /i  =  64,  moins  quatre,  par  M.  F.  Landry  (Paris,  1869),  l'auteur 
écrit  à  ce  sujet  :  «  De  toutes  les  décompositions  que  nous  avons  opérées, 
aucune  ne  nous  a  demandé  autant  de  temps  et  de  patience  que  celle 
du  nombre  2^^  _j_  i  Les  deux  derniers  facteurs  de  ce  nombre  ont  neuf 
chiffres  l'un  et  l'autre.  Leur  produit,  qu'il  s'agissait  de  décomposer,  est  le 
nombre  de  dix-sept  chiffres 

57    64607    523o3    42349- 

Si  ces  facteurs  venaient  à  se  perdre,  le  courage  nous  manquerait  pour 
recommencer  le  travail,  et  il  est  probable  que  bien  des  âges  passeraient, 
avant  qu'on  ne  réussit  à  les  découvrir  de  nouveau.  » 
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Ainsi  la  formule  d'AuRiFEUiLLE  avait  échappé  à  Fattention  d'EuLER,  de 
Lagrange,  de  Legendre,  de  Sophie  Germain  et  de  Landry,  qui  se  sont 
occupés  longuement  et  à  diverses  reprises  de  la  décomposition  en  fac- 
teurs premiers  des  termes  de  la  suite  de  Fermât.  (Voirn"  ^i,  Exemple  I.) 

Soit  la  formule 

lorsque  A  est  égal,  en  signe  contraire,  au  carré  d'un  nombre 
entier,  l'expression  ^Yzn  est  une  différence  de  deux  carrés.  Par 
suite  :  Lorsque  A  est  égal  au  carré  d\in  nombre  entier,  pris 
avec  le  signe  —  ,  la  fonction  Y^n  est  décomposable  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  entiers. 
Considérons  encore  la  formule 

V2«  =  AU/i-i-  2^«  ; 

si  Ton  désigne  zh  i  par  s  et  si  l'on  suppose 

il  vient 

V,„  =   2c(^2[X+l  _._  AU,a4-l)  (^2{X+1  -  AU25X+1). 

On  trouve  un  résultat  analogue  en  supposant 

A  =  £^2,         q—  —  c^2^         n  —  i]x-\-  \\ 

par  conséquent,  on  a  la  proposition  suivante  :  Lorsque  le  produit 
q\  est  égal  et  de  signe  contraire  au  double  du  carré  dUin 
nombre  entier,  la  fonction  Y i^^j^i  est  décomposable  en  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  entiers. 

Ainsi,  par  exemple"",  dans  la  suite  de  Pell, 

V4JX-H2  =  2(2Ujx-(-l+  l)(2U(i+,  —  l). 

Enfin,  si  nous  supposons 

A  =  —  ih^         et        n  =  2fx, 

la  même  formule  nous  donne 

par  conséquent  :   lorsque  A  est  égal  et  de  signe  contraire  au 
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double  du  carré  d^ un  nombre  entier,  la  fonction  V4JX  est  dé- 
composable  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers. 

Exemple  I.  —  Donner  les  formules  de  décomposition  de  y^n,  dans  les 
hypothèses  suivantes  : 

I p  =  9.(7'^ -^  2  7^s  —  s^)^         q—  —  (r^  —  irs  —  s^y-, 

II p  =  i{r^~  —  is^),  q=      (r^-h'îs^y; 

III /?=/-2  —  252,  ^=_  8/2^2; 

IV P  =  'ir,  q=         r2-i-52. 

Voir,  pour  plus  de  renseignements,  notre  Mémoire  Sur  la  théorie  des 
fonctions  numériques  simplement  périodiques,  dans  la  Nouv.  Corresp. 
math.,  t.  IV,  p.  100. 

En  partant  des  formules  pour  la  triplication  des  arguments 
(n°  183),  on  arrive  encore  à  la  décomposition  des  fonctions  numé- 
riques dans  les  cas  suivants  : 

Le  nombre  -—■  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  fac- 

teurs  entiers,  pour  n  pair,  lorsque  A  est  égal,  en  signe  contraire, 
au  triple  du  carré  d'un  nombre  entier.  Pour  n  impair,  lorsque 
^A  est  égal,  en  signe  contraire,  au  triple  du  carré  d'un  nombre 
entier. 

Le  nombre  -~^  est  décomposable  en  un  produit  de  deux  fac- 

V  n 

teurs  entiers,  pour  n  pair,  lorsque  A  est  égal  et  de  signe  con- 
traire au  carré  d'un  nombre  entier.  Pour  n  impair,  lorsque  q 
est  le  triple  d'un  carré  entier,  ou  encore  lorsque  ^A  est  égal  et 
de  signe  contraire  au  triple  du  carré  d'un  nombre  entier. 

188.   Sommation  de  fractions.  —  On  a  l'identité 

U„         Ui"*"VU2       \yj        \\^z       \^J  \\^n         Vn-xl' 

puis,  en  réunissant  les  fractions  contenues  dans  chaque  paren- 
thèse, 

u«-n  ^^  _  __s_ qj_  _    q^   _       l^i_ 

u„      u,     u,Uo     U2U3     U3U4     •  ••     û^u,/ 
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On  a,  par  exemple,  dans  la  suite  de  Fibonacci, 

Un^i   _  I  II  II  ,  I 


Un  I.I  1.2  2.3  3.5  5.8  ll,i-\Un 

Plus  généralement,  soient  les  deux  formules 

on  déduit  de  la  première 

remplaçons  successi sèment,  dans  cette  relation,  n  par 


n,     n -h  r,     n-\-ii\      ....     n  ~r  k  —  i  r, 
et  ajoutons  les  égalités  obtenues,  il  vient 

-    =    V. h  2<7"  L,.  (  ^T-^ h  ^^ ^TT -...-+-  ,r— _Z V ) 

et,  de  même, 

Lorsque   k  augmente  indéfiniment,   les  premiers  membres  des  égalités 
précédentes  ont  respectivement  pour  limites  -—  et  \/\,  en  tenant  compte 

des  conditions  de  convergence.  On  peut  ainsi  développer  la  racine  carrée 
d'un  nombre  entier  en  séries  de  fractions  ayant  pour  numérateurs  l'unité; 
c'était  un  usage  familier  aux  savants  de  TEgypte  et  de  la  Grèce.  Ainsi, 
on  a  encore  cette  valeur  approximative  de  ^2, 

^1  =  I 


.3       3.4       12.34 

donnée  par  les  géomètres  indiens  Bauduayaxa  et  Apastamba;  cette  valeur 
approximative  est  égale  au  rapport  des  termes  Vg  =  577  et  Ug  =  4^8  de  la 
série  de  Pell.  —  Voir  The  Çulvasûtras  by  G.  Thibaut,  p.  i3-i5,  dans 
le  Journal  of  the  Asiatic  Society  of  Bengal,  1876. 
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Dans  la  théorie  des  fonctions  circulaires,   les  formules  précédentes  cor- 
respondent aux  développements  de  tanga?  et  de  cota?.  On  a 

,        sin(a  —  b) 

tan^a  —  tane^ô  =  /? 

^  °  cosa  cos6 

,         sin(è  —  a) 
cola  —    cot6  =    .  ^-   .-  ,  ; 
sin  a  sin  b 

si  l'on  remplace  successivement  a  et  b  par  les  termes  consécutifs  d'une 
progression  arithmétique 

a,  b,  c,  ....  A,  k,  l, 
on  obtient  facilement. les  sommes 

I  I  I 


cosacos6        cos^  cosc        "'*        cosX:  cos/ 
I  I  I 


sïna  sinb        sin^sinc        '  sinA^sin/ 

Considérons  encore  les  formules 

on  en  déduit,  par  division, 

Remplaçons  successivement  n  par  '2/1,  2^/7,  ...  ,  2''~'/^,  dans  la 
formule  précédente,  et  ajoutons  les  égalités  obtenues,  après  avoir 
multiplié  respectivement  par 


il  vient 

U2'-«  Urt  \\  n  V2/1  Va'-'n/ 

Dans  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  la  relation  (i)  devient 

cota?  —  tanga?  =  2C0t2a7, 

et  conduit  à  la  formulequi  donne  la  somme 

T              or         î              or                       T  oc 

tango?  H —  tang h  y  tang  -  -h-  ...  H tang  —  • 
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On  a  la  formule  (n"  104,  Ex.  III) 

Z  Z^  ^2""'  l  Z  -  22" 

H !-   .  .  .    -f-     ;;    = ■„  ; 

I  —  z^        I — Z*  i  —  z'^         i  —  z  l  —  z- 

si  l'on  y  remplace  z  par  (6'";  a'*),  on  obtient 

^    ^  U,,        U4.        Ug, Vr'-'r'    ^    UrV.n, 

Plus  généralement  on  a  (n°  104,  Ex.  Il) 

y      ïî    II         ^  ^i        II      li    „  ^i  fî    ,     Il    ,  .  .  .         f/  ,f 


—  nr 


=  ^ 


U(«^'+'-l)r_ 


Lorsque  /i  augmente  indéfiniment,  le  second  membre  de  la  formule  (3) 
a  pour  limite  {h^  \  U^),  dans  le  cas  des  fonctions  du  premier  et  du  second 
genre.  Par  exemple,  dans  la  suite  de  Fibox.vcci, 


/5 


I  r 


1  I         3        3.7        3.7.47 

d'après  les  formules  de  duplication  des  arguments,  chaque  nouveau  fac- 
teur est  égal  au  carré  du  précédent,  diminué  de  2.  De  même,  dans  la  série 
de  Pell, 

III  I 


-v/i  =  - 


•1        2^.3        2-^.3.17        2*.  3. 17.577 


chacun  des  nouveaux  facteurs  des  dénominateurs  est  égal  au  double  du 
carré  du  précédent,  diminué  de  l'unité. 

Ces  développements  sont  très  rapidement  convergents;  c'est,  en  quelque 
sorte,  la  combinaison  du  calcul  logarithmique  et  du  calcul  par  les  frac- 
tions continues.  Ainsi  le  dénominateur  de  la  trente-deuxième  fractian  de 
l'avant-dernière  formule  est  à  peu  près  égal  à 

et  contient  deux  cent  millions  de  chijjres,  environ.  Pour  écrire  le  déno- 
minateur de  la  soixante-quatrième  fraction  de  la  formule  précédente,  il 
faudrait  plus  de  deux  cent  millions  de  siècles. 
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CHAPITRE  XIX. 

CODIVISEURS    ET    COMULTIPLES. 


189.  Codiviseurs  de  deux  nombres.  —  La  théorie  de  la  divisibi- 
lité des  nombres  repose  sur  la  résolution  du  problème  suivant  (Eu- 
cLiDE,  Liv.  VII,  Prop.  2)  :  Trouver  tous  les  diviseurs  communs 
de  deux  nombres  entiers  et  positifs;  en  d'autres  termes,  trouver 
tous  les  nombres,  que  nous  appellerons  codiviseurs,  qui  divisent 
à  la  fois  deux  nombres  donnés,  a  et  b.  Nous  observerons  d'abord 
que  si  l'un  des  nombres  est  zéro,  que  l'on  doit  considérer  comme 
multiple  de  tous  les  nombres,  la  recherche  de  tous  les  codiviseurs 
de  a  et  de  zéro  revient  à  trouver  tous  les  diviseurs  de  a,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  trouver  tous  les  codiviseurs  de  a  et  de  a; 
mais,  si  les  deux  nombres  donnés  sont  nuls  à  la  fois,  le  problème 
est  indéterminé,  puisque  tout  nombre  est  diviseur  de  zéro.  En  ex- 
ceptant ce  seul  cas,  on  démontre  que  les  codiviseurs  de  deux 
nombres  sont  les  diviseurs  de  leur  plus  grand  codiviseur.  Ainsi, 
le  problème  de  trouver  tous  les  codiviseurs  de  deux  nombres  in- 
égaux revient  à  trouver  tous  les  codiviseurs  de  deux  nombres 
égaux  à  leur  plus  grand  codiviseur,  ou  de  trouver  tous  les  divi- 
seurs d'un  seul  nombre.  On  verra  par  la  suite  que  ce  problème  est 
à  peine  connu,  puisque,  dans  l'état  actuel  de  la  théorie  des  nom- 
bres, on  ne  connaît  aucun  procédé  direct  pour  la  recherche  des 
diviseurs  des  nombres  ayant  plus  de  dix  chiffres  dans  le  système 
décimal. 
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Il  résulte  encore  de  cette  théorie  que  si  deux  groupes  de  deux 
nombres,  a  et  b  d'une  part,  a'  et  b'  d'autre  part,  ont  le  même 
plus  grand  codiviseur,  ces  deux  groupes  admettent  les  mêmes  co- 
diviseurs. 

On  dispose  habituellement  l'opération  de  la  recherche  du  plus 
grand  codiviseur  de  deux  nombres,  a  et  ^,  de  la  manière  sui- 
vante : 


Q 

uotienls 

9o 

qi 

^2 

^/i-2 

qa-\ 

qn 

a 

b 

ri 

''2 

— 

rn-i 

r,i-\ 

r,i 

ri 

ri 

r-i 

^4 

r,i 

o 

Restes 

La  ligne  supérieure  contient  les  quotients  des  divisions  succes- 
sives, en  nombre  (/z  +  i),  et  la  ligne  inférieure  contient  les  restes  ; 
si  l'on  suppose  rnj^\  =  o,  le  plus  grand  codiviseur  de  a  et  6  est  r,i. 
Ce  Tableau  correspond  aux  égalités 

a  =  bqo   -4-  ri, 

b  =  riqi-i-r^, 

ri=  r^q^^r^, 

5 

r,i-2  =  r,i-i  q,i-i  +  r,,, 
rn-i  =  rnqn- 

Exemple  I.  —  Trouver  le  plus  grand  codiviseur  de  deux  termes  con- 
sécutifs i44  et  89  de  la  suite  de  Fibonagci  (n°  3). 


■ 

■ 

' 

■ 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

■44 

89 

55 

34 

11 

i3 

8 

5 

3 

2 

1 

55 

34 

21 

i3 

8 

5 

3 

■ 

0 

Les  quotients  sont  tous   égaux  à  i  ;  les  restes  reforment  la  suite  dans 
l'ordre  décroissant,  et  le  plus  grand  codiviseur  est  égal  à  l'unité. 
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Exemple  II.  —  Dômontrerque  le  nombre  des  termes  de  la  su'te  de  Fi- 
BONACCI,  ayant  le  môme  nombre  de  chiffres^  est  égal  à  4  ou  à  5. 

Désignons  par  a  le  plus  petit  terme  de  la  suite  ayant  n  chiffres;  le 
terme  suivant  est  égal  à  a  augmenté  du  nombre  précédent  qui  est  plus 
grand  que  \a\  donc  ce  terme  est  plus  grand  que  fa;  par  suite,  les  cinq 
termes  qui  suivent  a  sont  respectivement  plus  grands  que 

gOE,       'ï^i       "2^>       '  ■f  ^t       ~2~^' 

et  le  dernier  de  ceux-ci,  plus  grand  que  loa,  possède  un  chiffre  de  plus 
que  a;  donc  il  n'y  a  pas  plus  de  cinq  termes  de  n  chiffres. 

De  même,  soit  b  le  plus  grand  nombre  de  (/i  —  i)  chiffres;  le  nombre 
suivant  est  plus  petit,  que  26;  par  suite,  les  quatre  termes  qui  suivent  b 
sont  respectivement  plus  petits  que 

26,     36,     56,     86, 

et,  par  conséquent,  ces  quatre  termes  ont  n  chiffres.  En  résumé,  le  rang 
d'un  terme  est  compris  entre  4  et  5  fois  le  nombre  de  ses  chiffres. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  des  divisions  à  effectuer  dans  la  recherche 
du  plus  grand  codiviseur  de  deux  nombres  ne  surpasse  pas  le  quintuple 
du  nombre  des  chiffres  du  plus  petit  des  deux  nombres  donnés. 

Lorsqu'il  s'agit  de  deux  nombres  consécutifs  de  la  suite  de  Fijonacci,  ce 
théorème  résulte  immédiatement  des  deux  exemples  précédents.  Pour 
l'étendre  k  deux  nombres  quelconques,  il  suffit  d'observer  que,  si  deux 
restes  consécutifs  r^-i  et  rp  de  l'opération  sont  compris  dans  l'intervalle 
de  deux  termes  consécutifs  de  la  suite,  il  ne  se  trouve  aucun  reste  dans 
l'intervalle  précédent,  puisque  l'on  a 

c'est-à-dire 

,         f^P+2  <  W7-1  ; 

cette  inégalité  subsiste  lorsque  l'un  des  restes  est  égal  à  l'un  des  termes 
de  la  suite;  ainsi,  le  nombre  des  divisions  ne  peut  surpasser  le  nombre  des 
intervalles  correspondants  de  la  suite.  Cet  ingénieux  théorème  a  été  donné 
par  Lamé  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XIX,  p.  867;  Paris,  i853).  Avant  lui,  le  théorème  avait  été  entrevu  par 
LÉGER  {Correspondance  mathématique  et  physique,  t.  IX,  p.  483)  et 
par  FiNCK  {Nouv.  Ann.  de  Math  ,  t.  I,  p.  354;  1842). 

Exemple  IV.  —  Déterminer  le  dernier  chiffre  du  terme  de  rang  n  de  la 
suite  de  Fibonacci. 

Il  suffit  de  connaître  les  derniers  chiffres  des  quinze  premiers  termes  et 
d'observer  les  résultats  suivants  :  i**  les  termes  de  rangs(i5  -h/>)  et  (i5  —  p). 
pour/)^i5,  ont  leurs  derniers  chiffres  égaux  ou  complémentaires  à  10, 
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selon  que/>  est  impair  ou  pair;  2°  les  termes  dont  les  rangs  sont  complé- 
mentaires à  60  ont  leurs  derniers  chiffres  complémentaires  à  10;  3"  les 
termes  dont  les  rangs  diffèrent  d'un  multiple  de  60  ont  leurs  derniers 
chiffres  égaux. 

Exemple  V.  —  Pour  qu'un  terme  de  la  suite  de  Fibonacci  soit  divisible 
par  un  autre,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  du  premier  soit  divisible  par 
le  rang  du  second. 

Prenons  un  terme  quelconque  de  la  suite,  le  dixième  55,  par  exemple, 
et  considérons  les  termes  qui  le  précèdent  et  ceux  qui  le  suivent  immédiate- 
ment, en  supprimant  les  multiples  de  55, 

...8,     i3,     21,     34,     0,     3î,    — 21,     -i-i3,     —8,     ...; 

nous  constatons  ainsi  que  nous  reproduisons,  à  partir  du  terme  55  ou  0, 
les  termes  de  la  série,  pris  dans  l'ordre  inverse,  avec  les  signes  alternés  -1- 
et — .  Mais  la  série  contient  le  terme  wo=  o;  par  suite,  puisque  55  est  le 
dixième  terme,  on  retrouvera  le  reste  o  aux  termes  de  rangs  20,  3o, 
40,  . . .  ,  et  non  à  d'autres.  Ainsi,  les  termes  de  la  suite,  divisibles  par  Un^ 
ont  pour  rangs  tous  les  multiples  de  n. 

Remarque  I.  —  Nous  avons  supposé  les  nombres  a  el  b  posi- 
tifs; on  peut  aussi  leur  donner  des  signes  quelconques  en  faisant 
cette  convention  que  les  diviseurs  d'un  nombre,  ou  de  plusieurs 
nombres,  sont  toujours  supposés  positifs;  mais,  dans  le  calcul,  on 
prend  les  valeurs  absolues  de  a  et  de  b. 

Remarque  II.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  codiviseur 
de  deux  nombres,  on  peut  prendre  à  chaque  division  le  reste  mi- 
nimum, et,  puisqu'il  ne  dépasse  pas  la  moitié  du  diviseur  consi- 
déré, on  en  déduit  que,  dans  cette  méthode,  le  nombre  des  divi- 
sions à  effectuer  ne  surpasse  pas  l'exposant  de  la  plus  grande 
puissance  de  2  contenue  dans  le  plus  petit  des  deux  nombres  a 
et  b. 

190.  De  deux  nombres  premiers  entre  eux.  —  Lorsque  deux 
nombres  sont  consécutifs,  tout  nombre  qui  les  divise  divise  leur 
différence,  qui  est  l'unité;  par  conséquent,  deux  nombres  consé- 
cutifs ont  I  comme  unique  codiviseur.  En  général,  on  dit  qye 
deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsque,  dans  la  re- 
cherche du  plus  grand  codiviseur,  on  trouve  i  comme  résultat 
final  de  l'opération;  on  dit  encore  que  l'un  d'eux  est  premier  à 
l'autre.  En  particulier,  si  l'un  de  ces  deux  nombres  est  o,  l'autre 
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est  nécessairement  =b  i .  En  faisant  abstraction  du  diviseur  i,  com- 
mun à  tous  les  nombres,  on  dit  encore  que  deux  nombres  pre- 
miers entre  eux  n'ont  aucun  codiviseur. 

Lorsque  Ton  multiplie  deux  nombres  par  un  troisième,  le  reste 
de  la  division  de  l'un  par  l'autre  se  trouve  multiplié  parce  troi- 
sième; il  en  est  de  même  de  tous  les  restes  obtenus  dans  la  re- 
cherche de  leur  plus  grand  codiviseur.  De  même,  si  l'on  divise 
deux  nombres  par  un  de  leurs  facteurs  communs,  le  reste  de  la 
division  de  l'un  par  l'autre,  et  leur  plus  grand  codiviseur,  sont  di- 
visés par  ce  troisième. 

En  particulier,  lorsqu^on  divise  deux  nombres  par  leur  plus 
grand  codiviseur,  les  quotients  obtenus  sont  premiers  entre 
eux.  Réciproquement,  si  la  division  de  deux  nombres  par  un  troi- 
sième donne  des  quotients  premiers  entre  eux ,  le  troisième 
nombre  est  le  plus  grand  codiviseur  des  deux  autres.  On  a  ainsi 
une  preuve  de  l'opération  du  plus  grand  codiviseur;  en  recom- 
mençant l'opération  sur  ces  quotients,  on  doit  trouver  i  pour  plus 
grand  codiviseur. 

Exemple  I.  —  Si  N  points  sont  rangés  en  cercle  et  qu'on  les  joigne  de  R 
en  R,  on  passera  par  tous  les  points  avant  de  revenir  au  point  de  départ, 
si  R  et  N  sont  premiers  entre  eux. 

En  effet,  supposons,  s'il  est  possible,  que  l'on  ne  passe  que  par  n  points 
avant  de  revenir  au  point  initial.  Prenons  un  quelconque  des  points  par 
lesquels  on  n'est  pas  encore  passé  et  joignons  encore  de  R  en  R:  nous  for- 
merons un  second  polygone  de  n  côtés  n'ayant  aucun  sommet  commun 
avec  le  premier;  car,  s'il  en  était  autrement,  les  deux  polygones  coïncide- 
raient. En  faisant  de  môme  pour  les  points  qui  restent,  on  forme  ainsi 
h  polygones  de  n  côtés  et,  puisque  tous  les  points  ont  été  employés  une 
seule  fois,  on  a  N  =  hn.  Mais,  en  joignant  de  R  en  R,  chaque  polygone 
de  n  côtés  se  trouvant  fermé,  on  a  fait  un  certain  nombre  r  de  fois  le 
tour  de  la  circonférence;  on  a  donc  /iR  =  rN;  il  résulte  des  deux  égalités 
qui  précèdent 

N  =  /i/i,         K  =  hr\ 

par  conséquent,  R  et  N  auraient  un  codiviseur  A,  ce  qui  est  contre  l'hy- 
pothèse. 

Plus  généralement,  si  N  et  R  ont  h  comme  plus  grand  codiviseur,  et  si 
l'on  pose  N  =  An  et  R  =  Ar,  on  forme,  en  joignant  les  points  de  R  en  R 
h  polygones  de  n  côtés. 

Cette  démonstration  a  été  donnée  par  M.  Mansion  dans  la  Revue  de 
l'Instruction  publique  en  Belgique;  1869. 

E.  L.  ~  T.  '  22 
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Exemple  II.  —  On  considère  p  lignes  équidistantes  de  q  points  équi- 
distants,  on  a  ainsi  (/?  —  i){q  —  i)  carrés  égaux;  on  place  un  point  au 
centre  de  chacun  de  ces  carrés,  et  l'on  forme  un  quinconce  de 

pq-^{p—i){q  —  \) 

points.  Le  nombre  minimum  de  circuits  continus,  sans  répétition  ni  rebrous- 
sement,  pour  entourer  tous  les  points  du  quinconce,  en  les  séparant  l'un  de 
l'autre,  est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de />  et  de  ^. 

Ce  curieux  énoncé  m'a  été  communiqué,  en  1888,  par  M.  Bresson, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  (Voir  les  Notes,  à  la  fin  du 
Volume.) 

191.  Propriétés  du  plus  grand  codiviseur.  —  On  aie  théorème 
suivant  :  Les  restes  successifs  obtenus  dans  la  recherche  du 
plus  grand  codiviseur  de  deux  nombres  positifs  a  et  b  sont  les 
différences  de  deux  multiples  de  a  et  de  b.  En  d'autres  termes, 
on  a  la  relation 

(  » .)  (—  0^'~  '  ''p  =  (^gp  —  bfp , 

dans  laquelle  fp  et  gp  sont  deux  entiers  positifs.  En  effet,  nous 
observerons  d'abord  que  le  théorème  est  immédiatement  vérifié 
pour  le  premier  reste  /', ,  puisque  l'on  a 

n  =  a  —  bqQ  ; 

nous  supposerons  donc  ^  =  q^  et  o-,  ^1^  i  •  niais  si,  dans  l'égalité 
suivante,  qui  définit  ^27 

^2=  b—  riqi, 

on  remplace  r^  par  si  valeur,  il  vient 

—  r2  =  aqi—  b{i -i- qoqi); 
nous  avons  ainsi 

f^—l-^q^q^,  gi=  qu 

et  les  nombres  f^  et  g2  sont  entiers,  positifs,  et  respectivement 
plus  grands  que/i  et  g\ .  Si  nous  portons  les  valeurs  de  r<  et  de  /'s 
dans  l'égalité  qui  définit  7-3,  c'est-à-dire 

rz=  ri—  TiÇi, 
il  vient 

-+-  r3=  a(i  -\-qiq2)-i-b{qoqiq2-^qi-^  <7o), 
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el  ainsi  de  suite.  Donc,  en  supposantia  relation  (i)  vérifiée,  lorsque 
Ton  y  remplace  p  par  {p  —  i)  et  par  (/?  —  2),  on  a 

(-  i)P-3  rp-i  =  agp-^—  bfp-i, 
(—  \)P-'i  rp-i=  agp.x  —  Vp-i; 

si  l'on  porte  ces  valeurs  de  /-^.^  el  de  rp_i  dans  l'égalité  qui  défi- 
nit Fp 

on  retrouve  la  relation  (i),  en  posant 

fi>  =fi>-\  ^p-^fp-ï^ 


ffp^ffp-iQp-^S'p-i' 

Ainsi  la  relation  (i)  est  démontrée.  On  observera  que  les  nom- 
hres/p  el  gp  sont  tous  entiers  positifs,  et  croissent  avec  rindice/>, 
puisque  chacun  d'eux  est  au  moins  égal  à  la  somme  des  deux 
précédents,  attendu  que  qpyi.  On  calcule  successivement  les 
nombres/^  et  gp,  en  partant  des  valeurs  qui  correspondent  aux 
indices  i  et  2  ;  par  convention,  on  pose 

et  il  suffît  alors  de  connaître  /<  et  g^ ,  car  la  loi  de  récurrence  s'ap- 
plique encore,  ainsi  qu'on  le  constate,  à  partir  de  l'indice  zéro. 

Si  l'on  applique  le  théorème  précédent  au  dernier  reste  rn-\  qui 
est  le  plus  grand  codiviseur  0  des  deux  nombres  positifs  a  et  b,  on 
en  déduit  ce  théorème  :  Le  plus  grand  codiviseur  de  deux  en- 
tiers positif  s  a  et  h  est  égal  à  la  différence  de  deux  multiples 
de  a  et  de  h.  En  effet,  on  a  pour/?  =  n, 

(_l)«ô  =  agn-i—  bfn-\. 

Plus  particulièrement,  si  a  et  h  sont  positifs  et  premiers  entre 
eux  y  on  peut  trouver  deux  entiers  positif  s  x  et  y,  tels  que  Von 

ait 

zt:i  =  ax  —  by. 

192.  Théorème  d'Euclide.  —  Tout  nombre  0  gui  divise  un  pro- 
duit de  deux  facteurs  ab  et  qui  est  premier  à  Vun  d*eux  b  di- 
vise l'autre  a. 
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En  effet,  puisque  9  et  6  sont  premiers  entre  eux,  on  peut  trouver 
deux  entiers  x  ety  tels  que  l'on  ait 

6  37  —  by  =  ±i; 

donc,  en  multipliant  par  a,  il  vient 

(i)  a%x  —  aby=±a; 

mais  9  divise  son  multiple  a^x,  et  aby  multiple  de  abj  par  hypo- 
thèse; donc  il  divise  leur  différence  zh  a. 

On  peut  encore  énoncer  le  théorème  d'EucLiDE  sous  la  forme  sui- 
vante :  Le  plus  grand  codiviseur  de  deux  nombres  a  et  b  ne 
change  pas  lorsqu'on  multiplie  a,  V  un  deux,  ou  qu'' on  peut  le  di- 
viser, par  un  nombre  6  premier  à  Vautre  b. 

En  effet,  d'après  l'égalité  (i),  tout  codi viseur  de  a 9  et  de  ^  est 
un  diviseur  de  a\  réciproquement,  tout  codiviseur  de  aei  àe  c  est 
un  codiviseur  de  «9  et  de  b.  Il  en  résulte  que,  dans  la  recherche 
du  plus  grand  codiviseur  de  deux  nombres  a  et  6,  on  peut  divi- 
ser l'un  deux  par  un  nombre  premier  à  l'autre,  ou  l'un  de  deux  restes 
consécutifs  par  un  nombre  premier  à  l'autre,  sans  changer  le  ré- 
sultat final  de  l'opération.  En  particulier,  il  est  quelquefois  com- 
mode de  supprimer  les  facteurs  2,  3  et  5. 

Plus  particulièrement,  en  supposant  a  el  b  premiers  entre  eux 
et  9  premier  à  ^,  on  a  encore  ce  théorème  :  Si  deux  nombres  a  et  h 
sont  premiers  à  un  troisième  nombre,  b^  leur  produit  a^  est  pre- 
mier à  ce  troisième. 

Gela  posé,  considérons  deux  groupes  d'entiers 

a,     b,     c,     d^     e,     ..., 

a,     ^,     Y,     0,      £,     ..., 

et  supposons  que  tous  les  nombres  du  premier  groupe  soient  pre- 
miers à  chacun  des  nombres  du  second.  D'après  le  théorème  pré- 
cédent, puisque  a,  by  c,  t/,  e,  . . .  sont  premiers  à  a,  les  produits 
aby  abc,  abcd,  ...  sont  aussi  premiers  à  a.  Pour  la  même  raison, 
le  produit  abcde  ...  est  aussi  premier  à  p,  à  y,  à  8, ...  ;  donc,  en- 
fin, le  produit  des  nombres  du  premier  groupe  est  premier  au  pro- 
duit des  nombres  du  second  groupe.  En  supposant  les  nombres 
égaux,  dans  chacun  des  groupes,  on  en  déduit  que,  si  deux  nom- 
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bres  sont  premiers  entre  eux,  toutes  les  puissances  de  i un  sont 
des  nombres  premiers  à  toutes  les  puissances  de  l'autre. 

Exemple  I.  —   Si    la  somme  ou    la  différence  de  deux  fractions  irré- 
<liirn'l)les   est  un   nombre  entier,   les   dénominateurs  des  fractions  sont 


Exemple  II.  —  La  somme  algébrique  de  fractions  irréductibles  dont 
les  dénominateurs  sont  premiers  entre  eux  deux  à  deux  ne  peut  être  un 
nombre  entier. 

Car  si  l'on  avait 

et  _,    b  ^^  c    .  ,    l 

-±r,±-±...±^  —  entier, 

a        p       Y  '^ 

on  en  déduirait,  en  multipliant  par  ^y...à,  que 


serait  un  nombre  entier,  ce  qui  est  impossible  si  a  n'est  pas  égal  à  l'unité, 
puisque  a,  étant  premier  à  a,  p,  y,  . . . ,  X,  est  premier  à  leur  produit. 

Exemple  III.  —  Le  nombre  de  multiples  de  b  dans  la  suite 

«,  aa,  3a,  . . . ,  ba, 

est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de  a  et  de  b. 

Exemple  IV.  —  Si  a  et  6  sont  premiers  entre  eux,  les  deux  facteurs 

(a — b)el — du   produit  (a'«  —  6"')  ne  peuvent  avoir  pour  codivi- 

seurs  que  les  diviseurs  de  m. 

En  effet,  si  l'on  pose  a  =  b  -h  c,  ces  deux  facteurs  sont 

m         „ ,                 m(m  —  i )     , 
c         et         c'«-ïH c'«-2 6  + . . . H ^^  -  cb"^-^-h  mb"^-i; 

I  1.2  ' 

donc  tout  nombre  6  qui  divise  les  deux  facteurs  divise  à  la  fois  c  et  mb"^-^; 
et,  puisque  b  et  c  sont  premiers  entre  eux,  en  même  temps  que  a  et  b,  le 
nombre  6  divise  m. 

En  particulier,  sip  désigne  un  nombre  premier  et  X  l'exposant  delà  plus 
haute  puissance  de jd  qui  divise  aP —  bf,  on  a  nécessairement 

,         .    .  aP—  bP  « 

a  —  b  =  o^-ï  a        et         j-  =  /?  3, 

^  a  —  b        ^  ^ 

a  et  p  étant  premiers  entre  eux. 
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Le  résultat  précédent  s'applique  encore  pour  m  impair,  en  changeant  b 
en  —  è,  aux  deux  facteurs  du  produit 


<2'«  -f-  b' 
et r- 


Exemple  V.  —  Si  a'^-\-b'^  est  premier,  le  plus  grand  codiviseur  de 
a  et  p  est  i  ou  une  puissance  de  2, 

193.  Codiviseurs  de  plusieurs  nombres.  —  Il  s'agit  de  détermi- 
ner tous  les  nombres  qui  divisent  à  la  fois  plusieurs  nombres  don- 
nés a,  b^  c,  d,  . . . .  D'abord  il  est  évident  que  l'ordre  de  succession 
des  nombres]donnés  peut  être  pris  arbitrairement  ;  et  que,  par  con- 
séquent, a  et  b  désignent  deux  quelconques  des  nombres  donnés. 

Désignons  par  ô  le  plus  grand  codiviseur  des  deux  nombres 
a  et  b',  nous  avons  vu  que  tout  nombre  qui  divise  a  et  b  divise  0, 
et  inversement  tout  nombre  qui  divise  0  divise  a  et  b.  Par  suite, 
tout  nombre  0,  codiviseur  de  a,  b,  c,  d,  . . .  ^  est  un  codiviseur  de 
8,  Cj  d^  . . . ,  et  inversement,  tout  codiviseur  de  ù,  c,  d,  ...  divise 
les  nombres  donnés.  Par  conséquent,  la  recherche  des  codiviseurs 
de  n  nombres  entiers  se  ramène  à  la  recherche  des  codiviseurs 
de  (^  —  i)  nombres,  en  remplaçant  deux  quelconques  des  nombres 
donnés  par  leur  plus  grand  codiviseur.  En  appliquant  ce  procédé 
au  système  nouveau  des  (n  —  i)  nombres,  on  pourra  remplacer 
celui-ci  par  un  système  de  (n  —  2)  nombres,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  que  le  système  soit  remplacé  par  un  seul  nombre.  On  a 
donc  cette  proposition  :  Les  codiviseurs  de  plusieurs  nombres 
sont  tous  les  diviseurs  de  leur  plus  grand  codiviseur.  Mais  il 
est  bon  d'observer  que  l'on  excepte  le  cas  où  les  nombres  donnés 
sont  tous  nuls. 

Dans  la  pratique,  il  est  plus  commode  de  rechercher  le  plus  grand 
codiviseur  de  la  manière  suivante.  On  place  les  nombres  donnés 
par  ordre  de  grandeur  croissante 

«,     è,     c,     rf,     e,     ...  ; 

on  divise  tous  ces  nombres  parle  plus  petit  d'entre  eux  «.  On  range 
encore  dans  l'ordre  de  grandeur  les  restes  obtenus,  en  négligeant 
les  restes  nuls,  et  en  ne  conservant  que  l'un  des  restes  égaux 
parmi  plusieurs  5  on  obtient  la  suite 

ai,    61,    Cl,    di,     .... 
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On  opère  sur  celte  suite  comme  sur  la  précédente,  jusqu'à  ce 
qu'on  n'obtienne  plus  qu'un  seul  reste,  qui  est  le  plus  grand  co- 
diviseur  cherché.  Pour  légitimer  ce  procédé,  il  suffit  de  reprendre, 
en  le  généralisant,  le  raisonnement  que  nous  avons  exposé  dans  la 
recherche  du  plus  grand  codiviseur  de  deux  nombres. 

D'ailleurs,  on  peut,  comme  dans  le  cas  de  deux  nombres,  em- 
ployer les  quotients  approchés  par  excès,  ou  les  quotients  les  plus 
approchés,  de  manière  à  obtenir  les  restes  les  plus  petits.  On  pourra 
aussi  faire  les  simplifications  dont  il  a  été  parlé  ci-dessus. 

Désignons  par  A  le  plus  grand  codiviseur  des  nombres  a,  b,  r, 
dj  . . .,  et  posons 

a  —  la',         b  —  \b',         c  =  Ac',         d  —  ld\  ...  ; 

le  plus  grand  codiviseur  des  nombres  entiers  a',  b',  c\  d\  ...  est  i  ; 
on  dit  alors  que  les  nombres  n'ont  aucun  diviseur  commun,  ou 
sont  premiers  entre  eux.  Par  conséquent,  si  l'on  divise  plusieurs 
nombres  par  leur  plus  grand  codiviseur,  on  obtient  des  quotients 
premiers  entre  eux  ;  inversement,  si  l'on  multiplie  des  nombres 
par  un  nombre  entier  quelconque  A,  leur  plus  grand  codiviseur  est 
multiplié  par  A. 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  le  cas  de  plusieurs  nombres  premiers 
entre  eux  du  cas  de  plusieurs  nombres  premiers  deux  à  deux. 
11  est  clair  que  des  nombres  premiers  deux  à  deux  sont  premiers 
entre  eux;  mais  des  nombres  premiers  entre  eux  ne  sont  pas  né- 
cessairement premiers  deux  à  deux;  ainsi,  par  exemple,  si  a,  h 
sont  deux  nombres  impairs  premiers  entre  eux,  les  nombres  <7,  A, 
2ûr,  2  6,  sont  premiers  entre  eux,  mais  ne  le  sont  pas  deux  à  deux. 

19 i.  Comultiples.  —  Nous  allons  résoudre  un  problème  qui  csl 
en  quelque  sorte  l'inverse  du  précédent.  Il  s'agit  de  trouver  tous 
les  comultiples  de  plusieurs  nombres  donnés  ou,  en  d'autres 
termes,  de  trouver  tous  les  nombres  qui  sont  séparément  divisibles 
par  les  nombres  donnés.  Nous  démontrerons  ce  théorème  : 

Les  comultiples  de  plusieurs  nombres  sont  tous  les  multiples 
du  plus  petit  de  leurs  comultiples. 

Considérons  d'abord  deux  nombres  donnés  a  ei  b\  désignons 
par  A  leur  plus  grand  codiviseur,  et  posons 

a  —  la'         et         b  —  Ib'  : 
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nous  savons  que  o!  et  y  sont  des  nombres  premiers  entre  eux.  Les 
comultlples  cherchés  sont  des  multiples  de  a,  et  sont  tous  compris 
dans  la  formule  ma  ou  m^a\  dans  laquelle  m  est  un  entier  quel- 
conque; pour  que  ces  nombres  soient  des  multiples  de  b,  il  faut  et 
il  suffit  que  7?iAa' soit  multiple  de  A6',  c'est-à-dire  que  b'  divise 
ma'\  mais  b'^  premier  avec  a',  divise  m^  et  Ton  di  m  =  m' b' ^  en  dé- 
signant par  m'  un  entier  quelconque.  Par  conséquent,  tous  les  co- 
multiples  de  a  et  de  b  sont  compris  dans  la  formule  ma  ou  m' a!  V ^\ 
inversement,  tous  les  nombres  compris  dans  cette  formule  sont  di- 
visibles par  a  ou  a'A  et  b  ou  ^'A.  On  voit  ainsi  que  tous  les  comul- 
tiples  de  deux  nombres  a  et  b  sont  tous  les  multiples  d'un  certain 
nombre 

a  b  t^^     ou      -— , 

que  l'on  appelle  \e  plus  petit  comultiple  de  a  et  de  ^  (^). 

Nous  allons  étendre  cette  proposition  à  un  nombre  quelconque 
d'entiers;  il  s'agit  de  déterminer  tous  les  comultiples  de  plusieurs 

nombres  donnés  <2,  6,  c,  <a?, D'abord  il  est  évident  que  l'ordre 

de  succession  des  nombres  donnés  peut  être  pris  arbitrairement  et 
que,  par  conséquent,  a  el  b  désignent  deux  quelconques  des 
nombres  donnés.  Désignons  par  [x  le  plus  petit  comultiple  des  deux 
nombres  a  et  b;  nous  venons  de  voir  que  tout  comultiple  de  ces 
deux  nombres  est  un  multiple  de  [jl,  et  inversement.  Par  suite,  tout 
nombre  9  comultiple  de  a,  b,  c,  d,  . . .  est  un  comultiple  de  p.,  c, 
d,  . . .;  et  inversement,  tout  comultiple  de  |jl,  c^d,  . . .  est  un  mul- 
tiple des  nombres  donnés. 

Par  conséquent,  la  recherche  des  comultiples  de  n  nombres  en- 
tiers se  ramène  à  la  recherche  des  comultiples  de  (n  —  i)  nombres, 
en  remplaçant  deux  quelconques  d'entre  eux  par  leur  plus  petit 
comultiple.  En  appliquant  le  même  procédé  au  système  des  (/i  —  i) 
nombres,  on  pourra  remplacer  celui-ci  par  un  système  de  (n  —  2) 
nombres,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  le  système  soit  remplacé 
par  un  seul  nombre,  qui  est  le  plus  petit  comultiple  des  nombres 
donnés. 


(•)  Si  deux  groupes  de  deux  nombres  (a,  b)  et  (c,  ci)  ont  le  môme  plus  grand 
codiviseur  et  le  même  plus  petit  comultiple,  il  n'en  résulte  pas,  pour  cela,  l'iden- 
tité des  deux  groupes.  Ainsi  les  groupes  (2,80)  et  (6,10)  ont  tous  deux  le  même 
plus  grand  codiviseur  2  et  le  même  plus  petit  comultiple  3o. 
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Lorsque  deux  des  nombres  a  el  b  sont  premiers  entre  eux,  on  a 
1=1  et  le  plus  petit  comulliple  des  deux  nombres  est  égala  leur 
produit  ab;  mais,  d'autre  part,  lorsqu'un  nombre  c  est  premier 
à  deux  autres,  il  est  premier  à  leur  produit.  Par  suite  : 

Le  plus  petit  comultiple  de  plusieurs  nombres,  premiers  entre 
eux  deux  à  deux,  est  égal  à  leur  produit. 

Lorsquhin  nombre  est  divisible  par  plusieurs  autres,  premiers 
entre  eux  deux  à  deux,  il  est  divisible  par  leur  produit. 

Exemple  I.  —  Si  l'on  désigne  par  D(rt,  6,  c,  ...,/)  le  plus  grand  co- 
diviseur  de  n  nombres,  par  d^,  d^^  c?3,  ...  les  plus  grands  codiviseurs  de 
i^roupes  formés  par  ces  nombres,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  des  groupes 
reproduise  les  nombres  donnés,  on  a 

D(a,  6,  c,  ...,  /)=  D(g?,,  â?2,  û?3,  ...)• 

Exemple  II.  —  Si  l'on  désigne  par  m(a,  b,  c,  ...,/)  le  plus  petit  co- 
multiple de  n  nombres,  par  mi,  m^,  m^,  ...  les  plus  petits  comultiples 
de  groupes  formés  par  ces  nombres,  de  telle  sorte  que  l'ensemble  des 
groupes  reproduise  les  nombres  donnés,  on  a 

m{a,  b,  c,  ...,/)=  m{mi,  m^,  m^,  . . .). 

Exemple  III.  —  Pour  qu'un  comultiple  de  n  nombres  soit  le  plus  petit, 
il  faut  et  il  suffit  qu'en  le  divisant  successivement  par  chacun  d'eux,  on 
obtienne  des  quotients  premiers  entre  eux. 

Soient  M  un  comultiple  des  nombres  donnés  et  P  leur  produit;  les  pro- 
duits des  nombres  pris  {n  —  i)  à  (/i  —  i)  sont 

P        P  P 

a        b  l 

<('l;i  posé,  on  a  évidemment 

^/MP     MP  MP\       „  ^/P     P  P\ 

-p^n/^^'   M         M\ 


d'où  l'on  tire 

(■)  M 


/M    M  M\ 

_  p       \^      b l_l 
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Pour  que  M  ait  la  plus  petite  valeur  m,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 


ou,  en  d'autres  termes,  que  les  quotients 

M     M  M 

ah  l 

soient  premiers  entre  eux. 

Exemple  IV.  —  Le  produit  de  n  nombres  est  égal  au  produit  de  leur 
plus  petit  comultiple  par  le  plus  grand  codiviseur  des  produits  de  ces 
nombres  pris  (/i  —  i)à(^  —  i). 

En  effet,  l'expression  (i)  de  V Exemple  III  donne 

/P     P  P 

(2)  V  =  m{a,b,  ...,0.d(^,  -^.  •..,  y 

Exem.ple  V.  —  Le  plus  petit  comultiple  de  n  nombres  est  égal  à  un 
comultiple  quelconque  M  divisé  par  le  plus  grand  codiviseur  des  quotients 
obtenus  en  divisant  ce  comultiple  par  chacun  des  nombres. 

En  effet,  les  égalités  (i)  et  (a)  donnent 

(i  )  m(a,  t>,  c,  ...,/)  = 


^  -  M     IVl  M 

D  (  —  j  -7-  >   •  •  •  j  -7 
au  l 


En  supposant  M  =  P,  on  retrouve  le  théorème  précédent. 
Exemple   VI.  —  Le  produit  de  n  nombres  est  égal  au  produit  de  leur 
plus  grand   codiviseur  par  le   plus  petit  comultiple  des  produits  de  ces 
nombres  pris  (n  —  i)à(Ai  — i). 

/  p     p 

Remplaçons,  dans  l'égalité  (  3  ),  les  nombres  a,  6,  ...,/,  par  —  >  -^  j  •  •  • , 

a     o 

P  P     P  P 

-j\  et  prenons  pour  M  le  produit  P;  les  quotients  de  M  par  ->  -7-5   •••  ?  y  > 

t  Cl        V  l 

seront  a,  b,  c.  . .    ,  et  nous  aurons 

(4)  P  =  m(^^,L',  ...,  P^.D(a,^>,  ...,  /). 

Exemple  VII. Le  produit  de  n  nombres  est  égal  au  plus  petit  co- 
multiple des  produits  obtenus  en  combinant  ces  nombres  r  à  /•,  multiplié 
par  le  plus  grand  codiviseur  des  produits  obtenus  en  les  combinant  {n  —  r) 
à  (n  —  r). 

Considérons  les  G^  produits  des  n  nombres  combinés  r  à  r;  le  produit  P 
est  évidemment  un  comultiple  de  ces  produits  et  les  quotients  obtenus  en 
divisant  P  par  chacun  d'eux   sont  les  G^"'*  produits  des  nombres    pris 
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(/i  — r)  à  (n  — /•);  et  il  suffit  d'appliquer  la  formule  (3).  On  a  donc  la 
formule 

p  =  /n(c;;).D(cr'), 

et  en  remplaçant  /•  par  {n  —  r), 

p  =  D(cr,).m(cr')- 

Nous  avons  emprunté  les  énoncés  et  les  démonstrations  des  Exercices 
III  cl  VII,  à  un  article  de  M.  Barrieu  (Mathesis,  t.  III,  p.  217). 

195.  Codiviseurs  des  formes  linéaires.  —  Nous  démontrerons 
encore  le  théorème  suivant  sur  les  formes  linéaires  et  homogènes. 
Considérons  n  formes  indépendantes,  et  supposons,  pour  plus  de 
simplicité,  n  =3.  Soient 


i\  =  aix  -h  b\y  -f-  Cl  z, 
Y  =  a^x  -h  b^y  -I-  C2-S, 


(I) 

(  Z  =  a^x  —  b^y  ^czz. 

Désignons  par  A  le  déterminant  des  coefficients,  et  par  de 
grandes  lettres  tous  les  mineurs.  On  a 

/  Air  =  AiX^-A2Y-^A3Z, 
(•2)  I  A^  =  BiX-4-B2Y-i-B3Z, 

(  A^=zCiX-T-C2Y-+-C3Z. 

D'après  les  relations  (i),  tout  codiviseur  de  oc^  y^  z^  est  aussi 
un  codiviseur  de  X,  Y,  Z;  réciproquement,  par  les  relations  (2)^ 
tout  codiviseur  de  X,  Y,  Z  divise  x,  y,  z,  ou  divise  A.  De  là, 
pour  A  =  I,  ce  théorème  : 

Si  n  nombres  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
de  n  formes  linéaires  et  homogènes  de  ces  nombres j  pourvu  que 
le  déterminant  des  coefficients  soit  égal  à  ±11. 

Le  système  des  codiviseurs  de  n  nombres  x,  ^,  z,  . . .  ne  change 
quand  on  remplace  ceux-ci  par  n  fonctions  linéaires  et  homogènes 
X,  Y,  Z,  . . . ,  de  .r,  j^,  :;,  . . . ,  dont  le  déterminant  des  coefficients 
est  égal  à  zb  I . 

Exemple  I.  —  Si  a  et  b  ont  0  pour  plus  grand  codiviseur,  les  nombres 
a-{-  b  et  a  —  b  ont  pour  plus  grand  codiviseur  ô  ou  20. 
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Exemple  IL  —  Considérons  la  suite 

I,     '2,     8,     5o,     4i8,     4348,     ..., 
dans  laquelle 

Un=^{in-—  \)  U,i-\  —  (  Al  —  I  )  Un-i  \ 

le  plus  grand  codiviseur  de  Un  et  u,i-\  est  1I,  en  désignant  par  q  l'entier 
de  {in  +  i)  par  8  (n°  128,  Ex.  II).  (Sylvester). 

196.  Codiviseurs  et  comultiples  des  nombres  fractionnaires.  — 
On  dit  qu'une  fraction  est  divisible  par  une  autre,  ou  multiple 
d'une  autre,  quand  elle  est  égale  au  produit  de  cette  autre  frac- 
tion par  un  nombre  entier.  Avec  cette  définition,  les  notions  de 
codiviseurs  et  de  comultiples  s'appliquent  aux  nombres  fraction- 
naires, et  l'on  appelle  plus  grand  codiviseur  de  plusieurs  frac- 
lions  la  plus  grande  fraction  irréductible  qui  divise  chacune  des 
fractions  données  ,  el  plus  petit  comultiple  la  plus  petite  fraction 
irréductible,  qui  est  divisible  par  chacune  des  fractions  données. 
Cela  posé,  on  a  le  lemme  suivant  :  Pour  qu'une  fraction  irréductible 

y  soit  divisible  par  une   fraction  irréductible  -  >  il  faut  et  il  suffît 
h  ^  q 

que/?  divise  a  et  que  ^  soit  un  multiple  de  b.  Au  moyen  de  ce  lemme, 
le   lecteur  démontrera  aisément  les  théorèmes  suivants  (')  : 

I.  Le  plus  grand  codiviseur  de  fractions  irréductibles  est  une 
fraction  irréductible  qui  a  pour  numérateur  le  plus  grand  codivi- 
seur des  numérateurs  et  pour  dénominateur  le  plus  petit  comul- 
tiple des  dénominateurs 


D  (  —    —    — 


m(6i,  62,63,  .  .  .) 


11.  Le  plus  petit  comultiple  de  fractions  irréductibles  est  une 
fraction  irréductible  qui  a  pour  numérateur  le  plus  petit  comul- 
tiple des  numérateurs  et  pour  dénominateur  le  plus  grand  codi- 
viseur des  dénominateurs 


/«i     a 

Wb 


2     «3  \        /?i(ai,q2,a3,  .  .  .) 

2'  W")        D{b„b7;b„...) 


III,   Tout  codiviseur  de  fractions  irréductibles  est  un  diviseur 
de  leur  plus  grand  codiviseur. 

(')  Voir,  pour  plus  de  détails,  un  article  de  M.  P.  Barrieu,  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  (1884  ). 
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IV.  Tout  comultiple  de  fractions  irréductibles  est  un  multiple 
de  leur  plus  petit  comultiple. 

V.  Le  produit  du  plus  grand  codiviseur  de  plusieurs  fractions 
par  le  plus  petit  comultiple  de  leurs  inverses  est  égal  à  i . 


d('",^,^',...),„(^,^,^,...) 

fn     i>i     ai  1        \ai     a,    az  } 


VI.  Si  l'on  multiplie  ou  si  Ton  divise  plusieurs  fractions  par 
un  même  nombre,  entier  ou  fractionnaire,  leur  plus  grand  co- 
diviseur (ou  leur  plus  petit  comultiple),  est  multiplié  (ou  divisé) 
par  ce  nombre. 

11  résulte  de  ces  théorèmes  et  de  quelques  autres  analogues 
que,  si  l'on  désigne  par  «,  6,  c,  .  .  .  des  nombres  positifs,  quel- 
conques, entiers  ou  fractionnaires,  parP  leur  produit,  par  <ietM, 
un  codiviseur  et  un  comultiple,  par  D  et  m  le  plus  grand  co- 
diviseur et  le  plus  petit  comultiple,  on  a  toujours  les  identités 
suivantes  : 

(  D(a,6,c,...)-:D[D(a,6),c,  ...], 
\  m{a,b,c,  ...)  =  m[m{a,b),c,...]. 

(m(a,6,c,...).D(i,-^,l, ...)  =  ,. 

(  D{ak,bk,ck,  ...)  =  kD{a,b,c,  ...), 
(  m {ak ,bkjCk^  . . . )  =  km (a^b^c,  ...). 

(  D{a,b,c,  ...).  "^y-^J'-^'-'J^^^^ 

|.(«,.,e,...,D(M//.t'   •••)  =  - 

D{aP,bP,ci\  ...)  =  [D(a,6,c.  .  ..)J/', 
m{aP,bi',cP,  . ..  )  =  [m{a,b,c,  .  ..)]/\ 

Enfin,  si  l'on  désigne  par  m{C'„)  et  par  D(G'„)  le  plus  petit  co- 
multiple et  le  plus  grand  codiviseur  des  produits  obtenus  en  com- 
binant n  fractions  i  à  /,  on  a 

D(Cî,).m(CrO-P, 
/n(Cî,).  D(CrO=P. 
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CHAPITRE  XX. 


LES    NOMBRES    PREMIERS, 


197.  Nombres  premiers.  —  Un  nombre  quelconque,  en  excep- 
tant l'imité,  admet  au  moins  deux  diviseurs  qui  sont  l'unité  et 
ce  nombre  lui-même;  on  dit  qu'un  nombre  positif  est  premier 
lorsqu'il  n'a  d'autre  diviseur  que  lui-même  et  l'unité.  On  dit  qu'un 
nombre  est  non  premier  ou  composé  lorsqu'il  admet  plus  de  deux 
diviseurs.  En  d'autres  termes,  si  l'on  suppose  la  Table  de  Pytha- 
GOTiE  prolongée  indéfiniment,  les  nombres  premiers  sont  ceux 
qu'on  ne  rencontre  que  dans  la  première  ligne  et  dans  la  première 
colonne  de  la  Table;  tous  les  nombres  situés  dans  les  autres  lignes 
et  les  autres  colonnes  sont  des  nombres  composés.  Il  y  a  donc 
deux  espèces  d'entiers  positifs,  les  nombres  premiers  et  les  nom- 
bres composés;  mais  on  doit  observer  que  l'unité  ne  rentre  dans 
aucune  de  ces  deux  espèces  et,  dans  la  plupart  des  cas,  il  ne  con- 
vient pas  de  considérer  l'unité  comme  un  nombre  premier,  parce 
que  les  propriétés  des  nombres  premiers  ne  s'appliquent  pas  tou- 
jours au  nombre  I  (*). 

Tout  nombre  non  premier  admet  au  moins  un  diviseur  premier 
autre  que  l'unité.  En  effet,  soit  n  un  nombre  composé  et  soit/?  le 
plus  petit  des  diviseurs  autre  que  l'unité;  si/?  n'était  pas  premier, 
il  admettrait  un  facteur  premier  p'  plus  petit  que  lui  qui  divise- 
rait n,  multiple  de/?;  par  conséquent,/?  ne  serait  pas  le  plus  petit 
diviseur  de  n. 

Pour  former  uneTable  des  nombres  premiers  impairs,  jusqu'à  une 


(')  Ainsi  le  nombre  i  est  premier  à  lui-même,  tandis  qu'un  nombre  premier/» 
n'est  pas  premier  à  lui-môme;  voir  plus  loin  la  théorie  de  V indicateur.  Il  serait 
préférable  de  désigner  tout  nombre  premier  plus  grand  que  2  par  le  mot  simple 
ou  primaire,  dans  le  but  d'éviter  ces  trois  expressions  presque  identiques  qui 
correspondent  à  des  idées  si  différentes  :  Les  premiers  nombres,  les  nombres 
premiers  et  les  nombres  premiers  entre  eux. 
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limite  donnée,  on  emploie  le  procédé  connu  sous  le  nom  de  Crible 
^/'Eratosthène  (276-194  avant  J. -G.).  On  écrit  la  suite  naturelle 
des  impairs  depuis  i  jusqu'à  celte  limite;  puis  on  efface  ceux 
que  l'on  rencontre  de  3  en  3,  à  partir  du  carré  de  3;  on  efface 
ensuite  ceux  que  l'on  rencontre  de  5  en  5,  à  partir  du  carré  de  5, 
en  tenant  compte  delà  place  occupée  parles  nombres  effacés;  puis 
ceux  que  l'on  rencontre  de  7  en  7,  à  partir  du  carré  de  7,  et  ainsi 
de  suite  en  recommençant  chaque  fois  par  le  carré  du  nombre  que 
l'on  trouve  parmi  les  nombres  restants  à  la  suite  du  nombre  pre- 
mier dont  on  vient  d'effacer  les  multiples.  L'opération  s'arrête 
d'elle-même,  lorsque  l'on  vient  d'effacer  les  multiples  du  plus 
grand  nombre  premier  dont  le  carré  est  plus  petit  que  la  limite 
proposée. 

Exemple  I.  —  Former,  par  le  crible,  la  Table  des  nombres  premiers 
jusqu'à  100. 

On  trouve  les  vingt-cinq  nombres  premiers 

2,       3,      5,      7,     11,     i3,     F7,     19,     23,     29,     3i,     37,     41, 
43,     47j     53,     59,     61,     C7,     71,     73,     79,     83,     89,     97. 

Exemple  II.  —  Tout  nombre  premier  plus  grand  que  2  est  de  l'une 
des  formes  linéaires  4-2^  ^i- 

Tout  nombre  premier  plus  grand  que  3  est  de  l'une  des  formes  linéaires 
Qx±i. 

Tout  nombre  premier  impair  est  de  l'une  des  formes  8  j*  zt  r,  rb  3. 

Tout  nombre  premier  plus  grand  que  3  est  de  l'une  des  formes  iix  dz  i, 
±5. 

Le  carré  d'un  nombre  premier  plus  grand  que  3  est  un  multiple  de  24 
augmenté  de  l'unité. 

Exemple  III.  —  Tout  nombre  ^n^'i  est  premier  ou  divisible  par  un 
nombre  impair  de  nombres  premiers  de  la  même  forme. 

Tout  nombre  6/n-  5  est  premier  ou  divisible  par  un  nombre  impair  de 
nombres  premiers  de  la  même  forme.  —  11  n'en  est  plus  de  même,  pour 
les  nombres  des  formes  8/iH-3,  -1-5  ou  -f-y. 

Exemple  IV.  —  Le  produit  des  n  premiers  nombres  premiers  n'est 
jamais  la  somme  ou  la  différence  de  deux  puissances  de  même  exposant. 

En  effet,  si  p  désigne  un  nombre  premier  impair,  le  binôme  aP — bP 
n'est  pas  divisible  par  p  ou  est  divisible  par  /j*  {Exemple  IV,  n"  192). 
D'autre  part,  si />  est  pair  et  égal  à  iq,  la  somme  a^i-hb^i  n'est  pas  divi- 
sible par  3  et  la  différence  a'? —  b^i  n'est  pas  divisible  par  2  ou  est  divi- 
sible par  8.  c.  Q.  F.  D. 
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En  particulier,  Texpression 

2.3.5.7.  II .  i3. 17. .  .±1 
n'est  jamais  une  puissance  exacte. 

198.  Suite  des  nombres  premiers.  —  La  suite  des  nombres 
premiers  est  illimitée.  Ce  théorème  important,  dû  à  Euclide,  se 
démontre  comme  il  suit.  Soit/?  un  nombre  premier  quelconque, 
il  y  a  nécessairement  un  nombre  premier  plus  grand  que  jo,  quel 
que  soit/?.  En  efFet,  supposons  qu'on  ait  formé  la  suite  de  tous  les 
nombres  premiers  jusqu'à  /?, 

2,     3,    5,     7,     II,     ...,    p-, 

ajoutons  l'unité  au  produit  de  tous  ces  nombres.  Le  nombre  ob- 
tenu Tjp  est  plus  grand  que/?  et  représente  un  nombre  premier  ou 
composé.  Si  Z^  est  premier,  le  théorème  est  démontré;  d'autre 
part,  si  Tjp  n'est  pas  premier,  il  est  divisible  au  moins  par  un 
nombre  premier.  Mais  Zp  n'est  divisible  par  aucun  des  nombres 
premiers  2,3,  5,  . . .,  /?,  puisque  le  reste  de  sa  division  par  l'un 
de  ces  nombres  est  i.  Donc  Z^  est  divisible  par  un  nombre  pre- 
mier plus  grand  que/?. 

On  reconnaît  que  Z^  est  premier  pour  /?  =  3,  5,  7,  1 1 ,  tandis 
que  pour  /?  =  i3,  17,  19,  23  les  nombres  Z^  sont  composés. 
On  a 

I  -h  2  =  3, 
14-2.3  =  7, 
H-2.3.5  =  3i. 
I  +  2.3.5.7  =  211, 
I  ■+-  2.3.5.7. II  =  23ii, 
i-H  2. 35. 7.11.13  =  59.509, 
14-2.3.5.7.11.13.17  =  19.97.277, 
I -h  2.3.5.7.11.13.17.19  =  347.27953, 
14- 2. 3. 5. 7.  II.  I].  17.  i{). 23  =  317.703763. 

Mais,  dans  l'état  actuel  de  la  Science,  il  serait  très  difficile  de 
continuer  cette  étude  et  de  savoir  dans  quels  cas  le  nombre  Z^  est 
premier  ou  composé,  ou  même  de  savoir  s'il  ja  une  série  illimitée 
de  valeurs  de  p  donnant  des  nombres  premiers.   Cette  question 
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paraît  aussi  inaccessible  que  les  trois  suivantes  vérifiées  jusqu'à 
certaines  limites  sur  les  Tables  des  nombres  premiers  : 

I.  Existc-l-il  une  infinité  de  groupes  de  deux  nombres  pre- 
miers dont  la  différence  soit  égale  à  2  ? 

II.  Tout  nombre  pair  est-il  la  somme  de  deux  nombres  pre- 
miers? Si  cette  dernière  proposition  posée  par  Waring(*),  dans  ses 
Meditationes  analyticœ,  était  démontrée  dans  le  sens  de  l'affir- 
mative, on  en  déduirait  immédiatement  que  tout  nombre  impair 
est,  de  diverses  manières,  égal  à  la  somme  de  trois  nombres  pre- 
miers. 

III.  Tout  nombre  pair  est-il  la  différence  de  deux  nombres  pre- 
miers? (A.  DE  POLIGNAC.) 

Exemple  I.  —  II  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  appartenant  à  la 
forme  linéaire  {Ç>x  —  i). 

On  remplace,  dans  la  démonstration  précédente,  Zp  par 

2.3.5.7.  Il . . ./?  —  i; 

c'est  un  nombre  de  la  forme  (6^7  —  i)  qui  est  premier,  ou  divisible  par  un 
nombre  premier  de  même  forme. 

Exemple  II.  —  II  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  appartenant  à 
la  forme  linéaire  (4^"  —  1). 
On  remplace  Zp  par 

22.3.5.7. II . .  ./>  —  1; 

c'est  un  nombre  de  la  forme  {^x  —  i)  qui  est  premier,  ou  divisible  par  un 
nombre  premier  de  même  forme. 

Exemple  III.  —  En  admettant  le  théorème,  démontré  plus  loin,  que 
tout  diviseur  premier  impair  d'une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  est  une  somme  de  deux  carrés,  démontrer  qu'il  y  a  une  infinité  de 
nombres  premiers  de  la  forme  linéaire  (4^-t-  »)• 

On  considère  l'expression 

22. 32. 52. 72.  M  5... /?2 -M, 
et  l'on  continue  comme  ci-dessus. 

Exemple  IV.  —  H  y  a  une  infinité  de  nombres  premiers  de  la  forme 
linéaire  (Sa™  -f-  5). 


(')  Dans  une  Lettre  à  Goldbach  (3o  juin  1742),  publiée  dans  la  Correspon- 
dance mathématique  et  physique,  Euler  écrit  qu'il  considère  ce  théorème 
comme  tout  à  fait  certain,  quoiqu'il  ne  sache  pas  le  démontrer. 

E.  L.  -  I.  23 
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En  admettant  le  théorème  de  VExemple  III^  on   considère  l'expression 

Z=32.52.72.Il2...jr>2_^22, 

Z  étant  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux  ;  tous  ses  diviseurs 
sont  delà  forme  (4^+  i)»  c'est-à-dire  del'une  des  formes  (8a7-i-i),(8^-i-5); 
et,  puisque  Z  est  de  la  forme  (8^7  H-  5),  ce  nombre  est  premier  ou  divisible 
par  un  nombre  premier  de  la  même  forme  et  plus  grand  que  jd. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  précédents  sont  des  cas  très  particuliers 
de  ce  théorème  remarquable  énoncé  par  Legendre  et  démontré,  pour  la 
première  fois,  par  Lejeune-Dirichlet  :  Toute  progression  arithmétique 
dans  laquelle  deux  termes  consécutifs  sont  premiers  entre  eux  ren- 
ferme une  infinité  de  termes  qui  sont  des  nombî^es  premiers.  En  d'au- 
tres termes,  si  a  et  6  sont  premiers  entre  eux,  la  forme  linéaire  {ax -\-  b) 
contient  une  infinité  de  termes  qui  sont  des  nombres  premiers. 

199.  Distribution  des  nombres  premiers.  —  11  n'existe  actuelle- 
ment aucune  méthode  pour  trouver  une  solution  satisfaisante  des 
questions  suivantes  : 

I.  Trouver  un  nombre  premier  plus  grand  qu'un  nombre  pre- 
mier donné. 

II.  Trouver  une  fonction  qui  ne  donne  que  des  nombres  pre- 
miers. 

III.  Trouver  le  nombre  premier  qui  suit  un  nombre  premier 
donné. 

IV.  Trouver  le  nombre  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  un  nombre  donné. 

V.  Calculer  directement  le  nombre  premier  de  rang  donné. 
Ces  questions  que  nous  avons  rangées  suivant  l'ordre  probable 

de  difficulté  croissante  paraissent  encore  inaccessibles,  malgré  les 
efforts  des  mathématiciens  les  plus  illustres. 

Fermât  avait  pensé,  mais  en  annonçant  qu'il  n'en  avait  pas  de 
démonstration,  que  les  nombres  de  la  forme 

F„=:22"+I, 

étaient  toujours  premiers.  Nous  démontrerons  plus  loin  que  F,^  est 
premier  pour  les  valeurs  de  ^  =  o,  i,  2,  3,  4  et  composé,  pour 
Al  =  5,  6,  12,  23,  36  (voir  n''  34). 

Nous  ajouterons  que,  pour  modifier  la  conjecture  de  Fermât,  on 
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a  énoncé  cette  proposition  :  Tous  les  nombres  qui  appartiennent 

à  la  Miitf 

2-f-I,       22-f-I,       2*-hI,      2*     -M,       2*       -i-  I  ,       ... 

sont  premiers.  D'autre  part,  Eisenstein  a  énoncé  ce  théorème 
dont  il  possédait  probablement  la  démonstration  :  H  j  a  une  infinité 

de  nombres  premiers  de  la  forme  2^  -f- 1  ;  mais  nous  ne  connais- 
sons aucune  démonstration  de  ces  deux  propositions  difficiles. 

Consulter  :  Annales  de  Gergonne,  t.  XfX,  p.  236.  —  Journal  de  C relie, 
t.  XVII,  p.  87.  —  Journal  de  Sylvester,  t.  II,  p.  238.  —  Bulletins  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  (nov.  1877  ^^  janvier  1878). 

Parmi  plusieurs  autres,  Euler  a  donné  les  trois  formules  sui- 
vantes {Mém.  de  Berlin  pour  1772,  p.  36) 

IX- —  29, 
x"-  --  X  -  -  4 1 1 

qui  fournissent  respectivement,  pour  les  valeurs  entières  succes- 
sives de  x^  à  partir  de  zéro,  17,  29  et  4 1  nombres  premiers,  ainsi 
qu'on  le  vérifie  facilement  en  calculant  par  différences,  comme  pour 
la  Table  des  carrés  (n*'  24-). 

Mais  ces  formules,  et  d'autres  analogues,  ne  peuvent  représenter 
exclusivement  des  nombres  premiers,  car  on  a  la  proposition  sui- 
vante : 

Le  polynôme  à  coefficients  entiers 

f(^x)  =  a-^bx-r-cx'^^dx^-^... 

ne  peut  donner  continuellement  des  nombres  premiers,  pour 

toutes  les  valeurs  entières  de  x. 

En  eff*et,  soit/?  =:/(.ro)  un  nombre  premier  correspondant  à  ht 

valeur  Xq  àe  x\  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  en- 

tier  JK  (n°  32), 

f{xç>-^py)^f{x^)        (mod./)); 

donc/(.ro-|-/?x)est  divisible  par/?,  quelque  grand  que  soit^.  Par 
suite,  f{x)  ne  peut  représenter  exclusivement  des  nombres  pre- 
miers. 
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200.  Décomposition  d'un  entier  en  différence  de  deux  carrés.  — 
Un  nombre  premier  impair  est,  d'une  seule  manière,  la  différence 
de  deux  carrés.  En  effet,  considérons  l'équalion 

dans  laquelle/?  désigne  un  nombre  premier;  dans  ce  cas,  x  et  y  sont 
premiers  entre  eux  ;  il  en  est  de  même  de  leur  somme  et  de  leur 
différence.  On  doit  donc  poser 


d'où  l'identité 


^—7  =  1,        x-^y  =  p\ 


Mais  si  nous  remplaçons/?  par  le  produit  de  deux  nombres  im- 
pairs/>,  et/>2  plus  grands  que  i,  nous  pourrons  poser  encore 

^  ^  P\-^P'i  ^  P\  —  Pi . 

kms\^  pour  qit\in  nombre  impair  soit  premier,  il  faut  et  il 
suffit  qu^il  soit,  et  d^ une  seule  manière,  égal  à  la  difféi^ence  des 
carrés  de  deux  nombres  entiers.  De  là  cette  méthode  indiquée 
par  Fermât  pour  reconnaître  si  un  nombre  impair  donné  n  est 
premier  ou  composé.  On  ajoute  au  nombre  n  tous  les  carrés  jus- 
qu'à celui  de  \  (n  —  i);  si  l'on  ne  trouve  qu'un  seul  total,  le  der- 
nier, égal  à  un  carré,  le  nombre  essayé  est  premier.  Dans  le  cas 
contraire,  le  nombre  est  composé,  et  on  le  décompose  immédiate- 
ment en  un  produit  de  deux  facteurs.  On  simplifie  considérable- 
ment le  calcul  en  tenant  compte  des  derniers  chiffres  des  carrés  et 
en  se  servant  d'une  Table  de  carrés  (n°^  24  et  26). 

On  a  encore  le  théorème  suivant,  qui  n'est  qu'un  cas  particulier 
dans  la  théorie  des  formes  quadratiques  :  Si  A  etB  désignent  deux 
entiers  positifs,  un  nombre  premier  p  ne  peut  être  donné  par 
les  deux  décompositions  distinctes 

p  =  Aa24_  B//^        p  =  Aa2+  B[32. 
En  effet,  on  en  déduirait 

/?(P2_^2)  r:.A(a2p2_^,2a2    ; 
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par  suite,  l'un  des  nombres  {a^ztba.)  serait  un  multiple  de  p; 
mais  on  a  ridenlité 

/>«=(AaaihB6P)«-f- A.B(apqi6a)2. 

Pour  AB  >>  I ,  on  doit  remarquer  que  le  carré  qui  multiplie  AB 
est  nul,  car  s'il  en  était  autrement  le  second  membre  serait  plus 
grand  que  le  premier;  on  doit  donc  poser 

«2        62        Aa^-^-Bb^ 


a*        p«        Aa*-T-bp2         ' 

d'où  «  =  zt:  a,  et  b  =  —  p. 

Pour  AB=i,  on  peut  supposer  «pqz6a  =  ziz/>,  mais  alors 
l'autre  carré  de  la  valeur  de  p^  serait  nul  et  l'on  aurait  a  =dz'^  et 

b  =  lhOL. 

En  partant  de  cette  proposition  et  d'autres  du  même  genre,  on  ob- 
tient d'autres  méthodes  pour  la  décomposition  des  nombres  en  fac- 
teurs premiers,  que  nous  exposerons  plus  loin.  Nous  ne  retiendrons 
ici  que  cette  application  indiquée  par  Sophie  Germaik  :  Aucun 
nombre  de  ta  forme  {p^  -h  4)?  excepté  5,  n^est  un  nombre pre- 
mier.  En  effet, 

par  conséquent  ces  nombres  sont,  de  plusieurs  manières,  la  somme 
de  deux  carrés.  Plus  généralement,  on  a 

a:V_f_  4jK*=  (x^-  -h  'ly^y-  —  4^'JK^ 
et,  par  suite,  la  décomposition 

a-in-  4j*=  {x^-h  ixy  -^  iy^){^x'^—  ixy  -~  'ly^). 

201 .  Des  nombres  composés.  —  Nous  avons  vu  (n°  197)  que  tout 

nombre  non  premier  admet  au  moins  un  diviseur  premier  autre 

que  l'unité.  Gela  posé,  nous  allons  démontrer  que  tout  nombre  qui 

n'est  pas  premier  est  décomposable  en  un  produit  d'un  nombre 

fini  de  facteurs  premiers.  —  En  effet,  si  n  n'est  pas  premier,  on 

peut  poser 

n  =  pn', 

p  désignant  un  nombre  premier  et  n'  un  nombre  premier  ou  com- 
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posé.  Si  n^  est  premier,  le  théorème  est  démontré;  mais,  si  /l' n'est 
pas  premier,  nous  pourrons  écrire 

p'  désignant  un  nombre  premier  et  rê^  un  nombre  premier  ou  com- 
posé plus  petit  que  n! .  En  appliquant  le  même  raisonnement  au 
nombre  i%\  et  en  observant  que  la  suite  des  nombres  entiers  positifs 
décroissants  /i,  rt! ^  n!' ^  ...  est  limitée,  on  finira  par  trouver 

n  =pp'p" . . .  , 

le  second  membre  se  composant  d'un  produit  de  facteurs  premiers 
en  nombre  fini. 

La  décomposition  d'un  nombre  en  /acteurs  premiers  n'est 
possible  que  d'une  seule  manièrCy  si  Von  ne  tient  pas  compte 
de  V ordre  des  facteurs.  En  effet,  supposons  que  l'on  ait  trouvé 
les  deux  décompositions 

n  =  pp'p"  ...  et         fi  =  qq'  q"  .  •  ■ , 

dans  lesquelles  les/?  et  les  q  désignent  des  nombres  premiers.  On  a 
donc 

(I)  pp'p"  ...^--qq'q"  .... 

Puisque  p  divise  le  premier  membre,  il  divise  le  second  ;  il  existe 
nécessairement  un  facteur  du  second  membre  égal  à  p  ;  car,  si  le 
nombre  premier/?  n'était  égal  à  aucun  des  facteurs  premiers  du  se- 
cond membre,  il  serait  premier  à  chacun  d'eux  et  à  leur  produit 
(n°  192)  ;  par  suite,  il  ne  pourrait  diviser  le  second  membre.  On  peut 
donc  supposer /?=  ^;  puis,  diviser  les  deux  membres  de  l'égalité 
précédente  par/?,  et  obtenir  l'égalité 

p'p"...-^q'q"..., 

sur  laquelle  on  recommencera  le  même  raisonnement.  Par  consé- 
quent, les  facteurs  du  premier  membre  de  l'égalité  (i)  sont  respec- 
tivement égaux  à  ceux  du  second,  et  en  nombre  égal. 

On  simplifie  la  représentation  d'un  nombre  composé  n  en  grou- 
pant ensemble  les  facteurs  premiers  égaux.  Si  a,  p,  y,  .  .  .  dési- 
gnent respectivement  les  nombres  des  facteurs  égaux  aux  nombres 
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premiers  inégaux  deux  à  deux,  a,  b,  c,   .  . . ,  on  aura 

n  =a'^b^cy .  .  .; 

les  exposants  a,  p,  y,  ...  représentent  nécessairement  des  nom- 
bres entiers,  positifs  ou  nuls.  En  supposant  ^  =  v  =  ...=:  o,  et 
a  =  1 ,  on  a  simplement  n  ^=  a^  àe  telle  sorte  que  la  formule  précé- 
dente, bien  que  souvent  difficile  à  obtenir,  renferme  sans  aucune 
exception  tous  les  nombres  entiers  positifs,  premiers  ou  composés, 
et  aussi  l'unité  pour  a  =  i . 

Exemple  I.  —  Simplifier  l'expression 

,059/  — V  /l^48576y  /656oY   /  16694 y  /9801  y 
V1024/     Vio48Ô73/     \656i/     \  15625/     ',9800/  * 

On  trouve  pour  résultat  2*96.  (Gauss.) 

Exemple  II.    —   Pour  qu'un  nombre  soit  jla  somme  d'entiers  consécu- 
tifs, il  faut  et  il  suffît  qu'il  ne  soit  pas  égal  à  une  puissance  de  2. 

Exem^ple  III.  —  La  somme  des  inverses  des  nombres  premiers  est  infinie. 
En  effet,  on  a  pour/?  >  i  la  série  convergente 


1                     I          1 

I 

1 

_  I         p    p^ 
p 

p' 

si  l'on  donne  à  p  toutes  les  valeurs  2,  3,  5,  7,  11,  ...  des  nombres  pre- 
miers et  si  l'on  multiplie  les  développements,  tous  les  termes  du  produit  sont 
différents;  chacun  d'eux  est  l'inverse  d'un  nombre  de  la  forme  2(^3? 5Y..., 
pour  des  exposants  entiers,  nuls  ou  positifs.  Mais  tout  nombre  entier  n'é- 
tant décomposable  en  facteurs  premiers  que  d'une  seule  manière,  le  produit 


I  I  I 

'~2  *"■  3  '""5 


donne  la  série  harmonique  illimitée.  Il  y  a  donc  une  infinité  de  nombres 
premiers. 
Cette  démonstration  est  d'EuLER.  En  se  servant  du  théorème  de  Goldb  ach 

(n"  89,  Exemple  JT),  et  du  développement  de  —  log  (1 H  on  démontre 

le  théorème  énoncé. 

202.  Suites  de  nombres  composés  consécutifs.  —On  peut  trou- 
ver une  infinité  de  suites  formées  en  aussi  grand  nombre  n  qu'on 
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voudra  d'entiers  consécutifs  et  composés.  En  effet,  désignons  par 

«1,       «2;       <^3î        •  •  •  j       CLfl 

n  entiers  consécutifs  tels  que  le  plus  petit  soit  >>  i,  et  cherchons  n 
nombres  consécutifs  que  nous  pouvons  désigner  par 

Ah- ai,    A  H- «2»    A  +  cfs,     ...,     A-f-a„, 

tels  que  ces  nombres  soient  respectivement  divisibles  par  a^^  a^^ 
<^37  •  •  •  >  cifi'  Il  en  résulte  que  A  est  divisible  par  chacun  des  n  nom- 
bres donnés  et,  par  suite,  par  leur  plus  petit  comultiple;  donc,  en 
désignant  celui-ci  par  p.  et  par  t  un  entier  quelconque,  on  a 

A  =  ^JJL. 

Plus  généralement,  on  peut  supposer  que  a<,  «27  (^z-,  -  -  •  ■,  «« 
désignent  des  nombres  en  progression  arithmétique  de  raison  r. 
Mais,  si  l'on  veut  simplement  que  les  nombres 

A  —  <72,      A  H- «3,      A  4- «4,      ...,      A -h  an 

soient  des  nombres  composés,  on  peut  remplacer  pi  par  le  produit 
P  des  nombres  premiers  jusqu'à  n,  et  considérer  les  nombres 

tF-h2,     tP-i-3,     ^P-+-4,     ...,     tP-i-n; 

ainsi,  par  exemple,  les  neuf  nombres  consécutifs 

212,    2i3,    214,     ...,    219,    220 

sont  composés;  il  en  sera  de  même,  si  on  les  augmente  d'un  mul- 
tiple quelconque  de  210. 

Exemple  I.  —  Trouver  tous  les  nombres  N  qui,  divisés  respectivement 
par  les  nombres  2,  3,  4^  •  •  •?  (^  —  0>  donnent  successivement  pour  restes 
les  nombres  i,  2,  3,  . . . ,  (/i  —  2). 

Le  nombre  (N  -f-i)  est  évidemment  divisible  par  2,  3,  4,  . . .,  (/i  —  i);  par 
conséquent,  il  est  divisible  par  leur  plus  petit  comultiple  (x;  on  a  donc 

N  =  ^fji  — I. 

Exemple  II.  —  Trouver  tous  les  nombres  X  qui,  divisés  respectivement 
par  les  nombres  2,  3,  4,  ...,  (/i  — i),  n,  donnent  successivement  pour 
restes  les  nombres  i,  2,  3, . . ..  (/i  —  2),  o. 
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Déterminons  d'abord  tous  les  nombres  qui  vérifient  toutes  les  conditions, 
à  l'exception  de  la  dernière;  on  a,  avec  les  notations  de  l'Exemple  précé- 
dent, 

N  =  ^(x— i; 

déterminons  t  de  telle  sorte  que  N  vérifie  la  dernière  condition;  on  doit 
donc  avoir 

/[i  —  I  =  nx\ 

le  problème  n'est  possible  que  pour  n  premier  ;  car,  sans  cela,  n  et  |jl  admet- 
traient un  codiviseur  qui  devrait  diviser  i.  Donc,  en  supposant  n  premier, 
(X  et  /i  sont  premiers  entre  eux,  et  l'on  peut  déterminer  deux  entiers  ^  et  |jl 
(n°  191),  tels  que  l'on  ait 

tli  —  nx  =  I. 

Désignons  par  No  la  valeur  correspondante  de  N  qui  représente  une  pre- 
mière solution  du  problème;  la  diflerence  (X  —  No)  doit  être  divisible  par 
2,  3,  4, . . . ,  (/i  —  i;,  /i  ;  par  suite,  elle  est  divisible  par  leur  plus  petit  comul- 
tiple  {i/i.  On  a  donc  la  solution  générale 

X  =  No-i-[Jin^, 

y  désignant  un  entier  quelconque. 
Soit,  par  exemple,  /i  =  7,  on  aura 

X  =  119-1-420^. 

203.  Divisibilité  des  factorielles.  —  Nous  commencerons  par 
résoudre  le  problème  suivant  :  Déterminer  le  plus  grand  expo- 
sant de  la  puissance  d'un  nombre  a  qui  ne  surpasse  pas  un 
nombre  donné  n. 

Une  première  méthode,  directe,  consiste  à  calculer  le  Tableau 
des  puissances  successives  de  a,  jusqu'à  ce  que  Ton  obtienne  un 
exposant  a  tel  que  l'on  ait 

et  l'exposant  cherché  est  a;  on  peut  déterminer  ainsi,  par  exemple, 
le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  de  1  contenue  dans  un 
nombre  donné  (n°  189,  Remarque  II). 

Mais,  au  lieu  d'employer  les  multiplications  successives  par  a, 
on  peut  aussi  employer  les  divisions  successives  par  a.  Cette  mé- 
thode repose  sur  le  théorème  suivant  :  Si  q  désigne  le  quotient 
par  défaut  de  la  division  de  n  par  a,  et  si  q'  désigne  le  quo- 
tient par  défaut  de  la  division  de  q  par  6,  le  nombre  q'  est  égal 
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au  quotient  par  défaut  de  la  division  de  n  par  le  produit  ah. 
En  effet,  on  a  par  définition, 

n  =  aq-\-r,         q  =  bq'  -{-  s^ 

r  désignant  l'une  des  valeurs  o,  i,  2,  .  . .  ,  (a  —  i),  et  5  l'une  des 
valeurs  o,  i,  2,  ...,  {b — i).  On  déduit 

n  =  abq' -+- (as -+- r)  : 
mais  le  nombre  non  négatif  (as  -{-  r)  est  au  plus  égal  à 

a(b  —  i) -h  (a  —  i)     ou     (ab —  i): 

donc  q^  est  le  quotient  exact,  ou  approché  par  défaut,  de  la  division 
de  n  par  ab. 

On  désigne  habituellement  le  plus  grand  nombre  entier  contenu 

dans  -  par  la  notation  E-?  que  l'on  prononce  entier  de  n  par  a  ; 

on  a  donc 

E-/  =  E^, 

b  ab 

et  cette  formule  s'applique,  en  général,  à  l'entier  de  —r- 

Gela  posé,  nous  résoudrons  le  problème  suivant  :  Déterminer 
le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  d^ un  nombre  premier  p 
contenue  dans  le  produit  n  !  des  n  premiers  nombres.  Les  en- 
tiers qui  contiennent/?  en  facteur  dans  la  factorielle  n\  sont  tous 
les  multiples  de  p 

/?,  2/?,  3/?,  . . .  ,  E  -  jo ,         en  nombre  E  -  ; 

par  suite,  l'exposant  de/?  dans  cette  factorielle  est  égal  à  l'expo- 
sant de/?  dans  le  produit 

1.2. 3....  E-, 
P 

augmenté  du  dernier  facteur.  En  répétant  le  même  raisonnement 
sur  cette  nouvelle  factorielle,  et  en  appliquant  le  théorème  précé- 
dent, il  en  résulte  que  l'exposant  du  nombre  premier  p  dans  la 
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factorielle  n  !  est  égal  à  la  somme 

P  />'  P' 

Lorsque  n   est  une  puissance  de  /?,   les  quotients  de  n  par 

PiP^iP^i  •••'   sont  tous  entiers,  et  l'on  trouve  pour  l'exposant 

cherché 

n  —  I 

SI  l'on  écrit  le  nombre  n  dans  le  système  de  numération  de 
base/?,  en  supposant 

ti  —  a  -\-  bp  -^  cp-  -'-  dp^  -i- . . . , 
on  trouve  facilement  que  l'exposant  cherché  a  pour  valeur 

n  —  {a  -{-  b  -^  c  -^  . .  .^ 
p-i 

et  a  pour  limite  supérieure 

n 
p  —  i' 

Exemple  I.  —  Quel  est  l'exposant  de  7  dans  le  produit  des  10000  pre- 
miers nombres? 
On  dispose  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 


10000 

' 

7 

204 
64 

7 

3o 
20 
60 

1428 

028 

0 

4 

29 

7 

4 

et  le  nombre  cherché  est 

1428  -+-  204  -+-  29  +  4  =  i665. 

Exemple  II.  —  Le  produit  des  1000  premiers  nombres  se  termine  par 

249  zéros. 

Exemple  III.  —  Trouver  le   plus  grand  exposant  de  la  puissance  du 
nombre  premier/)  contenue  dans  le  nombre  combinatoire  G^. 
On  a 

^'«~  n\{m--n)\' 
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et  l'on  applique  la  méthode  précédente.  On  en  déduit  l'exposant  de  la  plus 
haute  puissance  de  p  contenue  dans  le  produit  de  n  nombres  consécutifs. 

Exemple  IV.  —  Trouver  le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  d'un 
nombre  premier/»,  contenue  dans  le  produit  de /i  nombres  impairs  consé- 
cutifs. —  Dans  le  produit  de  n  nombres  en  progression  arithmétique. 

Exemple  V.  —  Trouver  le  plus  petit  nombre  n  tel  que  la  factorielle  n  ! 
soit  divisible  par  une  puissance  donnée  />Y  d'un  nombre  premier/». 
Voir  la  solution  de  M.  Neuberg  {Mathesis,  t.  VII,  p.  68). 

Exemple  VI.  —  Montrer  que,  pour  savoir  combien  de  fois  le  nombre 
premier/»  est  facteur  dans  le  produit  ni,  on  peut,  après  avoir  écrit  le 
nombre  n  dans  le  système  de  numération  de  base/»,  diviser  par  (/>  —  i) 
l'excès  du  nombre  n  sur  la  somme  de  ses  chiffres.  En  conclure  que  p  sera 
facteur  dans  le  nombre  combinatoire  G,^  autant  de  fois  que,  dans  la  sous- 
traction de  n  et  de  q  écrits  dans  le  système  de  base  p,  il  faudra  ajouter 
p   aux  chiffres  de  n   pour   rendre  les  soustractions  possibles. 


204.   Quotient  de  factorielles.  —  Nous  allons  démontrer  que,  si 

l'on  a 

n  —  a  -h  ^  -i-  -(-+-...-+- 1, 

le  quotient  de  ni  par  le  produit  a!  ply!  ...1!  est  un  nombre 
entier  ;  ce  théorème  résulte  immédiatement  de  ce  que  ce  nombre 
représente  des  permutations  avec  répétition  (n°  44);  mais  on  peut 
en  donner  une  démonstration  purement  arithmétique. 

En  effet,  soit  p  un  nombre  premier  quelconque  du  dénomina- 
teur de  l'expression 

(0 


a!  fi!  y!.../! 


l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  contenue  dans  le  déno- 
minateur est  égal  à  la  somme  des  expressions 


P 

■=? 

-h 

%- 

-h  .  .  .. 

eU 
p 

-+- 

eI 

P' 

-i~ . . .. 

EÏ-h 
P 

E^ 

P' 

■+■ 

eJL 

-4- 

et  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  p  contenue  dans   le 


CIIAPITIIK    W.     —    LES    NOMBRES    PREMIERS.  365 

iiiirncrateur  est  égal  à 

P         P^         P^ 
Mais,  par  définition, 

et,  par  suite, 

E-^  ^E  --+-E  ^4-E^  H-...; 
P'"^     P'  P'         P'' 

par  conséquent,  l'exposant  d'un  facteur  premier  quelconque  p  du 
dénominateur  de  l'expression  (i)  ne  surpasse  jamais  l'exposant  du 
numérateur. 

En  particulier,  le  produit  de  ;i  entiers  consécutifs  est  toujours 
divisible  par  le  produit   n\    des   n   premiers  nombres,   puisque 

l'on  a 

(a-\-\){a  -^  7.). .  .{a-^  n)  _  (a-\-  n)\ 
\  ,1.  . . .  n  a\  n\ 

Exemple  I.  —  Déterminer  le  plus  grand  exposant  de  la  puissance  d'un 
nombre  premier  p  contenu  dans  le  produit  des  coefficients  de  la  puis- 
sance d'un  binôme. 

Exemple  IL  —  Trouver  la  somme  des  entiers  par/?  de/?  termes  consé- 
cutifs d'une  progression  arithmétique. 

Exemple  III.  —  Si  n  =  pq ,  le  produit  n\  est  divisible  par/>!(^!)/'  et 
aussi,  en  raison  de  la  symétrie,  par  q\{p\)i. 
En  effet,  l'expression 

n! 

{q\)P 

est  le  produit  des  nombres  combinatoires 

^pq^(p-\.\q  •  •  •  Gj^G^; 
mais  on  a  évidemment 

d'où  l'on  déduit 

(f  ,y,  =/>!  (^rA  c,v-s„-.  •  •  •  Gt,'-,  cr.\- 

Exemple  I\\  —  Si  l'on  n  «  =  a  -i-  3  -^ pq  -H  rs ,  le  produit  «!  est  divi- 
sible par 

a!  ?!/?!/•!((/ !)/'(5!)^ 
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205.  Théorèmes  de  Tchebychef  et  de  Polignac.  —  Soit  ii  un 
nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire;  nous  appellerons  y^ïc^o- 
rielle  primaire  d"* ordre  q,  du  nombre  /i,  le  produit  de  tous  les 
nombres  premiers  dont  la  puissance  ^i^™«  ne  surpasse  pas  w,  et 
nous  désignerons  ce  produit  par  B^(n);  en  particulier,  la  facto- 
rielle  primaire  du  premier  ordre  de  n  est  égale  au  produit  de  tous 
les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas  n.  Par  convention, 
nous  écrirons 

^q{n)  —  i,         si         n  <ii'i. 

Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  :  Le  produit  des  facto- 
rielles  primaires,  de  tous  les  ordres,  pour  tous  les  nombres 


est  égal  au  produit  des  n  premiers  nombres.  En  d'autres 
termes,  la  factorielle  n\  est  égale  au  produit  des  factorielles  pri- 
maires 


Un).  e,(y,  e,(y, 


h{n\      Oaf- 


d'ailleurs ,  on  s'arrête  dans  chaque  ligne  et  dans  chaque  colonne 
du  Tableau  précédent,  lorsque  la  factorielle  primaire  devient 
égale  à  i . 

En  effet,  chacune  des  factorielles  primaires  ne  renferme  un 
nombre  premier  p  qu'une  seule  fois  ;  cherchons  l'exposant  h  de  p 
dans  la  ^'^™^  ligne  du  Tableau 

Mn),     0,(y,     e,(^-) 9,(1); 

on  aura,  par  définition. 

n 


n 
11 
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et,  par  suite, 
c'est-à-dire 

Par  conséquent,  en  faisant  la  somme  des  exposants  de  p  dans 
chaque  ligne  du  Tableau  précédent,  on  trouve 

p  pi          pi 

ce  qui  est  précisément  l'exposant  de  p  dans  le  produit  ni  des  n 
premiers  nombres.  c.  q.  f.  d. 

Si  l'on  pose 

e(/i)  =  ei(/i). 62(71). e3(/i).e4(/i)... , 
le  théorème  précédent  peut  s'écrire  sous  la  forme 

«:=e(«,.e(9.e(f;.e(-«).... 

Au  moyen  de  cette  formule,  et  en  partant  de  deux  limites  du 
produit  ni,  que  l'on  déduit  de  la  formule  de  Stirlog,  M.  Tcheby- 
CHEF  a  démontré  le  théorème  suivant,  l'un  des  plus  beaux  de 
l'Arithmétique  transcendante  (  *  )  :  Pour  2  a  >>  ^,  il  y  a  au  moins 
un  nombre  premier  compris  entre  a  et  {ia  —  2). 

Comme  corollaire,  on  a  la  proposition  suivante  {Journal  de 
Liouville,  2^  série,  t.  II)  : 

Le  produit  des  n  premiers  entiers  ne  peut  être  égal  à  une 
puissance  d'un  nombre  entier j  ou  au  produit  de  puissances  de 
nombres  entiers.  En  effet,  il  j  a  au  moins  un  nombre  premier  qui 
n'entre  qu'une  seule  fois  comme  facteur  dans  le  produit  des  n 
premiers  nombres. 


(')  Ce  théorème  a  été  présenté  en  i85o  à  TAcadémie  des  Sciences  de  Saint- 
Pétersbourg.  —  Voir  Journal  de  Liouville,  t.  XVII,  le  tome  II  du  Cours  d'Al- 
gèbre supérieure  de  Serret,  et  divers  Mémoires  de  A.  de  Poliqnac,  dans  les 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 
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CHAPITRE  XXI. 

LES    DIVISEURS    DES    NOMBRES. 


Les  théories  qui  vont  suivre  supposent  que  les  nombres  que 
l'on  considère  sont  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers. 

206.  Codiviseurs  et  comultiples  des  nombres  décomposés.  — 
Nous  reprendrons  les  problèmes  que  nous  avons  résolus  pour  la 
recherche  des  codiviseurs  et  des  comultiples  de  plusieurs  nombres, 
en  supposant  que  les  nombres  sont  décomposés.  Cherchons  d'abord 
le  plus  grand  codiviseur  de  plusieurs  nombres;  pour  cela,  on  con- 
sidère tous  les  nombres  premiers  différents  qui  se  trouvent  dans 
les  décompositions  des  nombres  donnés,  et  Ton  supprime  tous 
ceux  qui  ne  se  trouvent  point  comme  facteurs  dans  tous  les  nom- 
bres donnés;  après  cette  opération,  s'il  ne  reste  aucun  facteur 
premier,  les  nombres  n'ont  aucun  codiviseur.  Dans  le  cas  con- 
traire, soit  a  un  nombre  premier  contenu  dans  chacun  des  nom- 
bres donnés  ;  désignons  par  cl'  l'exposant  choisi  parmi  tous  les 
exposants  de  a,  de  telle  sorte  qu'il  n'y  en  ait  pas  de  plus  petit; 
soient  p^,  y',  . .  •  les  exposants  de  b^  c,  .  ..  ,  choisis  de  la  même 
manière;  le  plus  grand  codiviseur  cherché  est 

D  =  a^'  b^'  cY  ..     . 

En  effet,  pour  qu'un  nombre  soit  divisible  par  un  autre,  il  faut 
et  il  suffît  que  le  premier  contienne  tous  les  facteurs  du  second 
avec  des  exposants  au  moins  égaux  à  ceux  qu'ils  ont  dans  le  second 
des  nombres  donnés. 

On  détermine  d'une  façon  analogue  le  plus  petit  comultiple  de 
plusieurs  nombres  décomposés.  On  prend  chacun  des  facteurs 
premiers  qui  entrent  dans  l'un  quelconque  des  nombres  donnés 
avec  un  exposant  égal  à  celui  dont  il  est  affecté  dans  le  nombre  qui 
le  contient  avec  le  plus  grand  exposant. 
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Exemple  I.  —  Si  un  nombre  est  une  puissance  d'exposant  n,  les  expo- 
sants des  facteurs  premiers  qu'il  contient  sont  des  multiples  de  n,  et 
réciproquement. 

Exemple  II.  —  Si  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux  est  une  puissance,  chacun  d'eux  est  une  puissance  de  même 
exposant. 

Exem.ple  III.  —  Si  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux 
deux  à  deux  est  le  double,  le  triple,  le  quadruple,  le  quintuple  d'une 
puissance,  l'un  des  facteurs  est  le  double,  le  triple,  le  quadruple,  le  quin- 
tuple d'une  puissance  de  même  exposant,  et  les  autres  facteurs  sont  des 
puissances  de  même  exposant. 

Si  le  produit  est  une  puissance  multipliée  par  un  nombre  A  contenant 
plusieurs  facteurs  premiers  différents,  la  décomposition  peut  se  faire  de 
diverses  manières.  Ainsi,  par  exemple,  si  le  produit  de  plusieurs  nombres 
premiers  entre  eux  deux  à  deux  est  le  sextuple  d'un  carré,  l'un  des  fac- 
teurs est  le  sextuple  d'un  carré  et  les  autres  sont  des  carrés;  ou  bien, 
l'un  est  le  double  d'un  carré,  un  autre  le  triple  d'un  carré,  et  les  autres 
sont  des  carrés. 

Exem,ple  IV.  —  Si  l'on  désigne  par  Pi  le  produit  de  n  nombres  entiers, 
par  P2  le  produit  des  plus  grands  codiviseurs  de  tous  ces  nombres  pris 
deux  à  deux,  par  P3  le  produit  des  plus  grands  codiviseurs  de  tous  ces 
nombres  pris  trois  à  trois,  . . . ,  par  P„  le  plus  grand  codiviseur  de  tous 
ces  nombres,  le  plus  petit  comultiple  m  des  n  nombres  donnés  a  pour 
expression 

PiP.P.  ... 
'"^P.P.Pe...* 

Soit  p  un  diviseur  premier  des  nombres  donnés  a,  b,  c,  . . .,  l  ;  dési- 
gnons par  a,  p,  Yj  •  •  • ,  ^  les  exposants  positifs  ou  nuls  des  puissances  dep 
contenues  dans  ces  nombres,  et  par  er  l'exposant  de  p  dans  P,.;  si  l'on  sup- 
pose les  nombres  donnés  rangés  de  telle  sorte  que  les  exposants  a,  p,  y,  • .  •  ,X 
ne  soient  pas  croissants,  on  voit  que  l'exposant  er  de  p  dans  chacun  des 
produits  P,.  est 

ei  =  a-+-p+    Y-*~    ^"+"    e  +  --.» 

Cj=  P-l-2YH-38-+-4e-f-. . ., 

e^=  8  -f-  4  e  H-  . . . , 

65  —  e  -+-... , 


Par  conséquent,   l'exposant  de  p  dans  la   valeur  de    m,   fournie   par 
l'énoncé,  est 

Cl  —  «2  +  ^3  —  «4  -H  «5  —  •    •  '- 
E.  L.  —  I.  24 
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et,  puisque  la  somme  alternée  des  coefficients  du  binôme  est  nulle,  l'expo- 
sant àep  dans  m  est  égal  à  a. 

Exemple  V.  —  Mettre  les  nombres  a  e,\.  b  sous  les  formes 

a~  a^a^,         b  =  b^b^, 

a\  et  bi  n'ayant  que  des  facteurs  premiers  diviseurs  de  a  et  de  b,  et  de 
plus  «2  étant  premier  k  b  eX,  b^  premier  à  a. 

En  supposant  les  nombres  a  cl  b  décomposés  en  leurs  facteurs  premiers, 
la  solution  est  immédiate;  mais  on  peut  encore  résoudre  le  problème  sans 
connaître  les  décompositions  de  a  et  6  en  facteurs,  par  des  opérations  de 
plus  grand  codiviseur.  Désignons  par  a'  et  b'  les  quotients,  premiers 
entre  eux,  de  a  et  de  6  par  leur  plus  grand  codiviseur  D  ;  par  a"  le  quo- 
tient de  a'  par  le  plus  grand  codiviseur  Ai  de  a'  et  de  D  ;  par  à"  le  quo- 
tient de  a!'  par  le  plus  grand  codiviseur  A2  de  a"  et  de  Ai,  et  ainsi  de 
suite,  et  de  même  pour  b.  On  a,  en  supposant  A3  =:  i  et  63=  i, 

a  =  a"'.D.Ai.A2, 
6  =  è'".D.Bi.B2. 

Exemple  VI.  —  S'il  existe  des  nombres  entiers  x,  y,  z  qui  vérifient 
l'équation 

(i)  xP-^yP-^  zP  =  0^ 

où  l'on  suppose/»  premier  impair,  et  x,y,  z  premiers  entre  eux  deux  à 
deux,  aucun  des  nombres  x,y,  z  ne  peut  être  premier  ou  égal  à  une  puis- 
sance quelconque  d'un  nombre  premier. 

On  a  deux  cas  à  considérer,  suivant  que  le  produit  xyz  est  ou  n'est  pas 
divisible  par/>.  Lorsque  le  produit  xyz  n'est  pas  divisible  par/?,  on  pose, 
d'après  V Exemple  IV  du  n°  192, 

y -\- z   =aP,  z-\-x    =  bP,  x -^ y    =  cp 

et 

yP-\-zP  zP-hxP       „  xP-^yP 

y  -^  z  z  -h  X        '  X  "{-y         ' 

alors,  on  a 

x=  —  aa,        y=.  —  b^,        z  =--  —  €-(, 

et  les  nombres  a  et  a  sont  premiers  entre  eux,  ainsi  que  b  et  p,  et  que 
c  et  Y«  On  en  déduit 

IX  =  bP  -{-  cP—  aP, 

ly  =  cP  -{-  aP  —  bP, 

7.Z  =  aP-\-  bP  —  cP. 
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Si  l'un  des  nombres  a?,  y,  z  est  divisible  par  p,  on  peut  supposer  que  z 
est  divisible  par  p^  et  non  par  une  puissance  de  p  de  plus  grand  ex- 
posant; on  trouve 

y -^  z    =  aP,  z--~x    —bPy  x -v y  —p^P-'^cP 

et 

yP  -^  zP  zP  -\-  xP       ^  xP  -h  yP 

alors  on  a 

x=^  —  aa,        y=s—b^,        z  =  —p^c-(, 
et,  par  suite, 

IX  ^zptp-^cP—aP-^bP, 

iy  —  py^p-i  cP-r-aP—  bP, 

—  2Z=p'>P-^cP—aP~-bP. 

Les  formules  précédentes  ont  été  données  par  Legendre,  dans  le  but  de 
parvenir  à  la  démonstration  du  fameux  théorème  de  Fermât,  concernant 
l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  (i)  en  nombres  entiers.  On  trouve 
les  mêmes  formules  dans  la  lettre  d'ABEL  à  Holmboe,  du  24  juin  1828 
(Abel,  Œuvres  complètes,  2®  édition,  t.  II,  p.  264  et  265). 

Exemple  VII.  —  Trouver  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  d'un 
nombre  n  qui   divise  le  produit  des  M  premiers  nombres. 

Exemple  VIII.  —  Trouver  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  d'un 
nombre  n  qui  divise  le  produit  des  M  premiers  termes  d'une  progression 
arithmétique. 

207.  Nombre,  somme  et  produit  des  diviseurs  d'un  nombre  dé- 
composé. —   Soit  le  nombre 

n  =  a^b^ct . . .: 

tout  diviseur  de  n  a  pour  expression 

en  supposant 

a'  égal  à  l'un  des  (a  -+-  1  )  nombres  o,  i ,  2. . . . ,  a , 
P'     »  »  (?-+-•)         >•  0,1,2,..., p, 

f'     »  »  (y^-  •'        "         o,  1,2, . ..,  Y, 
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el  en  remplaçant  a^  par  i.  En  d'autres  termes,  tons  les  diviseurs 
de  n  se  trouvent  dans  le  produit  des  facteurs 


a  (a)  —  i  -H  a+  a2-j-  . 

.  .  -h  a^, 

a(è)  ^1+6-+-  62-+-  . 

..-^b^, 

a(c)  —  I-^c-^c2-^., 

.  .  -1-  cY , 

et  ne  s'y  trouvent  qu'une  seule  fois.  Par  suite,  le  nombi^e  y(/i),  de 
tous  les  diviseurs  de  a^b'^c'^ , .  .^  est  égal  à 

il)  v(^)=:(a  +  i)(P-M)(Y-l-i).... 

Ce  nombre  ne  dépend  que  des  exposants  a,  ^,  y,  ...  des  fac- 
teurs premiers  qui  entrent  dans  la  décomposition  du  nombre 
donné,  et  non  de  la  valeur  même  de  ces  nombres  premiers,  que 
l'on  suppose  inégaux  deux  à  deux. 

Mais,  d'autre  part,  a-(a),  o-(Z^),  a-(c), représentent  des  pro- 
gressions géométriques  de  raisons  a,  è,  c,  ...  ;  par  conséquent,  la 
somme  a-(^)  de  tous  les  diviseurs  de  a^h^c^ ...  est  égale  au 
produit 

«5^+1  —  1       ^>P+1  — T      oY+1  — T 
(2)  a(/l)=     -— y; ; 


C  —  l 


Pour  obtenir  la  somme  des  parties  aliquotes  de  n  (n*^  15),  il 
suffît  de  retrancher  n  du  résultat  précédent. 

Pour  obtenir  la  somme  des  puissances  d' exposant  q  de  tous 
les  diviseurs  d^un  nombre  donné  n,  il  suffît  de  remplacer  res- 
pectivement a^b^c^  . . .,  par  a^,  ^^,  c^,  . . .,  dans  la  formule  (2). 

y 

Le  produit  des  diviseurs  de  n  est  égal  à  n^,  en  désignant  par  v 
le  nombre  des  diviseurs  ;  car  ceux-ci  se  groupent  deux  à  deux,  de 
lelle  sorte  que  leur  produit  est  n  pour /i  non  carré;  la  formule 
subsiste  pour  n  égal  à  un  carré. 

Exemple  I.  —  La  somme  des  inverses  des  puissances  d'exposant  q  de 
tous  les  diviseurs  d'un  nombre  donné  n  est  égale  à  la  somme  des  puissances 
^i.-.nes  ^g  ^Q^g  igg  diviseurs,  divisée  par  ni. 

Exemple  II.  —  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombre  n 
en  un  produit  de  deux  facteurs,  en  ne  tenant  pas  compte  de  l'ordre  des 
facteurs  ? 

Si  le  nombre  n  n'est  pas  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  si  l'un  des  expo- 
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santsa,  ^,y.  .  .  .,  des  facteurs  premiers  qu'il  contieut  est  impair,  le  nombre 
de  manières  de  le  décomposer  en  un  produit  de  deux  facteurs  est  égal  à 

i(a  +  i)(p-4-i,)(Y-+-n...; 

si  le  nombre  donné  n  est  un  carré  parfait,  c'est-à-dire  si  les  exposants 
*?  P>  Y)  •  •  •>  sont  tous  pairs,  le  nombre  des  manières  de  le  décomposer  en 
un  produit  de  deux  facteurs  est  égal  à 

i  +i(a  +  i)(?-M)(Y^-i).... 

Exemple  III.   —    De    combien   de    manières   peut-on  décomposer    le 

nombre  n  =  a^b?c'ï en  un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre 

eux,  sans  tenir  compte  de  l'ordre  des  facteurs  ? 

Ces  différents  produits  s'obtiennent  en  combinant  chacun  des  termes  g 
du  produit 

(i -H  a«)  (  1  + 6P)  (14- cY  ) . . . , 

avec  le  facteur  associé  -  ;    par  suite,  si  v  désigne  le  nombre  des  facteurs 

premiers  différents  a,  b,  c,  . . .,  contenus  dans  n,  le  nombre  de  ces  dé- 
compositions est  égal  à  2^-1, 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  des  diviseurs  d'une  puissance  est  premier  à 
l'exposant  de  la  puissance. 

En  effet,  si  le  nombre  n  -=  cx'^ b^ cJ  . . .  est  une  puissance  d'exposant  q, 
tous  les  exposants  a,  ^,  y,  ...   sont  des  multiples  de  q  et  le  nombre  des 

diviseurs 

(a  +  i)(p  +  i)(Y-hi)... 

est  nécessairement  un  multiple  de  q  augmenté  de  l'unité. 

Exemple  V.  —  Trouver  toutes  les  formes  de  nombres  admettant  des 
diviseurs  en  nombre  donné,  ainsi  que  le  plus  petit  de  ces  nombres. 

Exemple  VI.  —  Pour  qu'un  nombre  soit  égal  au  produit  de  ses  parties 
aliquotes,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

n  =  n^     , 

d'où  V  —  4-  Il  faut  donc  que  ce  nombre  soit  égal  au  cube  d'un  nombre  pre- 
mier, ou  au  produit  de  deux  nombres  premiers  inégaux. 

On  trouverait  de  même  tous  les  nombres  n  dont  le  produit  des  diviseurs 
est  une  puissance  donnée  de  n. 

Exemple  VII.  —  Trouver  les  sommes  des  produits  deux  à  deux,  trois 
à  trois,  etc.,  des  diviseurs  d'un  nombre  donné. 

Exemple  VIII.  —  Si  S(/i)  est  la  somme  des  restes  du  nombre  entier  n, 
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divisé  par  chacun  des  entiers  qui  le  précèdent,  etc'(n)  la  somme  des  divi- 
seurs de  n,  on  a  la  formule 

(!)  S(/i)-Ha'(n)  ^  S(/i  — i)-h27i  — I. 

En  effet,  soit  a  un  entier  plus  petit  que  n  et  r^,  ^^  ^^^  restes  de  la  divi- 
sion de  71  et  de  (/i  —  i)  par  a.  Si  a  n'est  pas  un  diviseur  de  n,  on  a 

et  si  a  est  un  diviseur  de  /i,  on  a  ra=  o,  par  suite 

Si  l'on  donne  à  a  les  valeurs  i,i,  . . .  ( n  —  i),  et  si  l'on  fait  la  somme, 
en  observant  que  r„_i  =  i,  on  obtient  la  formule  demandée. 

Si  dans  la  formule  (i)  on  remplace  n  par  i,  2,  3,  ....  /i,  et  si  l'on  fait  la 
somme  des  égalités  obtenues,  on  trouve 

a'(i)-i-cr(2)-h(3'(3)^  ...-i-a'(/?.}  ==  ^2— S(/2). 

208.  Nombres  parfaits.  —  On  appelle  nombre  parfait  un 
nombre  égal  à  la  somme  de  ses  parties  aliqnotes.  Euclide  a  in- 
diqué la  seule  méthode  actuellement  connue  pour  trouver  des 
nombres  parfaits  {Liv.  IJC,  Prop.  36).  Soit  le  nombre 

n  =  iP-'^b, 

dans  lequel  b  désigne  un  nombre  premier;    en   égalant  à  in  la 
somme  des  diviseurs  de  /^,  on  trouve 

b  ^-xP—x. 

Par  suite ,  on  obtient  des  nombres  parfaits  au  moyen  de  la 
formule 

(î)  Ep=r   2^-1(2/^—1), 

mais  seulement  dans  le  cas  où  le  second  facteur  est  premier. 

Pour  que  [iP —  i)  soit  premier,  il  faut  que  l'exposant  p  le  soit 

aussi,   car  le  binôme  (2/'^ — i)  est  divisible  par  [iP — i)  et  par 

(2^ —  i);  mais,  d'autre  part,  cette  condition,  qui  est  nécessaire,  n'est 

pas  suffisante,  puisque 

aii_i  =  9.3  X  89. 

Le  Tableau  suivant  contient  toutes  les  valeurs  actuellement 
connues  du  nombre  premier/?  jusqu'à  257,  pour  lesquelles  {iP —  1) 
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esl  un  nombre  composé  ;  la  colonne  d  désigne  le  plus  petit  diviseur 
de  ces  nombres.  Les  résultats  qui  correspondent  aux  quatre  pre- 
mières valeurs  de  p  étaient  connus  de  Fermât  ;  le  facteur  d 
pour/)  =  l\\  a  été  donné  par  Plana;  les  quatre  suivants  ont  été 
donnés  par  Landry  et  les  autres  par  M.  Le  Lasseur.  On  les  vérifie 
rapidement  en  calculant  par  congruences  (n**  34). 


P- 

d. 

P- 

d. 

P- 

d. 

P- 

d. 

II 

23 

47 

235i 

97 

1x447 

211 

i5i93 

23 

47 

53 

636i 

ii3 

3391 

223 

18287 

n 

233 

59 

179951 

i3i 

263 

233 

1399 

37 

223 

73 

439 

i5i 

18  121 

239 

479 

4i 

13  367 

79 

2687 

179 

359 

25 1 

5o3 

43 

43i 

83 

167 

191 

383 

— 

~ 

On  ne  connaît  aucun  nombre  parfait  impair;  mais  on  peut 
démontrer  qu'iï  n^ existe  pas  d^ autres  nombres  parfaits  pairs 
que  ceux  qui  sont  renfermés  dans  la  formule  d'Euclide  (1). 
En  effet,  soit 


si  n  est  un  nombre  parfait,  on  aura 

2a-»-i^»PcY...  -r(2a+i— 1)  (1-4-6 -^. 
OU  bien 


6PcY... 


b^çy  ... 


3-^0-6 


ôP)(i 


-f-6?)(i-f-c 


cY)... 


cY) 


Mais  le  second  membre  étant  entier,  il  en  est  de  même  du  pre- 
mier membre,  dont  le  second  terme  prend  la   forme   b^c^' 

Par  conséquent,  le  nombre  des  termes  du  second  membre 


(P4-i)(Y  +  .) 


o, 


doit  se  réduire  à  deux,  comme  le  premier;  ainsi,  p=i,  y 
8  :=  o,  . . .,  et  l'on  trouve  /i  =  2*6. 

Les  nombres  parfaits  actuellement  connus  correspondent  à  la 
formule 

Ep=2/^-»(2/'—  I}, 


376  LIVRE     III.    —    LA     DI  VISIBILITH:    ARITHMETIQUE. 

pour  les  valeurs  de  p 

2,  3,  5,  7,  i3.  17,  19,  3i,  61. 

L'étude  des  nombres  parfaits  semble  archaïque,  comme  celle  des  nombres 
aliquotaires  et  des  nombres  amiables,  dont  nous  parlons  plus  loin.  Mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  a  donné  naissance  aux  principaux  travaux 
de  Fermât  et,  par  suite,  à  l'Arithmétique  supérieure.  Au  sujet  des  nombres 
parfaits  impairs.  Descartes  écrivait  à  Frénicle,  le  20  décembre  i638  : 
«  ...  et  je  ne  sais  pourquoi  vous  jugez  qu'on  ne  saurait  parvenir  par  ce 
moyen  à  l'invention  d'un  vrai  nombre  parfait;  que  si  vous  avez  une  démon- 
stration, j'avoue  qu'elle  est  au  delà  de  ma  portée  et  que  je  l'estime  extrê- 
mement; car,  pour  moi,  je  juge  qu'on  peut  trouver  des  nombres  impairs 
véritablement  parfaits.  »  (Voir  n°  229,  Ex.  V  et  YI.) 

Il  reste  donc  à  étudier  la  nature  des  nombres  (2^ —  1)  pour  les 
valeurs 

67,     7ï>     89,     loi,     io3,     107,     109,     127,     137,     139,     149,     167, 
i63,     167,     173,     181,     193,     197,     199,     227,     229,     241,     25;; 

cependant,  nous  pensons  avoir  démontré  par  de  très  longs  calculs 
qu'il  n'existe  pas  de  nombres  parfaits  pour  jo  =  67  et  /?  =  89. 

Dans  la  Préface  des  Cogitata  physico-mathematica  (Paris, 
1644))  Merse]V]\e  affirme  que  les  nombres  parfaits  correspondent,* 
en  dehors  des  valeurs  précédentes,  kp  =  67,  127,  267,  et  qu'il  n'ei> 
existe  pas  d'autres  pour  p  <|  25^  ;  cependant,  il  ne  donne  pas  la 
valeur/)  =  61 .  Quoi  qu'il  en  soit,  il  résulte,  de  ce  curieux  passage, 
que  Mersenne  était  en  possession  d'une  méthode  importante  dans 
la  théorie  des  nombres  premiers;  mais  cette  méthode  ne  nous  est 
pas  parvenue. 

Après  avoir  traité  des  nombres  aliquotaires  et  des  nombres  amiables,. 
Mersenne  ajoute  : 

«  Ubi  fuerit  operse  pretium  advertere  XXVill  numéros  a  Petro  Bungo 

pro  perfectis  exhibitos,  capite  XXVIII,  libri  de  Numéris,  non  esse  omnes 

perfectos,  quippe  20  sunt  imperfecti,  adeunt  solos  octo  perfectos  habeai, 

videlicet 

6, 

28, 

8128, 

335  5o336, 

85898  69056, 

i3  74386  91328, 

23o5  84300  81399  52128, 
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qui  sunt  c  regione  tabulae  Bungi  i,  2,  3,  4,  8,  10,  12  et  29;  quique  soli 
perfecli  sunt,  ut  qui  Bungum  habuerint,  errori  medicinam  faciant. 

»  Porrô  numeri  perfecti  adeo  rari  sunt,  ut  undecim  dumtaxat  potuciiiil 
hactenus  inveniri;  hoc  est,  alii  très  a  Bungianis  différentes  :  nequc  cnini 
ullus  est  alius  perfectus  ab  illis  octo,  nisi  superes  exponentem  numerum  62, 
progressionis  duplae  ab  i  incipientis.  —  Nonus  enim  perfectus  est  potestas 
exponenlis  68  minus  i.  —  Decimus,  potestas  exponentis  128,  minus  1. 
—  Undecimus  denique,  potestas  258,  minus  i,  hoc  est  potestas  i5y,  unitate 
decurtata,  multiplicata  per  potestatem  256. 

»  Qui  undecim  alios  repererit,  noverit  se  analysim  omnem,  qua;  fuerit 
hactenus,  superasse  :  memineritque  interea  nullum  esse  perfectum  à  17000 
potestate  ad  82000;  et  nullum  potestatum  intervallum  tantum,  assignari 
posse,  quin  detur  illud  absque  perfectis.  Veibi  gratia,  si  fuerit  exponens 
I  o5oooo,  nullus  erit,  numerus  progressionis  duplae  usque  ad  2090000,  qui 
perfectis  numeris  serviat,  hoc  est  qui  minor  unitate,  primus  exstat. 

»  Unde  clarum  est  quàm  rari  sint  perfecli  numeri,  et  quàm  merito  viris 
perfectis  comparentur;  esseque  unam  ex  maximis  totius  Matheseos  diffi- 
cultatibus,  prœscriptam  numerorum  perfectorum  multitudinum  exhibere; 
quemadmodum  et  agnoscere  num  dati  numeri  i5,  aut  20  caracteribus 
constantes,  sint  primi  necne,  cùm  nequidem  sseculum  intcgrum  huic  exa- 
mini,  quocumque  modo  hactenus  cognito,  sufficiat.  » 

209.  Tables  de  la  somme  des  diviseurs.  —  Euler  a  donné  une 
Table  de  la  somme  des  diviseurs  des  premiers  nombres  (*).  En 
désignant  la  somme  des  diviseurs  de /i  par  ^(n),  on  a,  suivant  une 
remarque  de  Descartes,  pour  des  entiers  a^  b,  c,  ...,  premiers 
entre  eux  deux  à  deux, 

cf(abc.. .)  ==  (^(a).<f{b).:f(c). . .  ; 

en  désignant  le  nombre  des  diviseurs  de  n  par  v  (n),  on  a  aussi, 
dans  les  mêmes  conditions, 

y  (abc.  ..)  =  v(a).v(^).v(c).... 

La  Table  d'EuLER  donne  ^(a),  ^{a-),  <3'(a'\  ...  pour  tous 
les  nombres  premiers  jusqu'à  1000,  et  les  sommes  d  sont  décom- 
posées en  leurs  facteurs  premiers.  En  outre,  elle  contient,  pour 
les  plus  petites  valeurs  de  a,  les  sommes  (3'(a°')  pour  de  plus  grandes 
valeurs  de  a  et  ainsi  pour  a  =  2,  jusqu'à  a  =  36.  Ainsi  ces  Tables 


(')  Elle»,  Op.  Ârith.  Coll.,  \,  p.  lo'i-iog  et  l'j;. 
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donnent,  pour  diverses  valeurs  de  a  et  de  a,  les  décompositions 
en  facteurs  premiers  de  nombres  appartenant  à  la  forme  (a"^ —  i). 

Dans  l'opuscule  Ohservatio  de  summis  dwisorum,  qui  con- 
tient des  recherches  très  intéressantes  sur  la  partition  des  nombres, 
EuLER  donne  encore  le  Tableau  de  la  somme  des  diviseurs  des 
cent  premiers  nombres. 

Ces  Tables  ont  été  étendues  par  Reuschle  et  surtout  par  Landry 
qui  a  donné  toutes  les  décompositions  de  (2°' ±:  i),  jusqu'à  a  ^64, 
en  exceptant  le  seul  nombre  (2^*  -\-  i).  Depuis,  M.  LELAssEURa  ap- 
pliqué une  nouvelle  méthode  de  décomposition  des  grands  nombres 
en  facteurs  premiers,  dont  on  retrouve  l'origine  dans  la  correspon- 
dance de  Fermât.  En  se  servant  de  l'identité  d'AuRiFEuiLLE 

il  a  reculé  considérablement  les  limites  des  Tables  précédentes. 

210.  Nombres  aliquotaires.  —  On  appelle  nombres  aliquotaires 
les  entiers  qui  ont  un  rapport  simple  avec  la  somme  de  leurs  par- 
ties aliquotes  (n**  15).  Autrefois,  on  appelait  nombre  abondant  un 
entier  plus  petit  que  la  somme  de  ses  parties  aliquotes,  et  nombre 
déficient  un  entier  plus  grand  que  cette  somme. 

Supposons  que  l'on  veuille  trouver  des  entiers  qui  soient  sous- 
doubles  de  la  somme  de  leurs  parties  aliquotes,  c'est-à-dire  tels 
que  l'on  ait 

a'(/z)  =  37i; 

si  l'on  prend  pour  n  la  valeur  n=  i^bcd. . .,  dans  laquelle  b,  c, 
d,  . . .  sont  des  nombres  premiers  impairs,  inégaux  deux  à  deux, 
on  devra  poser 

{i^+i—i){b-h-i){c-i-i){d-hi)...  =  3.i^bcd.... 

Celte  équation  est  impossible  pour  a  1:=  i ,  car  on  en  conclurait 

(6-!-i)(c-4-i)(c?-i-i). ..  =  ibcd...  ; 

et,  puisque  b,  c^  d,  ...  sont  impairs,  le  nombre  des  facteurs,  pre- 
miers et  impairs,  de  n  se  réduirait  à  un  seul,  b,  d'où  l'on  tirerait 
^  =  I .  De  même  pour  a  =  2,  on  aurait 

7  (^  4-i)(c-m)(û?h- 1). . .  ==i26cû?. . .  ; 
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donc,  en  supposant  b  =  7,  l'équation  serait  impossible  par  con- 
gruencc  pour  le  module  8. 
En  supposant  a  =  3,  on  aura 

5(^»-<-i)(c-!7i)(c?-M)...  =^bcd.... 

d'où  ^  =  5,  c  i==  3  ;  alors  n  ne  peut  contenir  plus  de  deux  facteurs 
premiers  et  impairs  et  l'on  a 

n  —  2^.3.5  =  120. 

En  supposant  a  =r  4j  on  est  conduit  à  une  impossibilité  de  con- 
gruence  suivant  le  module  82  ;  mais  pour  a  ==  5,  on  trouve  Tunique 
solution 


Les  hypothèses  a  =  6  et  a  =  7  conduisent  à  des  impossibilités 

par  congruences   suivant  le  module  2*+*  ;  mais,  pour  a  =  8,  on 

trouve 

n  —  28.5.7.19.37.73. 

En  poursuivant  cette  recherche,  on  trouve  les  nombres  suivants 
qui  sont  sous-doubles  de  leurs  parties  aliquotes 

2»  .3.  5, 
1^  .3.  7, 
2»  .5.  7.19.  37.  73. 

29    .3.11.31, 
2^3. 3. II. 43. 127, 

2**. 5.  7.19.  3i.i5i. 

Ces  nombres  se  trouvent  dans  les  écrits  de  Descartes  et  de  Fer- 
mat,  et,  puisqu'on  n'y  en  rencontre  pas  d'autres,  il  est  probable 
que  leur  méthode  de  recherche  ne  différait  pas  de  celle  que  nous 
venons  d'exposer. 

Pour  trouver  des  nombres  sous-triples  de  leurs  parties  aliquotes, 
on  peut  employer  l'une  des  propositions  suivantes,  faciles  à  dé- 
montrer : 

I.  Si  un  nombre  est  un  sous-double  et  n'est  pas  divisible  par  3, 
son  triple  est  un  sous-triple. 

II.  Si  un  sous-double  est  divisible  par  3,  sans  l'être  par  5  et 
par  9,  le  produit  du  sous-double  par  45  est  un  sous-triple. 
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III.  Si  un  soiis-tlouble  est  divisible  par  3,  sans  l'être  par  7, 
9  et  i3,  son  produit  par  8.7.13  est  un  sous-triple. 

Ainsi,  on  trouve  en  particulier  les  sous-triples  2^.3^.5.7  =  3o24o 
et  2=^.32. 5.7.13  =  32760,  qui  ont  été  donnés  par  Descautes. 

Exemple  I. —  Vérifier  que  les  deux  nombres  suivants,  qui  ont  été  indi- 
qués par  Fermât,  sont  des  sous-quadruples 

2''  .3*. 5  .   7  .112.17. 19, 
2io.3*.5  .   72. 1x2. 19.23.   89, 
217.5  .72.13  .192.37.73.127, 
220.33.5  .   72. 132. 19.31.   61.127.337. 

Exemple  II.  — Vérifier  que  les  deux  nombres  suivants,  qui  ont  été  indi- 
qués par  Fermât,  sont  des  sous-quintuples 

223.3^53.7^11,132.172.31.41.61.241.307.467.2801, 
227.3^.53.7.11.132.19.29.31.43.  61. 1x3. 127. 

Exemple  III.  —  Vérifier  que  les  sommes  des  diviseurs  des  cubes  de  7  et 
de  75  X  53o  sont  des  carrés  parfaits. 

Exemple  IV.  —  Trouver  des  nombres  qui  surpassent  de  deux  unités 
la  somme  de  leurs  parties  aliquotes. 

Si  (2«^-}-i)  est  premier,  ce  qui  nécessite  que  ti  soit  une  puissance  de  2,1e 
nombre 

2«-l(2«-f-l) 

possède  la  propriété  énoncée,  et  ainsi,  par  exemple,  pour  n  =  2,  4,  8,  16. 

Exemple   V.  —  Démontrer  que  le  plus  petit  nombre  abondant  et  im- 
pair est  33.5.79. 

211.  Nombres  amiables.—  On  appelle  ainsi  un  groupe  de  deux 
nombres  tels  que  cbacun  d'eux  soit  égal  à  la  somme  des  parties 
aliquotes  de  l'autre,  de  telle  sorte  que  si  p  et  q  désignent  ces  deux 
nombres  on  a 

Pour  trouver  des  couples  de  nombres  amiables,  on  peut  supposer 
p  =  2."^a^        q  =  2'^bc, 

cij  b,  c,  étant  premiers  impairs;  par  suite, 

('i«-hi_  ,)(a  4-  i)  =  (2«+i—  1)  (6  H-  1)  (c-v  1)  =  2«(a  -\-bc); 
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d'où  Ton  lire 

a  =  bc-\-  b  -\-  c, 
et,  en  éliminanl  a, 

(6  — 2«-l-  I)(C  —  2«H-l)  =  22". 

Donc,  pour  a  <;  /2,  on  en  dédiiil 

ô  =  2" —  I  -h  2"-«, 
c  =  2«—  I +  2«+a, 
a  =  (2a_Hi)2  22«-a—  i, 

avec  les  conditions  que  a,  6,  c  soient  des  nombres  premiers  ;  par 
suite,  a  est  impair,  sans  cela  a  serait  composé. 

Pour  a  =  1 ,  on  trouve  une  première  forme  dénombres  amiables, 
en  supposant 

a  =  32.22«-i—  I, 

6  =  3. 2«-i  —  1 , 

c  =  3    .  2'^         —  1  . 

Si  l'on  donne  à  n  les  valeurs  successives  2,  3,  4,  .  • .,  en  ne  con- 
servant que  celles  pour  lesquelles  a,  6,  c  sont  premiers,  il  reste 
les  trois  solutions 


n. 

a. 

2 

71 

4 

ii5i 

7 

73727 

5 

23 

J91 


c. 

/>• 

n- 

Il 

284 

220 

47 

18416 

17296 

383 

9437056 

9363584. 

M.  Le  Lasseur  a  constaté  qu'il  n'existe  pas  d'autres  couples  de 
nombres  amiables  de  cette  forme  pour  /i  <^  35. 

On  ne  peut  supposer  a=  3;  car,  dans  ce  cas,  l'un  des  nombres 
^  ou  c  serait  une  différence  de  deux  carrés;  il  reste  à  étudier  les 
cas  de  a  =  5,  7,  .  . .,  ce  qui  paraît  assez  difficile. 

EuLER  a  donné  une  table  de  61  couples  de  nombres  amiables; 
nous  citerons,  en  particulier,  les  deux  nombres  impairs 


35.72.13.19.53.6959        et        35.72.13.19.179.2087. 
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212.  Ordre  et  genre  des  nombres  composés.  —  Nous  dirons  que 
Vordre  d'un  nombre  composé  est  égal  à  la  somme  des  exposants 
des  facteurs  premiers  qu'il  contient;  ainsi  i  est  de  l'ordre  o;  tout 
nombre  premier  est  de  l'ordre  i  ;  le  produit  de  deux  nombres  pre- 
miers égaux  ou  inégaux  est  de  l'ordre  2,  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
d'ailleurs  généraliser  cette  notion  et  remplacer  les  nombres  pre- 
miers par  un  système  quelconque  d'entiers  premiers  deux  à  deux, 
en  nombre  limité  ou  illimité.  11  est  d'ailleurs  évident  que  l'ordre 
d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  facteurs. 

On  peut  se  borner  à  ranger  les  nombres  en  deux  groupes,  et 
nous  dirons  qu'un  nombre  est  du  genre  o  ou  du  genre  i,  suivant 
que  son  ordre  est  pair  ou  impair;  ainsi,  le  genre  d'un  nombre 
quelconque  s'obtient  en  prenant  le  reste  du  nombre  qui  repré- 
sente l'ordre  par  le  module  2.  On  comprend  que  l'on  pourrait 
ranger  les  nombres  en  3^  4?  •  •  •  groupes,  en  prenant  les  restes 
de  l'ordre  suivant  le  module  3, 4i  —  Mais,  pour  ce  qui  va 
suivre,  nous  nous  bornerons  à  la  répartition  des  nombres  en  deux 
groupes. 

Soit  un  polynôme 

A  =  «0  -t-  ^1  -t-  «2  ■+  •  •  •  -+-  <^a» 

composé  de  (a  -H  1)  termes  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  mais 
non  nuls;  désignons  par  posA  la  somme  des  termes  positifs  et 
par  négA,  la  somme  des  termes  négatifs,  pris  en  valeur  absolue, 
on  a  évidemment 

posA  -h  négA  =  A. 

Considérons  un  second  polynôme 

B  ~  60 -^  61+  63-1-. .  .4-  6p, 

nous  aurons,  avec  des  notations  analogues, 

posB  -\-  négB  =  B; 

faisons  le  produit  du  polynôme  A  par  les  termes  successifs  du  po- 
l}nôme  B,  nous  obtenons  un  polynôme  contenant  des  termes  tous 
dissemblables,  en  nombre  (a  -}-  i)  (^  +  1)  ;  désignons  par  posAB 
et  négAB  les  sommes  des  termes  positifs  et  des  termes  négalifs 
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du  produit  AB,  on  trouve  facilement,  par  la  règle  des  signes,  les 
formules  (  '  ) 

pos  AB  =  posA  posB  -+-  négA  négB, 

négAB  =  posA  négB  ■+-  négA  posB. 

On  a  donc  l'identité  {-) 

(i)  pos  AB  ■+-  z  négAB  =  (posA  -+-  s  négA)  (posB  -+-  s  négB), 

dans  laquelle  on  remplace,  dans  le  second  membre  développé, 
£2  par  I ,  en  égalant  ensuite  les  coefficients  de  £  et  les  termes  qui 
rie  le  contiennent  pas.  Il  est  facile  d'étendre  cette  formule  à  un 
nombre  quelconque  de  polynômes  A,  B,  C,  .  .  .  .  Si  l'on  remplace  £ 
par  I,  le  premier  membre  et  chacun  des  facteurs  du  second 
membre  de  l'identité  (i)  représentent  les  sommes  des  termes  du 
produit  ABC. .  .  et  de  chacun  des  facteurs;  si  l'on  remplace  s 
par  —  I ,  le  premier  membre  et  les  facteurs  du  second  représentent, 
pour  chacun,  la  somme  des  termes  positifs,  diminuée  de  celle  des 
termes  négatifs.  En  particulier,  si  l'un  des  facteurs  est  nul,  il  en 
est  de  même  du  produit. 

Au  lieu  de  supposer  que  pos  A  et  négA  représentent  la  somme 
des  termes  positifs  et  celle  des  termes  négatifs,  pris  en  valeur 
absolue,  on  peut  supposer  que  ces  symboles  représentent  respecti- 
vement le  nombre  des  termes  positifs  et  celui  des  termes  négatifs  ; 
l'identité  (i)  subsiste  encore.  Si  l'on  remplace  £  par  i,  le  premier 
membre  et  chacun  des  facteurs  du  second  représentent  les  nom- 
bres des  termes  du  produit  et  de  chacun  des  facteurs  ;  si  l'on  rem- 
place £  par  —  I ,  le  premier  membre  et  les  facteurs  du  second  re- 
présentent, pour  chacun,  le  nombre  des  termes  positifs,  diminué 
du  nombre  des  termes  négatifs.  En  particulier,  si  l'un  des  facteurs 
a  un  nombre  égal  de  termes  positifs  et  de  termes  négatifs,  il  en  est 
de  même  du  produit.  Ce  cas  se  présente  pour  les  polynômes 
alternés  d'indice  a  impair;  mais,  si  tous  les  polynômes  alternés 
sont  d'indice  pair,  le  nombre  des  termes  positifs,  diminué  du 
nombre  des  termes  négatifs,  est  égal  à  -i-  i  ou  à  —  i,  suivant  que 
le  premier  coefficient  «qî  ^o>  <^oj  •  •  •  de  chacun  des  facteurs,  et 
celui  du  produit  «o^o^o  •  •  '  est  pair  ou  impair. 


('  )  Ces  formules  sont  analogues  à  celles  qui  donnent  ces  (a  -f-  6)  et  sin(a  -f-  è), 
{')  Cette  formule  est  analogue  à  la  formule  de  Moivre. 
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i213.  Classifications  des  diviseurs.  —  Soit  un  nombre  quel- 
conque n  =  a^b^cy,..,  décomposé  en  ses  facteurs  premiers.  SI 
nous  posons 


A  =  I  -+-  a  -4-  «2  _(_  . , .  j-  a^^ 

B=l-i-b-h  62+...   -r-   èP, 

C  =  1  -+-  c  H-  c2  -^  . . .  -^  cY, 


nous  avons  vu  que  le  produit  ABC...  donne  tous  les  diviseurs 
de  n  ;  leur  somme  est  égale  au  produit  ABC . . . ,  et  leur  nombre 

est(a-f-i)(?  +  i)(T  +  i)..    . 
Posons  maintenant 

A'=i  — a  -f-  a2—  .  .  .  +  (_a)a, 
B'  =  I—  6-H62— ...4-(-6)P, 

G'  =  I  —  c  +  c2  —  . .  .  +  (—  c  )r, 


les  termes  positifs  du  développement  du  produit  A'B'C .  . .  con- 
tiennent un  nombre  pair  de  facteurs  et  sont  du  genre  o;  les  termes 
négatifs  contiennent  un  nombre  impair  de  facteurs  et  sont  du 
genre  i  ;  en  les  désignant  respectivement  par  Sq  et  par  8< ,  on  a  donc 

28o-+-S8i=  ABC... 
s8o-:s'Si=  A'B'C'...; 


d'ailleurs,  on  a 


T  — ^a+i              ,,        I  — f— a)a+i 
A  — ?         A'  = ^ ^^ — 


D'autre  part,  le  nombre  des  diviseurs  8o,  diminué  du  nombre 
des  diviseurs  8,,  est  égal  à  o  ou  à  i,  suivant  que  le  produit 
(a  4-  i)(p  H-  i)(Y  -I-  i) . . .,  qui  représente  le  nombre  des  diviseurs, 
est  pair  ou  impair. 

On  peut  se  proposer  de  répartir  en  deux  groupes  tous  les  divi- 
seurs d'un  nombre  n,  qui  sont  les  multiples  d'une  partie  aliquote 
dde  n.Soiid=  a^'b^'c^' . . .  ;  tous  les  multiples  de  d^  di  viseurs  de  n  , 
s'obtiennent  en  multipliant  d  par  tous  les  diviseurs  de  (/i  :  <i)  ;  si 
donc,  dans  les  formules  précédentes,  on  diminue  respectivement 
les  exposants  a,  fi,  y,  . . .  de  a',  P',  y',  •  •  -,  on  obtient  pour  8y  et  8, 
les  diviseurs  de  w,  multiples  de  c/,  qui  sont  ou  ne  sont  pas  du 
genre  de  d. 
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()ii  [)(  iil  réparlir  les  diviseurs  d'un  nombre  suivant  une  autre 
méthode,  en  groupant  tous  ceux  qui  donnent  le  même  résidu  pour 
un  module  donné  ;  mais  cette  classification  repose  sur  la  théorie 
des  racines  primitives,  que  nous  exposons  plus  loin.  Nous  nous 
bornerons  à  la  répartition  des  diviseurs  d'un  nombre  impair  par  la 
considération  des  modules  4  et  6,  et  nous  supposerons  que,  dans 
le  second  cas,  le  nombre  considéré  n'est  pas  divisible  par  3.  Dési- 
gnons par  A''  le  nombre  A  ou  le  nombre  A',  suivant  que  a  est 
congru  à-1-  I ,  ou  à  -^  I ,  pour  le  module  4  (oupour  le  module  6)  et  de 
même  pour  tous  les  autres  facteurs  premiers  \  désignons  par  /q  et 
par/*!  les  diviseurs  du  nombre  n  qui  sont  congrus  à  -f- 1  ou  à  —  i , 
pour  le  module  considéré  ;  on  aura  alors 

Vo+ V.  =  ABG.... 
Vu-S/i=A"B"C"...; 

par  addition  et  par  soustraction,  on  en  déduira  les  sommes  des 
diviseurs /o  et  y, . 

214.  Théorème  de  Dedekind.  —  Nous  nous  servirons  des  résul- 
tats qui  précèdent  pour  établir  plusieurs  propositions  importantes 
de  M.  Dedekikd.  Soit  n  ^=  a^b^cf .  .  ,  un  nombre  décomposé,  et 
considérons  le  développement 

{\  —  a){\  —  b)(i  —  c)...; 


abc. 

désignons  par  Oq  et  o,   les  diviseurs  qui  sont  du  même  genre  que 

-T ;   ce  produit  est  égal  à  Soq  —  So,  . 

Soit  S  une  partie  aliquote  de  n;  nous  formerons  tous  les  So  et 
tous  les  8i  qui  sont  multiples  de  o.  On  observera  que  les  Oq  et 
les  ûi  sont  les  multiples  de  a^~*  b^~^  cy~^ . . .;  par  conséquent,  si 
ces  diviseurs  sont  aussi  des  multiples  de  ô,  ce  sont  des  multiples 
du  plus  petit  comultiple  de  ô  et  de  {n'.abc. . .).  Soit  M  ce  plus 
petit  comultiple  ;  on  aura 

M  =  a^'^?'cY'..  .  , 

les  différences  a  —  a',  ^  —  g',  y  —  v',  . . .  sont  nulles  ou  égales  à  i  ; 
mais  l'une  d'entre  elles,  au  moins,   n'est  pas  nulle,  puisque  l'on 
E.  L.  -  I.  25 
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suppose  8  <<  ^-  Désignons  par  a',  b' ^  c',  ...  les  nombres  premiers 
pour  lesquels  cette  différence  n'est  pas  nulle;  les  diviseurs  ùq  et  o,, 
qui  sont  des  multiples  de  o,  sont  donnés  par  le  développement 

±M{i  —  a'){i  —  b'){i  —  c').... 

Par  conséquent,  les  diviseurs  Sq  et  S^  sont  en  même  nombre. 
De  là  ce  théorème  :  Si  8  désigne  une  partie  aliquote  d^  un 
nombre  n=^  a^b'^c^  . . . .,  les  diviseurs  de  n,  multiples  de  o  et  de 
( n',abc . . .),  se  partagent  en  deux  groupes  également  nom- 
breux, suivant  qu!ils  sont  ou  ne  sont  pas  du  genre  de  o. 

On  déduit  de  ce  théorème  diverses  conséquences.  Considérons, 
par  exemple,  la  fonction  G(/?)  définie  par  la  relation 

([)  F(i)  +  F(c^0  +  F(^2)-i-...-i-F(M)  =  G(/i), 

dans  laquelle  le  premier  membre  s'applique  à  tous  les  diviseurs 
de  n;  on  en  déduit  \di  formule  inverse 

{'!)  ~  F(/i)==2G(Ôo)-2G(8i), 

dans  laquelle  le  signe  de  sommation  du  second  membre  se  rap- 
porte à  toutes  les  valeurs  de  8o  et  de  Si  que  nous  venons  de  dé- 
finir. En  effet,  si  l'on  remplace  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (2)  chacune  des  valeurs  de  Sq  et  de  ô|  par  la  somme  des 
valeurs  de  F  qui  correspondent  à  tous  les  diviseurs  S  de  So  ou  de  S,, 
et  si  l'on  fait  la  somme  des  égalités  obtenues,  tous  les  termes  s'an- 
nulent deux  par  deux,  à  l'exception  de  ¥  {n). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  déterminer  l'expres- 
sion de  la  fonction  ^{n)  d'après  la  propriété  donnée 

(3)  cp(.)  +  cp(c?i)-f-cp(c/2)  +  ...  +  c?(^)=/i; 

11  nous  suffit  de  supposer  G(/i)  =  tï,  et  par  suite,  d'après  (2), 

(4)  9(n)  =  S8o-28,=  ^^^       (a-i)(6-i)(c-i).... 

Ainsi  les  formules  (3)  et  (4)  sont  inverses  l'une  de  l'autre;  et 
Tégalilé  (3)  caractérise  la  fonction  cp(/i)  de  n  que  l'on  appelle  l'in- 
dicateur de  n  (voir  le  Chapitre  suivant). 

Si  l'on  remplace  dans  la  formule  (i)  le  signe  d'addition  parle 
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signe  de  multiplication,  on  déduit  de  même  la  formule  inverse 

nGfSo) 


F(n) 


nG(8i) 


Prenons  pour  exemple  la  fonction  arithmétique  F(/i)  telle  que 
cette  fonction  soit  égale  à  p  pour  n  premier  ou  égale  à  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier,  et  égale  à  i  lorsque  n  est  divisible  par 
plusieurs  nombres  premiers  différents;  on  aura  évidemment 

F{i),F{d,).F(d,)...F{dn)  =  n. 

215.  Théorèmes  de  Liouville  et  de  Lejeune-Dirichlet.  —  Dési- 
gnons par  X  un  nombre  entier  et  positif,  par  f{x)  et  g{jo)  deux 
fonctions  de  ^,  et  posons 

,,  S   F(^)=./(i)+/(2)-/(3)+...+/(:r), 


X      X 


Si  a,  6,  c,  ...,  désignent  tous  les  diviseurs  de  ^,  les  nombres  -  '  t? 
->  ...  représentent  tous  ces  diviseurs  dans  un  autre  ordre.  On  a 


X 

c 

donc  l'identité 


j       gia)f{^)+g{b)f(-^)+g(c)f{ 

|=/(«)é'gj-/(è)^(f)-/(o)^(fj^.... 

Donnons  successivement  à  x  les  valeurs  i,  2,  3,  . . . ,  /z  et  fai- 
sons la  somme  des  égalités  obtenues.  Dans  la  somme  des  premiers 
membres,  on  trouve  ^(/>)  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

p,     2/?,     3/>,     ...,     qpp, 

en  désignant  par  ^^  l'entier  de  {n  Ip)-  Par  conséquent,  le  coeffi- 
cient de  g{p)  dans  la  somme  des  premiers  membres  est  F  {çp)- 
On  a  donc 

!    =fi^)G{q,)^f{2)Giq,)-i-...-^f(n)G{qn). 

Soit,  par  exemple,  g{^)  =  i  et  G(x)  =  x,  alors 

(4)      ^igi)^F{qî)-^-.--^'P{qn)  =  qif(l)-i-q2A2)-h...-^qnf{n). 
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En  siipposant/(^)  =  x^  la  formule  (4)  donne,  en  désignant  tou- 
jours par  a-(/z)  la  somme  des  diviseurs  de  /^, 

(5)  a(i)H-  cr(2)-i-..  .+  a(/i)  ^  q^-\- iq<i-^ .  .  .-\-  nqn\ 

mais,  en  général,  pqp  est  le  plus  grand  multiple  de  p  qui  ne  sur- 
passe pas  /z;  on  a  donc  cette  proposition  :  La  somme  des  diviseurs 
des  n  prem^iers  entiers  égale  la  somme  des  plus  grands  multi- 
ples de  ces  nombres  qui  ne  surpassent  pas  n. 

La  relation  (5)  peut  s'écrire  autrement;  si  l'on  pose 

n  =  pqjj  -h  Pp, 
et  si  l'on  remplace  pqp  par  n  —  rp,  on  obtient 

a(i)H-  a(2)  -h.  .  .^-  <7(n)  -4-(/'i  -f-  7\-^.  .  .  -h  r„)  =  n^. 

Donc,  la  somme  des  diviseurs  des  n  premiers  entiers,  augmen- 
tée de  la  somme  des  restes  que  Von  obtient  en  divisant  n  par 
tous  les  entiers  qui  le  précèdent,  est  égale  au  carré  de  n. 

Enfin,  si  dans  la  formule  (4)  on  suppose /(.r)  =  i ,  on  en  déduit 
que  le  nombre  des  diviseurs  des  n  premiers  entiers  est  égal  à  la 
somme  des  quotients  de  n  par  les  n  premiers  nombres. 

Exemple  I.  —  Démontrer  les  formules 

q'n  _^  qm  _^_^ . .+  ^;f  =  g'i  -h  (2'»  —  i)  q^  -H  (3"^  —  2'«)  ^3  -H  ■  .  • , 

T  T  l      _  9''»  73  <7v 

q\  qi  '"  9n~~  1.2        '2.3         3.4       "'    ' 


gi-+- i      ^2  4-1  qn-^i  1.2      2.3      3.4 

Xî'i  -i-  X-Za  +  .  .  . -f.  X*/"  =  Al  H-  (  X  —  1)  (  ^1  4-  X  ^2  +  ^^  ^3  -i- .  .  . 

On  remplace  ¥{x)  successivement  dans  la  formule  (4)  par 

X       a7H-i, 
On  trouvera  d'autres  formules  en  remplaçant  F(ir)  par 

~~i ^v" 1 ^-T         et        a7(ir -i-i). . .  (a"  4- X). 
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1'. rein  pic  II.         !  )tiiiontrer  les  formules 

(1-4-  7,)  (l  ^  q^).  .  .([  +  ^„).  . .  =  2^1-^» 3^«-9'> 4^3-^4 

On  substitue  à  l'identité  (2)  une  autre  identité  dans  laquelle  les  signes 
H-  sont  remplacés  parles  signes  x  ;  la  multiplication  des  égalités  obtenues 
donne  l'identité 

on  remplace  ensuite  G{x)  par  x  et  F(:r)  par  x^  par  (i  -\-  x), 

Le  lecteur  trouvera  un  grand  nombre  de  formules  analogues  aux  précé- 
dentes dans  l'intéressant  Mémoire  de  M.  E.  Gesaro,  qui  a  pour  titre  ; 
Excursions  arithmétiques  à  V infini.  Paris,  i885. 
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CHAPITRE  XXII, 


DE  L'INDICATEUR. 


216.  De  l'indicateur.  —  On  appelle  indicateur  d'un  entier  positif 
donné  /î  (i),  le  nombre  des  entiers  de  la  suite 

I,       2,       3,        ....       71, 

qui  sont  premiers  an,  et  l'on  désigne  cette  fonction  numérique  par 
o[n).  Puisque  le  nombre  i  est  premier  à  lui-même,  son  indica- 
teur est  i;  on  a,  pour  les  premiers  nombres, 

(p(i)=F,         cp(2)  =  r,         cp(3)  =  2,         cp(4)  =  2,         cp(5)  =  4, 

Si  a  désigne  un  nombre  premier,  on  a  évidemment 

cp(a)  =  a  —  i, 

et  l'on  observe  que  cette  formule  serait  en  défaut  si  l'on  considé- 
rait I  comme  un  nombre  premier,  tandis  qu'il  est  essentiel  de  sup- 
poser cp(i)  =  I,  ainsi  qu'on  le  verra  plus  loin  (^). 

Pour  qu'un  nombre  soit  premier  à  /i,  il  faut  et  il  suffît  qu'il  ne 
contienne  aucun  des  facteurs  premiers  de  n\  par  suite,  si  l'on  re- 
lire, de  la  suite  donnée  des  n  premiers  nombres,  tous  les  termes 
qui  contiennent  au  moins  un  facteur  premier  de  /i,  les  autres  termes 
représenteront  les  nombres  premiers  à  n.  Supposons  d'abord  que 
n  ne  contienne  qu'un  seul  facteur  premier  a,  élevé  à  une  puissance 
quelconque  ;  les  nombres  entiers  jusqu'à  n,  non  premiers  à  /î,  sont 
les  multiples  de  a 

a,     ia,     3a,     ...        (  -  )  a.  en  nombre  —  ? 

\a  /      '  a 


(')  M.  Sylvester  a  donné  à  cette  fonction  numérique  le   nom  de  totient,  et 
l'a  désignée  par  t(/7).  Le  mot  indicateur  a  été  employé  par  Caughy. 
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et  les  autres  entiers,  premiers  à  /i,  sont  au  nombre  de 


n  ( 

n >     ou      n  { 


Supposons  maintenant  que  n  contienne  deux  facteurs  premiers 
a  et  6,  élevés  à  des  puissances  quelconques  ;  les  nombres  non  pre- 
miers à  n  sont  les  multiples  de  a  ou  de  6,  c'est-à-dire 


a, 

ia. 

3a,     .. 

•  (>■ 

en  nombre  -  ; 

b, 

ih, 

3^.     . 

■  (îr. 

n 

mais,  dans  ces  deux  suites,  il  existe  des  nombres  égaux,  multi- 
ples à  la  fois  de  a  et  de  h,  et  par  conséquent  de  leur  produit  ab. 
A-insi,  les  nombres  comptés  deux  fois  sont 

ah,     lab^     3ab,     ...,     l-j]ab,         en  nombre —v; 

donc,  les  nombres  de  la  suite  de  i  à  n,  qui  ne  contiennent  ni  a, 
ni  b,  c'est-à-dire  ceux  qui  sont  premiers  à  n^  sont  en  nombre 

n        n         n  /         i  \  /         i  \ 

n -.H y     ou      nli I— T    • 

a        b        ab  \        a  /  \        b  j 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  démontrer  que,  si  w  ne  contient 
que  les  facteurs  premiers  a^  bj  c^  . .  .^  l,  inégaux  deux  à  deux,  on  a 
pour  l'indicateur  l'expression  donnée  par  Euler  (M 

11  reste  à  montrer  que  cette  loi,  trouvée  par  induction,  est  géné- 
rale. Nous  observerons  d'abord  que,  si  l'on  désigne  par^  un  nombre 
premier  à  n,  le  nombre  des  entiers  premiers  à  n  dans  la  suite  des 
qn  premiers  nombres  est  q'f(n),  puisqu'en  divisant  tous  ceux-ci 
par  n,  on  reproduit  q  fois  la  suite  des  n  premiers  nombres. 


( '  )  Euler,  Theoremata  arithmetica  nova  methodo  demonstrata  {Comm.  nov. 
Acta  Petrop.,  t.  VIII,  p.  74).  —  Speculationes  circa  quasdam  insignes  proprie- 
tates  numerorum  {Acta  Petrop.,  t.  IV,  p.  18). 


392  LIVRE   III.   —   LV   divisibilité:   aiuthmétique. 

Soit  donc  N  le  produit  par  n  d'une  puissance  quelconque  d'un 
nombre  premier  L  qui  ne  divise  pas  n.  Les  nombres  de  la  suite  des 
N  premiers  entiers  qui  sont  premiers  à  n  est 

(2)  -  o{n). 

Mais,  pour  obtenir  les  nombres  de  la  série  des  N  premiers  en- 
tiers, qui  sont  premiers  à  N,  c'est-à-dire  an  et  à  L,  il  faut  dimi- 
nuer l'expression  précédente  du  nombre  des  termes  de  la  suite  des 
N  premiers,  qui  sont  divisibles  par  L,  et  premiers  à  n\  les  nom- 
bres divisibles  par  L  sont 

L,     2L,     3L,     ...,      (j^jL, 

et  pour  qu'ils  soient  premiers  à  /z,  il  faut  et  il  suffît  que  leurs  coef- 
ficients 

1,       2,       3,        ...,       -, 

soient  premiers  à  /î;  or,  d'après  la  formule  (2),  ils  sont  en  nombre 

N 

donc  le  nombre  des  entiers  inférieurs  et  premiers  à  N  est 
c'est-à-dire 

^w=N(.-y(.-i)-('-0(-a^ 

la  formule  (i)  est  donc  générale.  On  petit  l'écrire  encore  sous  l'une 
des  deux  formes 

çp(/2.)  =  aa-i6P-icT-i  _.(a  —  i)(6  —  i)(c-ï)... 
ou 


^^    ^  jLd  a       jLà  ab       A^  ab 


abc 


Exemple  I.  —  Vérifier  par  la  formule   d'EuLER  que,  si />,  q,  r,  ...  dé- 
signent des  entiers  premiers  deux  à  deux,  on  a 
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Exemple  II.  —  Démontrer  directement,  ou  vérifier  que  l'indicateur  d'un 
entier  plus  grand  que  2  est  toujours  pair. 

Exemple  III.  —  Démontrer  directement,  ou  vérifier  par  la  formule  d'Eu- 
LER,  les  relations 

0(4/1)    ^        =  2Cp(2/i), 

cp(47^-^2)=:    cp(2n-i-ij. 

Exemple  IV.  —  Le  nombre  des  fractions  irréductibles  plus  petites  que  i 
et  dont  le  dénominateur  est  n  est  égal  à  o(/i). 

Exem,ple  V.  —  Le  nombre  des  fractions  irréductibles  qui  ne  surpas- 
sent pas  I  et  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  n  est  égal  à 

E„9(/i)  =  I -T-o(i) +  0(2) -(-... -i-o(n). 

On  peut  simplifier  le  calcul  de  E  en  se  servant  du  théorème  sur  l'indica- 
teur du  double  d'un  nombre  (Ex.  III). 

Exemple  VI.  —  Si  a  désigne  un  nombre  premier  et  n  un  entier  quel- 
conque, le  nombre  des  entiers  premiers  à  a,  qui  ne  surpassent  pas  /i,  est 

n-E'i. 
a 

Exem,pleVII.  —  Si  a  et  6  désignent  deux  nombres  premiers  différents  et 
n  un  entier  quelconque,  le  nombre  des  entiers  premiers  à  ^  =  a'^b'^,  qui  ne 
surpassent  pas  n,  est 

a  h  ab 

Exemple  VIII.  —  Trouver  la  somme  des  entiers  inférieurs  et  premiers 
k  n.  —  En  supposant  /i  >-  2,  si  ^  est  un  nombre  premier  à  /i,  il  en  est  de 
même  de  (n  —  q),  son  complément  à  /i;  d'ailleurs  pour  n  pair  et  >  2,  le 
nombre  i /i  n'est  pas  premier  à  n.  Donc  les  entiers  inférieurs  et  premiers 
à  /i  se  rangent  en  deux  groupes  complémentaires  pour  former  la  somme  n 
Ainsi,  la  somme  cherchée  est  le  produit  de  n  par  la  moitié  de  son  indica- 
teur. 

Exemple  lA'.  —  Si  Ap  désigne  la  somme  des  jo'^""  puissances  des  entiers 
inférieurs  et  premiers  à  n,  ou  des  produits/?  kp  des  mêmes  nombres,  on 
a  l'identité  symbolique 

AP^{n  —  X)P.  (Cesaro.) 

Exemple  X.  —  Trouver  la  somme  des  puissances  semblables  des 
nombres  de  la  suite  i,  2,  3,  .  . . ,  a;,  premiers  à  x. 
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Soit  d  un  diviseur  de  x;  on  a  la  formule  (n°134) 

^  '  71 


d        j  nd'^ 

par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  conduit  à  l'évaluation  du  nombre 
cp(^),  on  trouve,  en  désignant  par  ^n-\  la  somme  cherchée,  et  par 
X  =  a^bPcY  ...  le  nombre  donné,  la  formule 

en  supposant  les  nombres  Q  liés  aux  nombres  de  Bernoulli  par  les  éga- 
lités 

Q„=B„(i-a«-i)(i-^>«-i)(f  — C^-i)..., 


Q„=B.(.-i)(,-|)(,-i) 


Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  désigne  par  t:{cc)  le  produit  des  facteurs 
a,  ù,  c,  .  . .,  de  x,  pris  avec  le  signe  H-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  leur 
nombre  est  pair  ou  impair,  on  a 

322=     cp(a7)[a72+|  71(37)], 
4^3  =  ^^(^)[^^-^ 'J^(^)]' 


Par  les  formules  de  Newton  (n°  151),  on  déduira  les  sommes  des  produits 
deux  à  deux,  trois  à  trois,  ...,  de  tous  les  nombres  inférieurs  et  pre- 
miers à  X  {Nouvelles  Ann.  de  Math.;  -i^  série,  t.  XVI,  p.  157). 

217.  Table  des  indicateurs.  —  La  connaissance  de  l'indicateur 
d'un  nombre  est  d'une  extrême  importance  pour  les  recherches 
ultérieures  ;  il  nous  paraît  donc  indispensable  de  donner  les  diverses 
valeurs  de  ces  nombres.  Le  Tableau  suivant  contient,  dans  une 
première  colonne,  les  valeurs  de  l'indicateur  depuis  i  jusqu'à  100  ; 
la  seconde  colonne  n  contient  tous  les  nombres  qui  correspondent 
à  cet  indicateur;  la  troisième  colonne  jjl  contient  le  nombre  des 
valeurs  de  n  qui  correspondent  à  l'indicateur.  On  remarquera  la 
discontinuité  des  valeurs  de  l'indicateur,  car  il  n'existe  aucun 
nombre  n  dont  l'indicateur  ^{n)  soit  égal  à  l'un  des  nombres 

14,  26,  34,   38,   5o,   62,  C)8,   74,  76,   86,  90,  94,  9»- 
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lable  des  nombres  qui  correspondent  à  un  indicateur 
donné  jusqu'à  100. 


?(/?). 

n. 

2 

J 

1 

2 

2 

3 

4 

6 

. 

3 

4 

5 

8, 

10 

12. 

4 

6 

7 

9 

14 

,  18. 

. 

4 

8 

i5 

16 

,  20 

,  ^4, 

3o. 

5 

10 

II 

22 

2 

12 

i3 

21 

26 

,  28, 

36*,  42' 

6 

16 

17 

32 

34 

î  40, 

48,  60 

6 

18 

19 

27 

38 

,  54. 

. 

4 

20 

23 

33 

44 

,  5o, 

66. 

5 

22 

9.3 

,  46 

. 

2 

24 

35 

39 

45 

,   52, 

56,  70 

72,  78,  84,  90. 

10 

28 

29 

,  58 

2 

30 

3i 

62 

2 

32 

5i 

64 

68 

80, 

96,  102 

120. 

7 

36 

37 

57 

63 

,  74, 

76,  108 

,  114,  126. 

8 

40 

41 

,  55 

75 

,  82, 

88,  100 

iio,  i32,  i5o. 

9 

42 

43 

49 

86 

,  98. 

, 

4 

44 

69 

,  92 

i38 

. 

3 

46 

47 

,  94 

. 

2 

48 

65 

,  104 

io5 

,  112, 

i3o,  140 

,  144,  i56,  168,  180,  210 

11 

52 

53 

106 

2 

54 

81 

162 

2 

56 

87 

116 

174 

. 

3 

58 

59 

118 

2 

60 

61 

77 

93 

99, 

122,  124, 

i54,  186,  198. 

9 

64 

85 

128 

i36 

,  160, 

170,  192, 

204,  240. 

8 

66 

67 

i34 

2 

70 

71 

142. 

. 

2 

72 

73, 

9I; 
222, 

95 
228 

III, 
234, 

117,  i35 

252,  270 

146,  148,  i52,  182,  190 

216 

17 

78 

79 

i58 

. 

2 

80 

123 

164 

i65 

,  176* 

200,  220 

,  246,  264,  3oo,  33o. 

10 

82 

83, 

166. 

, 

2 

84 

129 

147, 

172 

19O, 

258,  294. 

6 

88 

89 

it5, 

178 

184, 

23o,  276. 

6 

92 

i4i, 

188, 

282 

, 

3 

96 

97 

119, 

3l2, 

i53, 
336 

194*, 
36o, 

195,  208, 
390,  420 

224,  238,  260,  280,  288, 

3o6, 

17 

100 

lOI, 

125, 

202, 

25o. 

• 

4 
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218.  Deux  extensions  de  l'indicateur.  —  On  trouve  une  première 
extension  de  l'indicateur  dans  la  solution  de  la  question  suivante  : 
Parmi  les  n  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique 
dont  la  raison  r  est  un  nombre  premier  à  /i,  combien  y  a-t-il  de 
termes  premiers  à  ni 

Soit  a  le  premier  terme  de  la  progression,  nous  pouvons  rem- 
placer les  termes  de  celle-ci 

(,i)  a,     a-\r-r,     a-\-ir,     ...,     a-\-{n  —  \)i\ 

par  les  restes  de  leur  division  par  n^  car  le  plus  grand  codiviseur 
de  deux  nombres  est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de  l'un  d'eux  n 
et  du  reste  de  la  division  de  l'autre  par/i.  Maison  démontre  immé- 
diatement la  proposition  fondamentale  suivante  : 

Les  restes  de  la  division  par  n  de  n  ternies  consécutifs  dhine 
progression  arithmétique  dont  la  raison  r  est  un  nombre  entier, 
premier  à  n,  sont  tous  différents  et  reproduisent^  dans  un 
certain  ordre,  les  nombres 

(2)  o,     I,     2,     3,     ...,     (n  —  \). 

En  effet,  si  (a -{- hr)  et  (a  +  A*/),  divisés  par  n,  donnaient  le 
même  reste,  leur  différence 

{k~h)j\ 

serait  un  multiple  de  /i,  et  puisque  n  est  premier  à  r^  il  diviserait  le 
nombre  (/c  —  A),  plus  petit  que  lui,  mais  qui  n'est  pas  nul. 

Par  suite,  le  nombre  des  ternies  de  la  suite  (i)  qui  sont  premiers 
à  /2,  est  égal  au  nombre  des  termes  premiers  à  n^  dans  la  suite  (2), 
et  l'on  a  ce  théorème  : 

Dans  la  suite  de  n  termes  consécutifs  d^une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  est  un  nombre  premier  à  n,  le 
nombre  des  termes,  premiers  à  n,  est  égal  à  V indicateur  de  n. 

D'ailleurs,  en  continuant  la  progression  arithmétique,  on  retrou- 
verait les  restes  dans  le  même  ordre. 

I.a  seconde  extension  de  l'indicateur  répond  à  la  solution  du 
problème  suivant  :  Parmi  les/?  termes  consécutifs  d'une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  r  est  un  nombre  premier  à  /?,  déter- 
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iniiicr  le  iioml)re  de  ces  termes  qui  ont  avec  n^:^  do  un  plus  grand 
codiviseur  égal  à  o.  Par  des  considérations  analogues  aux  précé- 
dentes, on  peut  remplacer  la  progression  (i)  par  la  suite 

I,    2,     3,     . . .,    /i; 

mais  les  termes   dont   il    s'agit  sont  des  multiples  de  5   et  sont 

égaux  à 

0,     20,     3o,     .  . .,     dû. 

D'autre  part,  pour  que  le  plus  grand  codiviseur  de  ho  et 
de  II  z=  dû  soit  égal  à  8,  il  faut  et  il  suffît  que  h  et  d  soient  pre- 
miers entre  eux;  par  suite,  le  nombre  demandé  est  égal  au  nombre 
des  termes  de  la  suite 

i,     2,     3,     ...,     d, 

qui  sont  premiers  à  d,  c'est-à-dire  égal  à  'f{d).  Donc,  dans  une 
progression  arithmétique  de  n  termes  consécutifs,  dont  la  raison 
est  un  nombre  premier  à  n,  le  nombre  des  termes  qui  ont  avec 
n  =  d^  un  plus  grand  codiviseur  égal  à  o  est  égal  à  l'indica- 
teur de  d. 

219.  Indicateur  d'un  produit.  —  Nous  allons  démontrer  directe- 
ment que  l'indicateur  du  produit  de  plusieurs  nombres  premiers 
entre  eux  deux  à  deux  est  égal  au  produit  des  indicateurs  des 
facteurs.  Prenons  d'abord  deux  nombres  p  elq,  premiers  entre 
eux;  écrivons,  ainsi  qu'il  suit,  les />^  premiers  nombres,  et  dési- 
gnons (p  —  i)  par  s  afin  de  simplifier  l'écriture 


I 

2 

h     .  . 

q 

q-hl 

q  -h  2 

.        q-^-h      .. 

q-hq 

9.q  H-  I 

iq^i      . 

.      iq  -h  h     .  . 

.      'iq-^q 

3?  +  , 

Sgr  -r-2       .  . 

,.      3q  -hh      .. 

.      3q-^q 

sq  -i-  i       sq  -\-i      ...       sq  -\-  h      ...       sq  -\-  q . 

Pour  que  l'un  des  nombres  de  ce  Tableau  soit  premier  à/?^,  il 
faut  qu'il  soit  séparément  premier  à/?  et  premier  à  ^.  Considérons 
une  colonne  verticale  quelconque,  celle  de  rang  h;  si  h  est  pre- 
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mier  à  q^  il  en  est  de  même  de  tous  les  termes  de  la  colonne,  et 
si  h  n'est  pas  première  q^  aucun  terme  de  cette  colonne  n'est  pre- 
mier à  q.  D'ailleurs  la  première  ligne  horizontale  du  Tableau  con- 
tient ^{q)  nombres  premiers  à  q.  Mais,  chacune  des  colonnes  re- , 
présente  p  termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  de 
raison  q  et  nous  devons  y  choisir  les  nombres  premiers  à  />;  d'a- 
près la  première  extension  de  l'indicateur,  il  y  a,  dans  chacune  de 
ces  colonnes,  9(/>)  nombres  premiers  à/>;  mais,  comme  nous  ne 
devons  prendre  que  les  colonnes  dont  le  rang  est  un  nombre  pre- 
mier à  ^,  le  nombre  des  termes  du  Tableau  ('),  premiers  à/>^,  est 
donné  par 

cp(7?^)  =  cp(/?).cp(^). 

Si  l'on  remplace  q  par  le  produit  qr^  les  nombres/),  q^  r  étant 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  on  a 

et  cette  démonstration  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

On  retrouve  ainsi  une  seconde  démonstration  de  la   formule 
d'EuLER;  car,  si  l'on  suppose 

on  a,  par  ce  qui  précède, 

et  d'ailleurs 

cp(aa)  =  aa-i(a  — I),         cp(6P)  =  6P-i(6  —  i),  ...; 

par  suite, 

'^'^"^'=  abV.T.^'^  - 1;  (6  - 1)  (c  - 1). . . . 

Considérons  maintenant  deux  nombres  p  et  ^,  contenant  les 
mêmes  facteurs  premiers  a^b.c,  .  .  . ,  avec  des  exposants  quelcon- 


(•)  On  peut  remplacer,  à  cause  de  la  première  extension  de  l'indicateur,  le 
Tableau  des  pq  premiers  nombres  par  pq  termes  d'une  progression  arithmétique, 
pourvu  que  sa  raison  soit  un  nombre  premier  à/>y. 
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qiies,  et  désignons  par  8  le  produit  des  premières  puissances  de 
ces  facteurs.  On  a,  par  la  formule  précédente, 

o.cp(/?)      =p.o{0). 
a.«p(gr)      =q.o{0), 


et,  par  suite, 


8 


Cette  formule  s'étend  à  deux  nombres  quelconques  /?,  et  ^,  ; 
alors  8  désigne  le  produit  des  premières  puissances  des  diviseurs 
premiers  communs  aux  deux  facteurs.  Plus  généralement,  dési- 
gnons par  Pj  q,  /•,  ...  des  entiers  quelconques  positifs,  par  Oi  le 
produit  des  premières  puissances  de  tous  les  diviseurs  premiers 
communs  à  deux  quelconques,  et  non  à  plus  de  deux,  des  nombres 
donnés  ;  par  82  le  produit  des  premières  puissances  de  tous  les" 
diviseurs  premiers  communs  à  trois  quelconques,  et  non  à  plus  de 
trois,  des  nombres  donnés  5  et  ainsi  de  suite.  On  a  la  formule  gé- 
nérale 

cp(^,...0  =  î(^).î(,,.,(.)....,;^[^-^]^[-^]'..- 

D'ailleurs,  puisque,  pour  8  >  i,  l'indicateur  de  8  est  plus  petit 
que  8,  il  en  résulte  que  l'indicateur  d'un  produit  de  plusieurs  fac- 
teurs n'est  jamais  plus  petit  que  le  produit  des  indicateurs  des 
facteurs.  Pour  qu'il  y  ait  égalité,  il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs 
du  produit  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

220.  Somme  des  indicateurs  des  diviseurs  d'un  nombre.  —  Sup- 
posons que  l'on  ait  formé,  dans  l'ordre  croissant,  le  tableau    de 

tous  les  diviseurs 

<\       «i       ^ 
ï>     Oit     0-2,     Ô3,     ...,     n, 

d'un  nombre  n,  et  désignons  par 

n,      di,     dz,     ds,      ...,     i, 

les  mêmes  diviseurs  dans  l'ordre  décroissant,  de  telle  sorte  que 
l'on  ait 
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les  nombres  dh  et  8^  étant  appelés  diviseurs  conjugués.  Gela  fait, 
partageons  tous  les  nombres  de  la  suite 

(0  I,     2,     3,     ...,     /i, 

en  autant  de  classes  qu'il  j  a  de  diviseurs  de  n.  Supposons  que  la 
première  classe  renferme  tous  les  termes  de  la  suite  (i)  qui  sont 
premiers  à  n\  que  la  seconde  classe  renferme  tous  les  termes  de  la 
suite  ajant  avec  n  le  plus  grand  codiviseur  8i  ;  que  la  troisième 
classe  renferme  tous  les  termes  de  la  suite  ayant  avec  n  le  plus 
grand  codiviseur  82^  •  •  •  ?  et  que  la  dernière  classe  contienne  Je 
seul  nombre  n  ayant  avec  n  le  plus  grand  codiviseur  n.  Il  est  évi- 
dent qu'un  nombre  de  la  suite  se  trouve  dans  l'une  des  classes  et 
ne  se  trouve  que  dans  une  seule.  Mais,  d'après  la  seconde  exten- 
sion de  l'indicateur,  les  nombres  des  termes  de  chacune  des  classes 
-sont  respectivement 

Cp(/l),        cp(«?i),        Cp(rf2),         •..,        Cp([), 

et  l'on  a  cette  proposition,  due  à  Gauss  [Disq.  Arith.,  n^  39)  : 

La  somme  des  indicateurs  de  tous  les  di^^iseurs  d^ un  nombre 
est  égale  à  ce  nombre. 

A  cause  de  l'importance  de  la  proposition  précédente,  nous  en 
donnerons  une  seconde  démonstration.  Nous  avons  vu  (n°  207), 
que  l'on  forme  le  tableau  de  tous  les  diviseurs  d'un  nombre 
n  =  a°^b^cy...,  en  prenant  les  différents  termes  du  produit  ABG..., 
où  l'on  a  posé 

A  —  I  -h  a  -i-  «2  H-  ...  _4_  <2a'  -h . . .  -H  a», 
B  =i-hb^b^^  ...-+- b^'  -h... -¥-b^, 

C    =  I  -h  C   -f-  C2  H-    .  ,  .   -i_  c"^'  -f. ,  .  .  _L-  /j">^. 


Supposons  que  Ton  forme  aussi  le  produit  A,  B^  Ci ... ,  dans  lequel 
on  suppose 

A,  =  çp(i)H-  çp(a)  -^. .  ,^o(a^' )-h.  ..-h  ç(aa), 
Bi  =  cp(i)  +  <p(6) +...-+- cp(èP') -4-. .  .-f.  cp(6P), 

C,  =  Çp(l)-f-  Cp(c)    -h.  .  .-4-  <p(c'i'')  -h.  .     -i-cp(cl^), 
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lin  leriiK;  (|iielcon«[ue  du  j)remier  produit  ABC.  .  .  a  pour  expres- 
sion 

a'i  8'    v 

cl  le  Icrine  correspondant  du  second  produit  A|B<C,.  .  .  a  pour 
expression 

o(a^').o(Z.P';).cp(c^';)..., 

ou,  par  la  formule  de  l'indicateur  duproduir, 

Par  conséquent,  puisque  le  premier  produit  donne  la  somme  de 
tous  les  diviseurs  de  /i,  le  second  produit  donne  la  somme  de  tous 
les  indicateurs  des  diviseurs  de  /i;  mais  on  a 

Al  =  I  -t-  (  a  —  I  )  -^  (  «2  _  ^  )  _l_  .  .  .  _l_  f  ^a  _  ^a-i  )^ 

ou,  plus  simplement,  puisque  les  termes  se  déduisent  deux,  à  deux, 

A,  =  a^         Bi  =  èP,         G,  =  c^,         ...  ; 
donc 

AiBiGi...-=a^Z>Pc^...; 

ou,  en  d'autres  termes,  pour  tous  les  diviseurs  S  de  /z, 

Réciproquement ,  toute  fonction  numérique  ^,  telle  que  l'on  ait 

[)our  tous  les  diviseurs  d'un  entier  quelconque  /i,  est  identique  à 

l'indicateur  (n°  214).   En  effet,   si  l'on  suppose  successivement, 

pour  a  premier, 

/i  =  I,  a,  a',  . . .,  a'^^ 

on  voit  que,  pour  ces  valeurs  de  /z,  les  nombres  W  et  cp  sont  égaux, 
puisque  l'on  ne  détermine  à  chaque  fois  qu'une  seule  valeur  de  W 
par  une  formule  linéaire.  Puis,  si  l'on  suppose  successivement, 
pour  a  ol  b  premiers, 

n  =  ab,  a^b,  ab^,  a^b^,  a^b,  a^b^,  a^b^,  . . . , 
E.  L.  —  1.  26 
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on  trouve  encore  W  =  o  pour  ces  valeurs  de  /r,  et  ainsi  de 
suite. 

221.  Troisième  extension  de  Tindicateur.  —  Désignons  par  ^(/i) 
le  nombre  des  entiers  h  de  la  suite 

o,     I,    2,     ...,    (n  —  i), 

tels  que  {h  —  e^)^  {h  —  62),  .  .  . ,  (A  —  e/()  soient  des  entiers  pre- 
miers à  71^  en  représentant  par  Ci,  62,  .  .  . ,  <?a  des  entiers  quel- 
conques. On  a,  pour  deux  nombres  premiers  entre  eux,  p  et  q^  la 
relation 

Cette  relation  se  démontre,  comme  la  formule  de  l'indicateur, 
pour  un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux;  d'ailleurs,  la 
fonction  numérique  W  devient  identique  à  l'indicateur  cp,  lorsque 
Ton  suppose  6^=.  60^=^  6^  =  .  .  .  =ek=--  o. 

Cela  posé,  soient  a  un  nombre  premier  et  lie  nombre  des  restes 
différents  de  ^i ,  ^o,  .  .  . ,  e^,  pour  le  module  a  ;  on  trouve  facilement 

W(a)=a  — À,         et         W{ay-)  =  a^-\a —  \). 

Supposons  maintenant  /2  =  a^b^c^ .  .  .  ;  désignons  par  X,  [x,  v, . . ., 
les  nombres  des  restes  différents  de  la  suite  e^^  e^^  e^j  •  -  .,  par 
les  modules  respectifs  a,  b,  c,  ...  ;  nous  aurons 

W{n)  =  a^-^  b^-i  cy-K  .  .{a  —  l)  {b  —  [i)  {c  —  v).  .., 
ou  encore 

En  supposant  ei=:e2=^e3  =  ...=  o,  etX=[Ji  =  v  =  ...=  i, 
on  retrouve  la  formule  de  l'indicateur. 

Exemple  I.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 
1.2,     2.3,     3.4,     •••:     /i(/i-t-i), 
qui  sont  premiers  à  n. 
Exemple  II.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite 
1.2.3,     2.3.4,     3.4.5,     ...,     n{n  --\){n^'i). 
qui  sont  premiers  à  n. 
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Exemple  III.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite  des  triangu- 
laires 

1.2         2.3         3.4                       /iC/l-f-l) 
—  ,     —  ,     —  ,      •  •  •  j     ) 

'2  2  2  2 

qui  sont  premiers  à  n. 

Exemple  IV.  —  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  suite  des  pyrami- 
daux 

1.2.3         2.3.4         3.4.5                       /z(/?-l-l)(/l-f-2) 
~6~'      ~6~'      ~6~'      ••"     6~ ' 

qui  sont  premiers  à  n. 

Exem,ple  V.  —  Soit  o(«)  le  nombre  des  entiers  non  supérieurs  au 
nombre  a  et  premiers  avec  lui,  et  W{a,n)  le  nombre  des  entiers  plus 
grands  que  a,  premiers  avec  lui  et  non  supérieurs  à  n,  on  a  les  formules 

(1)  ^(i,n)-f-    iF(2,  n)-f-...+  T(/i, /i)  =  cp(2)-i-<f(3)+...-f-o(/i), 

(2)  ^'(i,n)-+-2T(2,  ^)-f-...H-(n  — i)W(/i— I,  n) 

=  i[2Cp(2)-4-3cp(3j-H...-!-/lç(n)]. 

En  effet,  la  différence 

^(a,  v)  — "«^^(a,  V  — i) 

a  la  valeur  i  ou  o,  suivant  que  a  et  v  sont  ou  ne  sont  pas  premiers  entre 
eux.  Remplaçons  successivement  a  par  i,  2,  ...,  (v  —  i)  et  faisons  la 
somme,  il  vient 

a  =  v  — l 


2[T(a,v)-W(a,v-.)l  =  ?(v); 


en  remplaçant  v  par  2,  3,  4?  •  • ,  ^j  et  en  faisant  la  somme  des  égalités  obte- 
nues, on  trouve  la  relation  (i).  On  démontre  de  même  la  formule  (2),  en 
observant  que  la  différence 

a  ^(<2,  V  )  —  a  W(a,  V  —  I ) 

prend  la  valeur  a  ou  o,  suivant  que  a  et  v  sont  ou  ne  sont  pas  premiers 
entre  eux  {Nouv.  Corr.  math.,  t.  Vf,  p.  267). 

222.   Théorèmes  de  M.  J.  Hammond.   —    Par  la  notation  e-, 

a 

nous  désignerons  le  nombre  i  ou  o,  suivant  que  -  est  ou  n'est  pas 

entier.  Posons  , 

,     .  X  X  X  X 

(1)  v(a^)  =  s  --i-£--+-£--f.e--i-..., 

(2)  a(a7)  =  I£  - -T-2£  -  H-3£  ;r-f-  . . .  ; 
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les  fonctions  numériques  v(^)  et  'y{x)  représentent  respective- 
ment le  nombre  et  la  somme  des  diviseurs  de  x^  lorsque  x  désigne 
un  entier  positif,  et  s'annulent  pour  x  fractionnaire  (').  Si  ^  est 
égal  au  rapport  de  deux  entiers  positifs,  Ji  et  /??,  nous  obtenons 

.   n\  n  Ti  n 

(3) 


in  j  m  2  m  3  m 


(  n\  n  n        i^    ^ 


n  \  n  n 

(4)  a      -        =£--H2£  — 

Nous  avons  encore 

f  n\        n      n  n        n 

(5)  j     —  ^— £ i £  — 


n         n 
3  m     3  m 


cette  formule  ne  diffère  de  la  précédente  qu'en  ce  que,  dans  (4), 

les  diviseurs  du  nombre  —  ?  supposé  entier,  sont  rangés  dans  l'ordre 

croissant,  et  dans  (5)  suivant  l'ordre  décroissant.  D'ailleurs  les 

seconds  membres  de  ces  deux  formules  sont  nuls  pour—  fraction- 

^        m 

naire. 

On  peut  exprimer  l'entier  de  n  par  m,  au  moyen  de  la  formule 

(b)  E  — -  =  £ H£ h£ h.  ..+£-? 

m,  m  m  m  m 

(')  Lorsque  p  et  q  désignent  deux  entiers  positifs,  on  peut  écrire 


par  suite 
On  a  donc 


=  -    I  +  cos  -!- \~  cos  ^-^ 1-  . . .  +  cos  ~— '-J—-    ; 

7  L  q  q  q        \ 


p  p  ^  q  X         X  ±  a 

q  q  a  a 


—  p  p  o 

£  — -  =  £  ->  £  -  =  r. 

q        q  q 


Les  définitions  des  fonctions  v(^)  et  ^  {x)  conduisent  aux  formules 

v(-/?)=v(/7),         a(-/))  =  cr(/>), 

et  l'on  doit  considérer  les  valeurs  de  v(o)  et  de  a(o)  comme  infinies,  comme  cela 
résulte  encore  de  ce  que  tout  diviseur  de  —  /?  est  un  diviseur  de  p,  et  que  tout 
nombre  est  un  diviseur  de  o. 
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piiiscjiie  les  £  du  second  membre,  égaux  à  i,  sont  tous  multiples 
de  m  dans  la  suite  des  n  premiers  entiers.  D'autre  part,  tout  en- 
tier positif  n  est  égal  à  la  somme  des  indicateurs  de  ses  diviseurs; 
on  a  donc  la  formule 


(7)  /i=£  -.cp(i)  +  e  ^.0(2) -l-e  -.(p(3)  +  ...: 

mais  on  déduit  de  la  relation  (()),  en  remplaçant  n  par  n'  =^  n 


m  m  m 


par  suite,  la  relation  (7)  devient 


«=E  -.o(n--E  -.o(-2)4-E  5.cp(3j^. 
I     '  2    '  ^  3    '  ^ 

-E-.cp(,)-E-.o(2)-E^'.o('i 


E  —-oin) 


E^,.,(,0. 


En  remplaçant  successivement  n  pnr  1,2,  3,  .  .  . ,  n,  et  en  fai- 
sant la  somme  des  égalités  obtenues,  il  vient 

(8)    ^ /i(/i -h  i)  =  E^.cp(i)  +  E^.cp('2)  +  E^.cp(3) -+-... -i-E-.'-p(/z). 

Si  l'on  remplace  n  successivement  par  i,  2,  3,  ...,  /i  dans  la 
formule  (7),  on  obtient  un  système  (A)  d'équations  linéaires  qui 

donne 

10000 


(9) 


cj>(n)  = 


I  I  o  o  o 

l  O  1  o  o 

I  I  O  I  o 

I  o  o  o  I 

1  I  r  o  o 


On  exprime  ainsi   o[n)   par  un  déterminant  d'ordre  n  dans 
lequel  la  dernière  colonne  contient  les  /i  premiers  entiers;  dans 

les  (n —  i)  premières  colonnes,  tout  élément  af,  est  égal  à  e-» 

c'est-à-dire  à  1  ou  à  o,   suivant  que  /■  est  ou  n'est  pas  divisible 


{()()  1,1  VUE     III.     —    LA     DIVISIBILITÉ    A  lU  T  H  xVl  É  TI  Q  U  E. 

par  s.  Ainsi,  la  colonne  de  rang  s  se  compose  de  (s  —  i)  zéros, 
suivis  de  i ,  autant  de  fois  que  possible. 
De  même,  la  formule  (8)  donne 


(10) 


in)  = 


1  o  o  o  o 

2  I  O  O  O 

3  I  T  O  O 

4  2  I  I  o 

5  2  1  l  I 

6  3  2  I  I 


3 
6 

lO 

i5 

21 


La  dernière  colonne  contient  les  n  premiers  triangulaires  ;  pour 
les  autres,  la  colonne  de  rang  s  se  compose  d'abord  de  (s  —  i)  zéros, 
puis  de  s  éléments  égaux  à  i,  puis  à  2,  à  3,  ...,  aussi  loin  que 
possible.  D'ailleurs,  le  déterminant  (lo)  se  déduit  du  déterminant 
(g)  en  ajoutant  aux  éléments  d'une  ligne  de  celui-ci  tous  les  élé- 
ments des  lignes  précédentes. 

Exemple  I.  —  Démontrer  la  formule 


a(Ai)  =  v(-^V.p(i)-^v   (^Vcp(2)+v('^j.cp(3) 


V  I  -  )'o{n). 


W  suffit  de  multiplier  respectivement  les  équations  du  système  (A),  dé- 
duit delà  formule  (7),  par 


n  n 

e  —  j      £  —  j 
I  2 


et  d'ajouter  en  tenant  compte  des  relations  (2)  et  (3) 
Exemple  II.  —  Démontrer  la  formule 


nv{n)  =  a 


(7)-?<0-^ar(^^).cp(2)-ha(^ycp(3)4-...-l-a(^^j.cp(n). 


Il  suffît  de  multiplier  respectivement  les  équations  du  système  (A)  par 


n  ^  n  n  n 
-  £  -,  -  s  - 
II        22 


n     n 

3  '  3 


et  d'ajouter  en  tenant  compte  des  relations  (1)  et  (5). 

223.  Théorème  de  Smith.  —   Ce  théorème  donne  l'expression 
du  produit  des  indicateurs  des  n  premiers  entiers  par  un  détermi- 
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liant  du  /i''^'"^  ordre,  dont  tous  les  éléments,  tels  que  Df.  sont  les 
plus  grands  codiviseurs  des  deux  indices  r  et  s  de  l'élément  con- 
sidéré. En  d'autres  termes,  si  Df,  désigne  le  plus  grand  codivi- 
s(U(r  de  r  et  de  5,  on  a 

(i)  2:itD»D|...D«  =o(i).o(2)...o(n).    • 

On  en  déduit  la  valeur  de  cp(/i)  comme  le  quotient  de  deux  dé- 
terminants d'ordres  /i  et  (/i  —  i). 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  les  propriétés 
d'une  fonction  numérique  à  deux  indices  qui  possède  des  pro- 
priétés analogues  à  celles  de  l'indicateur.  Si  l'on  suppose 

on  peut  écrire  l'expression  de  'f  (/?  )  sous  la  forme 

En  effectuant  les  produits  du  second  membre  dans  l'ordre  habi- 
tuel (n°  67),  nous  désignerons  le  développement  par 

(2)  9 ( /i  j  =  ni  —  /i2  -{-  /Î3  —  ^4  —  •  •  •  -^  r^s-1  —  ^s  ; 

s  représente  le  nombre  des  termes  du  développement,  qui  est 
égal  à  une  puissance  de  2,  dont  l'exposant  renferme  autant  d'unités 
que  n  renferme  de  facteurs  premiers  différents.  Les  nombres  /?,, 
/to,  .  .  . ,  AZ^  ne  représentent  pas  tous  les  diviseurs  de  /z,  mais  ne  re- 
présentent que  ceux  qui  sont  des  multiples  du  quotient  de  n  par 
ahc...l\  d'ailleurs /z,  =  71. 

Gela  posé,  considérons  la  fonction  numérique  ^{^n^z)^  dans 
laquelle  z  désigne  un  entier  positif  et  arbitraire,  et  n  un  entier 
donné. 


(3)  v.{n,z)  -^  D=.  -  D^.^  -+-  D=3  -  . . .  -  Df, 


lit  1 


nous  allons  démontrer  que  la  jonction  de  Smith  possède  une 
propriété  analogue  à  celle  du  produit  des  indicateurs.  En  d'autres 
termes,  si  n  est  le  produit  de  deux  nombres  p  et  ^,  premiers 
entre  eux,  on  a,  quelle  que  soit  la  valeur  de  l'entier  ^, 

(4)  fx(/?,^).|^(^,^)=  fz(/l,>3). 
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En  effel,  on  a,  d'après  (2), 

"^(g)  =  ç[i  —  qi-^q3—q!.-+-  — 

cp(/i)=  m  —  n^-hn^—  n,,-^  .  .  .  ; 
mais,  d'autre  pari,  puisque  n=^pq,  on  a  l'identilé 

?(/^)-?(9')===  '-pC'O- 

Ainsi,  tout  nombre  nt  est  le  produit  de  deux  nombres />y  et  cj/^, 
premiers  entre  eux,  comme  diviseurs  de  deux  nombres  premiers 
entre  eux;  par  suite, 

Si  l'on  fait  la  somme  de  toutes  les  égalités  analogues  à  la  pré- 
cédente, après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  celle-ci  par 
( —  i)'^i,  on  trouve  précisément  la  formule  (3). 

La  fonction  p.(/z,^)  de  Smith  est  égale  à  IHndicateur  de  n 
ou  à  zéro,  suivant  que  n  est  ou  n^est  pas  un  diviseur  de  z.  En 
effet,  supposons  d'abord  que  a'^  soit  un  diviseur  de  z-^  alors,  il  en 
est  de  même  de  a^'"'  ;  on  a  donc,  par  définition, 

supposons  maintenant  n=  a^b^cy ...  P^,  il  résulte,  par  la  for- 
mule (4), 

li{n,z)  =  o{n). 

Supposons  que  a^  ne  soit  pas  un  diviseur  de  ^;  on  aura 
z  =  a^'z',        avec        a'<  a, 
el,  de  plus,  a  et  z'  premiers  entre  eux.  On  a,  par  définition, 

Hi(«^5)  =  D>  — D>-.; 

mais  le  plus  grand  codiviseur  de  a«  et  de  z  est  égal  au  plus 
grand  codiviseur  de  a^  et  de  a^',  c'est-à-dire  à  ««';  il  en  est  de 
même  pour  le  plus  grand  codiviseur  de  a«  ^  et  de^;  par  suite, 
si  a*  ne  divise  pas  ;;,  on  a 

(ji(a^,  ^)  =  o. 
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Désignons  par  $(//)  le  déterminant  de  Smith,  défini  par 

^(//)  =  S±:D}Di...D;i; 

ajoutons  à  la  dernière  ligne,  ou  de  rang  n=-n^^  les  lignes  de 
rangs  7^3,  n„^  ...,  /Zj_,,  et  retranchons-en  les  lignes  de  rangs  /lo. 
/?, Hs'^  la  dernière  ligne  de  \{n)  deviendra 

\L{n,i),     ii{n,2),     ...,     u(/i, /i  — i),     ix{n,n), 

ou,  par  suite  des  propriétés  démontrées  ci-dessus, 

o,     o,      ...,     o,     tp(/i). 

On  a  donc  la  formule  de  récurrence 

d'où  Ton  tire 

^(n)  =  o(n)  .o{fi  —  i)  .o{n  —  2  j . ,  .  cp ( -2 )  .  o (  1  ) . 


C.    Q.    F.    D. 


Le  déterminant  de  Smith  a  la  forme  suivante 


III  I  1    1     . 

î     2     I  2  I     2     . 

I     1     3  I  I    3 

f     2     I  4  I     2     . 

1     1     I  I  5    1     . 

12    3  2  16. 


i^e  déterminant  est  symétrique;  les  (p  —  i)  premiers  éléments 
de  la  ^'^i"e  rangée  sont  respectivement  égaux  aux  éléments  de  la 
seconde  diagonale,  de  rang  (p  —  i),  ainsi  que  nous  l'avons  figuré 
en  caractères  gras.  En  effet,  le  plus  grand  codiviseur  de  y:;  et  de  ^ 
est  égal  au  plus  grand  codiviseur  de  (/>  —  q)  et  de  q. 

Le  tliéorèrae  de  Smith  a  été  publié  dans  les  Proceedings  of  the  LondorCs 
Mathematlcal  Society  (vol.  VII,  mai  1876).  II  a  été  généralisé  par  M.  Man- 
siox,  dans  le  Messenger  of  Mathematics  (octobre  1877),  et  dans  le  tome  II 
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des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Quant  aux  for- 
mules de  M.  Hammond,  du  numéro  précédent,  elles  sont  inédites  et  nous 
ont  été  communiquées  par  M.  Sylvester. 

Les  déterminants  de  Smith  et  de  M.  Hammond  sont  très  curieux;  mais 
nous  devons  faire  observer  qu'ils  supposent,  non  seulement  la  décomposi- 
tion de  n  en  facteurs  premiers,  mais  aussi  celle  de  tous  les  entiers,  jus- 
qu'à n.  C'est  donc,  en  quelque  sorte,  le  Crible  «^"Eratosthène  transformé 
en  déterminant. 

Exemple  I.  —  Si  tous  les  éléments  d'un  déterminant  à  n  rangées  sont 
égaux  à  I,  en  exceptant  ceux  de  la  diagonale,  pour  lesquels  a^j  désigne  le 
nombre   des   diviseurs  de  />,   la   valeur  du   déterminant   est    i. 

(Mansion.) 

Exemple  IL  —  Le  déterminant  à  n  rangées,  dans  lequel  chaque  élé- 
ment est  égal  à  I  ou  à  o,  suivant  que  le  plus  grand  codiviseur  des  deux 
indices  est  ou  n'est  pas  un  carré  parfait,  a  pour  valeur 

(-  i)a+p+Y+-+>^, 

en  supposant  que  a^h^c^  ...  A  représente  la  décomposition  de  la  facto- 
rielle  n\  en  ses  facteurs  premiers.  (Gesaro.) 

2i24.  Formules  de  Legendre.  —  Ces  formules  ont  pour  but  de 
déterminer  le  nombre  des  entiers  jusqu'à  n,  qui  ne  sont  pas 
divisibles  par  des  nombres  premiers  donnés 

«,  b^  c^  . .  .^  l, 

Inégaux  deux  à  deux,  dont  le  produit  p  surpasse  n. 

En  désignant  par  \,i  le  nombre  cherché,  et  en  appliquant  le 
théorème  sur  les  entiers  approchés,  à  une  unité  près,  par  défaut, 

ab  O  a 

on  démontre  par  un  procédé  semblable  à  celui  qui  a  servi  à  étabHr 
la  formule  d'EuLER  (n^  216) 

On  trouve  de  même  le  nombre  ^^n-^  des  nombres  impairs,  jus- 
qu  à  (2/1  —  i),  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  des  nombres  premiers 


<:iiaimthl;   wii.    —    di;    l  i.\  di  i:  a  tdur.  ^ii 

inégaux  deux  à  deux,  dont  le  produit/?  surpasse  (2/1 —  1).  On  a 
la  formule 


1 


n  -¥-  j  (a  —  I  )       "^^       n  -^  \  (ab  —  i 


E  ^-^ t («  —  ')  ^  y  E  - 


ab 


Plus  généralement,  considérons  les  n  premiers  termes  d'une 
progression  arithmétique 

A  — B,     2  V— B,     3A  — B,     ...,     nA— B, 

dans  laquelle  on  suppose  A  et  B  premiers  entre  eux  et  B  <<  A. 
Désignons  par  ^<  le  plus  petit  entier  positif  qui  rend  (A^  —  B) 
divisible  par  le  nombre  premier  a',  désignons  par  ^o  le  plus  petit 
positif  qui  rend  (A^  —  B)  divisible  par  le  produit  ab  de  deux 
nombres  premiers  inégaux,  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des 
termes  de  la  progression  donnée,  qui  ne  sont  pas  divisibles  par 
des  nombres  premiers,  inégaux  deux  à  deux,  dont  le  produit- sur- 
passe (nA  —  B),  est  donné  par  l'expression 

n  -\-  a  —  Xx        "V^  T-.  n  -^  ab  —  x^ 


^E^L^^i^^ 


E 


ab 


On  peut  supposer,  dans  les  formules  précédentes,  que  «,  b, 
c,  ...,/>,  représentent  l'ensemble  des  nombres  premiers  jusqu'à/?, 
en  supposant  que  le  carré  du  dernier  nombre  premier/?  de  cette 
suite  ne  surpasse  pas  le  dernier  terme  /z,  {in  —  i),ou(A/z  —  B),de 
la  progression  donnée.  On  obtient  alors  le  nombre  des  termes  pre- 
miers que  renferme  cette  progression  et  ainsi  ,  par  exemple,  la 
totalité  des  nombres  premiers  jusqu'à  n  ou  jusqu'à  (2/1  —  i). 

Ces  formules  ont  été  obtenues  par  Legendre,  mais  elles  ont  été 
jusqu'ici  de  peu  d'utilité,  à  cause  de  la  longueur  des  calculs.  Ce- 
pendant PiARRON  DE  MoNDÉsiR  cst  parvcuu,  cu  Ics  transformant, 
à  calculer  le  nombre  des  nombres  premiers  qui  ne  surpassent  pas 
1  000000  (voir  les  Comptes  rendus  de  V  Association  française 
au  Congrès  du  Havre,  1877).  D'autre  part,  M.  Sylvester  vient 
de  me  communiquer  la  formule  suivante  : 

Si  l'on  représente  par  H  -  le  nombre  -  lorsque  sa  partie  frac- 
tionnaire est-,  et  V  entier  le  plus  approché  de  -  dans  les  autres 
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cas;  si  l'on  désigne  par  a,  b,  c^  . .  .  ^  p,  tous  les  nombres  premiers 
de  2  à  />,  en  supposant  que/?-  ne  surpasse  pas  un  nonibre  pair 
donné  2/«,  la  totalité  des  nombres  premiers  plus  grands  que  n  et 
plus  petits  que  un  est  donnée  par  l'entier  de 

jLà       a       Aà       ab       Ami       abc 


■rmaBCga 
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CHAPITRE  XXIII, 


LES    RESTES. 


î22o.  Propriétés  des  congruences  relativement  à  la  division.  — 
Nous  avons  exposé  précédemment  (  n°^  32,  33  et  34)  les  propriétés 
tondamentales  des  congruences  dans  leurs  rapports  avec  l'addition 
et  la  multiplication;  mais  ces  diverses  propositions  ne  s'appliquent 
à  la  division  qu'avec  certaines  restrictions. 

Théorème  T.  —  Si  deux  nombres  sont  congrus  pour  un  mo- 
dule j  ils  sont  congrus  pour  un  diviseur  quelconque  du  module. 
En  effet,  la  différence  de  ces  deux  nombres  est,  par  hvpothèse,  un 
multiple  du  module,  et,  par  suite,  un  multiple  de  l'un  de  ses  divi- 
seurs. Mais  la  proposition  réciproque  de  ce  théorème  n'a  pas  lieu. 

Théorème  II.  —  Si  deux  nombres  sont  congrus  pour  des  mo- 
dules différents j  ils  sont  congrus,  pour  un  module  égal  au  plus 
petit  comultiple  des  modules  donnés.  En  effet,  si  deux  nombres 
sont  congrus  pour  divers  modules,  leur  différence  est  un  multiple 
de  ces  modules  et,  par  conséquent,  un  multiple  de  leur  plus  petit 
comultiple. 

En  particulier,  deux  nombres  congrus  pour  différents  modules, 
premiers  entre  eux  deux  à  deux,  sont  congrus  pour  le  produit  des 
modules. 

Théorème  III.  —  Lorsque  les  deux  membres  d^une  con- 
gruence  sont  des  multiples  d'un  entier  premier  au  module,  on 
obtient  une  congruence  équivalente  en  dii'isant  les  deux  mem- 
bres par  cet  entier.  En  effet,  soit,  pour  un  module  quelconque  m, 

ca^  cb         (niod.  m), 

et  c  premier  à  m;  par  hypothèse,  la  différence  c{a  —  b)  est  divi 
sible  par  m,  et  puisque  m  est  premier  à  c,  il  en  résulte,  par  le 
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théorème  (I'Euclide  (n^  192),  que  m  divise  {a  —  b)\  par  consé- 
quent, 

a^b         (mod.  m). 

Plus  généralement,  si  deux  entiers,  congrus  et  premiers  au  mo- 
dule m^  divisent  respectivement  les  deux  membres  d'une  con- 
gruence,  on  obtient  une  congruence  équivalente,  en  faisant  la  divi- 
sion, sans  changer  le  module.  En  effet,  soit  pour  le  module  m, 

ac  ^  bd,         c^  d\ 

on  déduit  de  la  seconde  congruence 

bc^  bd 
et,  par  suite, 

ac  ^  bc, 

d'où  l'on  tire,  par  le  théorème  précédent, 

a^^b         (mod.  m). 

Théorème  IV.  —  Si  les  deux  membres  d^ une  congruence  sont 
divisibles  par  un  entier  c,  ayant  avec  le  module  un  plus  grand 
codiviseur  8,  on  obtient  une  congruence  équivalente  à  la  con- 
gruence donnée  en  divisant  ses  deux  membres  par  c  et  le  mo- 
dule par  8.  En  effet,  soit,  par  hypothèse, 

ac=  bc        (mod.  m); 

désignons  par  c'  et  m!  les  quotients  premiers  entre  eux  de  c  et 
de  m  par  leur  plus  grand  codiviseur  8.  La  différence 

c{a  —  b)  =  c'o  {a  —  b) 

est  un  multiple  de  m'S;  donc  c'(a  —  b)  est  un  multiple  de  m'. 
Mais,  puisque  m'  est  premier  à  c',  on  en  conclut  que  m'  divise 
(a-b). 

Plus  généralement,  si  l'on  a  les  congruences 

ac^bd        (mod. m), 
c^d  (mod.  m), 

et  si  8  désigne  le  plus  grand  codiviseur  de  c  et  de  m,  égal  au  plus 
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grand  codiviseur  de  d  el  de  /??,  on  a 


a^^b  (  mod. 


i) 


226.  Restes  de  la  progression  arithmétique.  —  Pour  un  module 
quelconque  m,  tout  entier  est  congru  à  un  seul  des  nombres 

o,     I,     2,     ....     (m  —  i). 

D'après  ce  principe,  on  peut  ranger  tous  les  nombres  en 
m  groupes,  par  cette  convention  que  deux  nombres  appartiennent 
à  un  même  groupe  ou  à  deux  groupes  différents,  suivant  qu'ils 
sont  ou  ne  sont  pas  congrus  pour  le  module.  Le  premier  groupe 
comprend  tous  les  multiples  de  m\  le  second,  tous  les  multiples 
de  îïi  augmentés  de  i  ;  le  troisième,  tous  les  multiples  de  m 
augmentés  de  2,  et  ainsi  de  suite.  En  prenant  arbitrairement  un 
nombre  quelconque  dans  chacun  des  groupes,  on  forme  ce  que 
G.vuss.  appelle  un  système  complet  de  restes  pour  le  module  m  (  •  ,. 
Par  exemple,  on  obtient  un  système  complet  de  restes  en  pre- 
nant m.  entiers  consécutifs.  Les  nombres  d'un  même  groupe  pos- 
sèdent un  grand  nombre  de  propriétés  communes;  ainsi,  on  peut 
les  remplacer  l'un  par  l'autre  dans  les  congruences  de  module  m  ; 
de  plus,  les  nombres  d'un  même  groupe  ont,  respectivement  avec 
le  module,  les  mêmes  codiviseurs.  D'après  cela,  on  réunit  les 
groupes  en  classes  renfermant  tous  les  groupes  ayant  avec  le  module 
mie  même  plus  grand  codiviseur.  Soient  0  un  diviseur  quelconque 
de  Az  et  ûf  le  diviseur  conjugué,  de  telle  sorte  que  <iô  =  /z  ;  puisque 
les  m  premiers  entiers  sont  les  restes  d'un  système  complet,  on 
voit  (n°  220)  que  'f  (<:/)  désigne  le  nombre  des  groupes  contenus 
dans  la  classe  qui  renferme  tous  les  nombres  ayant  avec  m  le  plus 
grand  codiviseur  S.  En  particulier,  o[m)  représente  le  nombre 
des  groupes  de  tous  les  entiers  qui  sont  premiers  au  module. 

Nous  avons  démontré  que  les  restes  de  la  division  par  m  de  m 
termes  consécutifs  d'une  progression  arithmétique  sont  tous  iné- 
gaux deux  à  deux,  si  l'on  suppose  que  la  raison  est  un  nombre 
premier  au  module.  Ils  reproduisent  donc,  dans  un  certain  ordre, 

les  entiers 

o,     I,     2,      ...,     (m  — 1). 

(')  Gauss,  Theoria  residuorum  biquadraticorum,  t.  II,  n°  42. 
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Par  conséquent,  si  a  et  m  sont  premiers  entre  eux ,  la  forme 
linéaire  {ax  -f-  b)  enf^endre  un  système  complet  de  restes  pour  le 
module  m,  lorsque  l'on  y  remplace  successivement  x  par  les 
restes  d'un  système  complet. 

227.  Nombres  associés  à  1  pour  le  module  m.  —  En  particulier, 
si  Ton  considère  les  restes  par  m  des  (m  —  i)  termes  de  la  suite 

a,     2  a,     3  a,     ...,     (m  —  i)a,  ' 

dans  laquelle  on  suppose  a  et  m  premiers  entre  eux  et  a  K.  w, 
il  existe  toujours  un  terme  a  a  de  cette  progression,  et  un  seul, 
qui  donne  i  pour  reste.  On  dit  alors  que  les  nombres  a  et  a 
sont  associés  à  i  pour  ce  module  (^);  d'ailleurs,  si  a  et  m  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux,  le  terme  «a  ne  peut  donner  i  pour 
reste. 

Pour  un  module  premier  p,  un  entier,  autre  que  i,  ou 
(^p  —  i),  ne  peut  être  égal  à  son  associé.  En  effet,  lorsque  l'on 
suppose  a  =  a,  on  en  déduit  que  {a- —  i),  ou  que  le  produit 

(a-M)(a  — i) 

est  divisible  par/?;  par  suite,  p  étant  premier  divise  (a -i-  \)  ou 
[a  —  i)  et  l'on  en  tire  a  =  i ,  ou  a  =  (/>  —  i). 

Lorsque  le  module  est  composé,  l'étude  des  nombres  égaux  à 
leurs  associés  est  imj)ortante  en  Arithmétique,  utile  dans  les  ap- 
plications industrielles.  Elle  sera  l'objet  de  développements  ulté- 
rieurs, aux  Chapitres  sur  les  Résidus  quadratiques  et  sur  les  Lois 
arithmétiques  du  Tissage. 

La  notion  des  nombres  associés  ramène  l'étude  des  diviseurs  de 
la  forme  [x^ûz.  y^)  à  ceux  de  la  forme  (^''dz  i).  En  effet,  en  suppri- 
mant d'abord  les  codiviseurs  de  x  et  àe  y^  on  peut  supposer  xeiy 
premiers  entre  eux.  Par  conséquent,  si  un  nombre  quelconque  d 
divise  {x'^zhy'^)^  ce  nombre  est  premier  à  :r  et  à  jk  ;  désignons 
par  p  l'associé  àc  y  pour  le  module  d^  nous  aurons 

P«(a7«±7«) -- (|3^)«±i         {moà.d), 
(')  Gauss,  Disq.  Arith.,  n°  77. 
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et,  si  l'on  désigne  par  z  le  reste  de  la  division  de  '^x  par  d,  on 
voit  que  d  divise  {z"ûi  i). 

Plus  généralement,  tout  diviseur  d'une  forme  homogène 
f{x,  jk),  dans  laquelle  on  suppose  x  et  y  premiers  entre  eux, 
est  un  dii'iseur  de  la  forme  f{z^  i).  D'ailleurs,  cette  propriété 
s'applique  aux  formes  homogènes  contenant  un  nombre  quelconque 
de  variables. 

Enfin,  nous  observeions  que,  pour  un  module  /?z,  au  lieu  d'asso- 
cier à  I  les  nombres  premiers  au  module,  on  peut  les  associer  à 
l'un  quelconque  D  des  (^(m)  nombres  entiers,  premiers  et  infé- 
rieurs au  module.  Par  conséquent,  si  «  et  D  sont  deux  nombres 
inférieurs  et  premiers  au  module  m,  on  peut  toujours  trouver  un 
nombre  a,  et  un  seul,  compris  entre  o  et  /?«,  tel  que  l'on  ait 

aa=  D         (mod.m); 

cette  remarque  sera  utilisée  plus  tard. 

2^8.  Restes  du  triangle  arithmétique.  —  Il  est  utile  de  connaître, 
dans  un  très  grand  nombre  de  questions,  les  restes  des  termes  du 
triangle  arithmétique  par  un  module  premier  (*).  On  a  d'abord  la 
proposition  suivante  :  Si  p  est  un  nombre  premier,  les  coeffi- 
cients de  la  puissance  du  binôme  d'exposant  p  sont  divisibles 
par  /?,  en  exceptant  les  coefficients  extrêmes  qui  sont  égaux 
à  I.  En  effet,  soit  le  nombre  entier,  on  a 


'P 


1.-2.3 


lorsque  q  est  compris  entre  o  et  p,  le  module/?  est  premier  à  i ,  2, 
3,  .  .  .,  ^,  et,  par  suite,  -a  q\.  Donc  cette  factorielle  divise  le  pro- 
duit  (/)  —  i)(/>  —  2).  .  .(/)  —  <7  +  i),  et  l'on  a 

G^=o         (mod.jo;. 


(')  Dans  son  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres,  prcscnlc  à  l'Académie  des 
Sciences  le  3i  mai  iSSo,  Cauchy  indique  diffcrenls  procédés  pour  simplifler  le 
calcul  des  restes  du  trianyle  arithmétique  (p.  233-244).  —  Voir  une  addition  à 
la  fin  du  volume. 

E.  L.  —  I.  27 


LIVRE  m. 


LA    DIVISIBILITE    ARITHMETIQUE. 


S 
O 

< 
< 

eu 


■^ 


-  en  ^ 


CO 


co 


iN  co   ^rr 


^  • 

• 

- 

rM 

• 

• 

- 

CO 

' 

• 

« 

-^ 

• 

• 

- 

• 

- 

^■t 

- 

^^ 

• 

"-" 

va- 

^ 

^5- 

.  - 

co 

•o 

- 

co 

■-£) 

•   • 

- 

co 

co 

•     • 

- 

CO 

y2 

•    -    e^ 

co 

v^ 

f^ 

CO 

^<t 

-'- 

(S 

co 

^rr 

M 

CO 

^JT 

«  co  o 
(M  co  va- 


►-  CO  CO 
C^  co    vt 


«  co  co 
M  co   v* 


«  co  co 

c^   co   *<1" 


•    -  ^?r 
>-  PO  te 

M    CO    v-5- 


CHAPITRE    \XIII.    —     LES    RESTES.  4^9 

Prenons,  par  exemple,  /?  =  5,  et  construisons  le  triangle  arith- 
métique, en  supprimant  les  multiples  de  5;  nous  avons  alors  le 
Tableau  précédent,  dans  lequel  chaque  rectangle  représente  les  cinq 
premières  lignes  du  triangle  arithmétique  ;  les  zéros  sont  remplacés 
par  des  points,  et  les  termes  de  chacun  des  rectangles  sont  multi- 
pliés respectivement  par  des  nombres,  représentés  en  gros  carac- 
tères dans  chaque  coin  supérieur  à  droite;  ces  nombres  repro- 
duisent eux-mêmes  les  cinq  premières  lignes  du  triangle  de  Pascal. 
On  a  donc,  en  général,  pour  le  nombre  premier/?, 

G«„  =  Cr„'.G'jl;        (mod.p), 

en  désignant  par  /?i,  et  /ij  les  quotients  approchés  par  défaut  dans 
la  division  de  /n  et  de  /i  par/?,  et  par  {x,  et  v,  les  restes  positifs. 
On  a,  de  même,  en  désignant  par  ^2  et  n^  les  quotients  approchés 
de  m,  et  de  /z,  et  par  |jl2  et  V2  les  restes  par  /?, 


En  remplaçant  successivement  C"„\,  C"^-^,  .  .  . ,  on  a  donc 

C^.^G;i',G'^;G;i3.-.       (mod.p). 

Par  cette  formule,  on  ramène  le  problème  de  trouver  le  reste 
de  G",  par/?,  à  celui  de  trouver  les  restes  de  nombres  Cji,  dans  les- 
quels a  et  V  sont  plus  petits  que  p.  D'ailleurs  le  reste  est  nul,  si 
l'un  des  nombres  v  est  plus  grand  que  le  |jl  correspondant.  En  par- 
ticulier, si  m  et  n  sont  divisibles  par/?,  on  a 

G«,=  G^'         (moâ.p); 

si  m  est  divisible  par/?,  et  si  n  ne  l'est  pas, 

G^t=o        (moâ.p). 

Lorsque  l'on  a  remplacé  G^  et  Gj.,  où  y.  et  v  désignent  des  nom- 
bres plus  petits  que  /?,  on  peut  encore  remplacer  jx  par  son  reste 
minimum  suivant  le  module  p.  En  effet,  si  l'on  écrit  la  /?'«»"«  ligne 
du  triangle  arithmétique  en  supprimant  les  multiples  de  /?, 
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et  si  l'on  forme  le  triangle  arithmétique  de  bas  en  haut  (n°  12),  on 
trouve  facilement,  en  supposant  que  l'indice  supérieur  de  G  soit 
plus  petit  que  l'indice  inférieur, 


C^i-(-i)'^ 

(mod./>), 

c^.  =  (    O"'^;-- 

(mod.p), 

c^3  =  (    0'^^'^  +  ^)^'^  +  ^) 

(mod.  p). 

Ainsi  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Si  p  est  un  nombre  premier,  les  coefficients  de  la  puissance 
du  binôme  d^ exposant  (p  —  i)  sont  alternativement  congrus  à 
-H  1  et  à  —  I  pour  le  module  p. 

Les  coefficients  de  la  puissance  d'exposant  (p  —  2)  sont  res- 
pectivement congrus  à  la  suite  alternée  des  (p  —  i)  premiers 
nombres  entiers. 

Les  coefficients  de  la  puissance  d^ exposant  (p  —  3)  sont  res- 
pectivement congrus  à  la  suite  alternée  des  (p  —  2)  premiers 
nombres  triangulaires. 

Et  ainsi  de  suite. 

Exemple  I.  —  Pour  que  tous  les  termes  d'une  ligne  du  triangle  arithmé- 
tique soient  impairs,  il  faut  et  il  suffit  que  le  rang  de  cette  ligne  soit  une 
puissance  de  2,  diminuée  de  i. 

Exemple  II.  —  Trouver  la  condition  pour  que  le  produit  des  termes 
d'une  ligne  du  triangle  arithmétique  ne  soit  pas  divisible  par  un  nombre 
premier  p,  et  calculer  le  reste  du  produit  par  p. 

Exemple  III.  —  Trouver  les  restes  des  termes  d'une  ligne  du  triangle 
arithmétique  par  un  module  égal  à  la  puissance  d'un  nombre  premier. 

229.  Théorème  de  Fermât.  —  Nous  avons  vu  (n*'  27)  que  si  a 
désigne  un  entier  quelconque,  la  différence  (a^  —  a)  est  divisible 
par  10  et,  par  conséquent,  par  5.  En  général,  on  a  le  théorème  sui- 
vant : 

Si  Von  désigne  par  p  un  nombre  premier  quelconque,  et 
par  a  un  nombre  entier  quelconque,  la  différence {aP  —  a)  est 
un  multiple  de  p. 
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En  d'autres  termes,  dans  un  système  de  numération  dont  la  base 
est  un  nombre  premier  /?,  les  puissances  d'exposants  i  et  p  d'un 
nombre  quelconque,  sont  terminées  par  le  même  chiffre. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  remarque  d'abord  que  la  diffé- 
rence {aP —  a)  est  un  multiple  de  /?,  quelle  que  soit  la  valeur  du 
nombre  premier  /?,  pour  «  =  o  et  pour  a  =  \,  Il  suffît  donc  de 
faire  voir  que,  en  admettant  la  proposition  pour  une  valeur  don- 
née «,  elle  a  lieu  encore  lorsque  l'on  augmente  a  de  i.  Mais  on  a, 
d'après  le  numéro  précédent, 

(a -T- i)/'^  a/'-i- I         (mod./>), 

et,  par  suite,  en  retranchant  [a  -\-\)  des  deux  membres, 

{a-\-i)i' — (a-hi)  =  a/' — a        (mocl./>\ 

Puisque  le  second  membre  est  divisible  par/?,  il  en  est  de  même 
du  premier.  Donc  la  proposition  est  générale  et  subsiste  pour  les 
valeurs  négatives  de  a. 

On  énonce  encore  sous  une  forme  différente  lejthéorème  précé- 
dent : 

Si  p  désigne  un  nombre  premier  et  a  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  />,  la  différence  {aP~^  —  i)  est  un  multiple 
de  p. 


En  effet,  on  a 


aP—a  =  a{aP'^  —  i); 


donc/?  divise  le  second  membre;  mais  p  et  a  sont  premiers  entre 
eux,  puisque/?  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a]  donc/? 
divise  l'autre  facteur  du  second  membre.  Ainsi 

aP-^  ^  I        imoA.p). 

Ce  théorème,,  remarquable  par  son  élégance  et  par  son  utilité, 
est  le  théorème  fondamental  de  l'Arithmétique  supérieure.  Il  a  été 
énoncé  par  Fermât  qui  n'en  a  pas  donné  de  démonstration,  bien 
qu'il  ait  assuré  qu'il  l'avait  trouvée.  Euler  en  a  publié  la  première 
démonstration  conforme  à  la  précédente. 

La  démonstration  d'EuLER  a  été  publiée  sous  le  titre  Theoremata 
Arith.    nova    meth.   demonstr.    dans  les   Comw.   nov.  Acad.   Petrop. 
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(t.  VIII,  p.  74).  Antérieurement,  Euler  n'était  pas  encore  arrivé  au  ré- 
sultat {Comm.  Petrop.,  t.  VI,  p.  io6).  Dans  la  fameuse  discussion  entre 
Maupertuis  et  Kônig  sur  le  principe  de  la  moindre  action,  celui-ci  assura 
qu'il  avait  entre  les  mains  un  manuscrit  autographe  de  Leibniz  qui  conte- 
nait une  démonstration  de  ce  théorème,  conforme  à  celle  d'EuLER  {Appel 
au  public,  p.  io6  ).  «  Quoique  nous  ne  voulions  pas  refuser  de  croire  à  ce  té- 
moignage, dit  Gauss  {Disq.  Arithm.,  n°  50),  il  est  sûr  cependant  que  Leibniz 
n'a  jamais  publié  sa  démonstration.  »  Voir  X Histoire  de  V Académie  de 
Berlin  {l'jbo^  p.  i3o),  et  la  démonstration  de  Lambert  dans  les  Acta  Eru- 
ditorum  (1769,  p.  109).  Pour  nous,  il  nous  paraît  impossible  d'admettre 
que  cette  démonstration,  si  simple  et  si  naturelle,  trouvée  par  Leibniz, 
Euler  et  Lambert  n'ait  pu  être  imaginée  par  Fermât  qui  a  non  seulement 
énoncé  le  théorème,  mais  en  a  déduit  de  nombreux  corollaires  dont  l'exac- 
titude a  été  démontrée. 

On  peut  donner  du  théorème  de  Fermât  une  autre  démonstra- 
tion qui  difTère  peu  de  la  précédente,  mais  qui  conduit  à  une  for- 
mule utile  pour  d'autres  recherches.  En  tenant  compte  des  con- 
gruences  du  triangle  arithmétique,  on  a,  pour/?  premier, 

{a -\- b)P  ^  al' -\- bP        (mod./>); 

en  remplaçant  b  par  (^  -H  c), 

{a  ~  b -^  c)i>  =  aP -\- {b -\- c)P         (mod./?), 

ou,  en  développant  (6  +  c)^, 

{a -h  b -^  c)P  e;b  aP-h  bP-^- cP        (mod./>), 
et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  qu'on  a  la  formule  ('  ) 

{a  -i-  b-hc  -h. .  .-^  l)P  =  aP-i-  bP-{-cP^.  ..^  iP        (mod.p). 

En  supposant  a=b=zc=..,=l=^i,  et  ces  unités  en 
nombre  quelconque,  on  retrouve  le  théorème  en  question. 

Exemple  I.  —  Vérifier  la  congruence 

237.73-1  ^   I  (mod.  37.73). 


On  a  d'abord 


236—  I         (mod.  37), 
2*  ^  I         (mod.  73), 


(')  On  peut  encore  obtenir  cette  formule,  ainsi  que  l'a  fait  Galss  {Disq.  Arithm., 
n^hX),  par  le  développement  de  la  puissance  d'exposant  p  du  polynôme 


(a  -h6-i-c4-...-i-0- 
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et.  par  suite, 

•1^^  --  I         (mod.73); 

mais  les  modules  37  et  78  sont  premiers  entre  eu\,  on  a  donc 

a36e=i         (mod.  37.73); 

et,  en  élevant  à  la  puissance  d'exposant  75  les  deux  membres  de  la  con- 
gruence  précédente,  il  vient,  puisque  37.73  =  36.75  -f- 1, 

-^37.73-1  r-^  ,         (mod.  37.73). 

Cette  congruence  montre  que  le  théorème  de  Fermât  peut  s'appliquer  à 
des  nombres  composés  et  que,  par  conséquent,  il  n'a  pas  de  réciproque. 
Nous  montrerons  cependant  que  l'on  peut,  avec  certaines  restrictions, 
donner  un  énoncé  qui  constitue  la  proposition  réciproque  du  théorème  de 
FER.MAT  (n°  240). 

Il  arrive,  mais  dans  des  cas  assez  rares,  que  (aP-^  —  1)  soit  divisible,  non 
seulement  par />,  mais  aussi  par/?2  •  ainsi  (3^^ —  r)est  divisible  par  1 1^.  Pour 
a  =  10,  le  nombre  (lo^ —  i)  est  non  seulement  divisible  par  3,  mais  aussi  par 
32.  On  a  encore  vérifié  que,  pour  a  =  lo  et p  premier  inférieur  à  1000,  il 
n'existe  qu'une  seule  autre  valeur  du  nombre  premier  jo,  telle  que  l'on  ait 

loA'-i  =  I  (mod./?2); 

cette  valeur  exceptionnelle  est  7^  =  487  =  2.33-1- i.  Ceci  montre  qu'il  ne 
faut  pas  toujours  se  hâter  de  conclure  par  induction  dans  l'étude  des  pro- 
priétés des  nombres. 

Exemple  II.  —  Démontrer  que  le  quotient  de  {7.1'-^ — i)  par  le  nombre 
premier/)  n'est  un  carré  que  pour/>  =  2,  3,  7. 

En  effet,  pour  p  impair  et  égal  à  (iq  H-  i),  on  déduit 

(2-/—  l)(2'7-;-  I)  =pX-\ 

par  suite,  puisque  les  facteurs  du  premier  membre  sont  premiers  entre  eux, 

l'un  d'eux  est  un  carré  impair  et  l'autre  le  produit  par  p  d'un  carré  impair  ; 

donc 

27  =  y^  rh  I  ; 

mais,  en  prenant  le  signe  +,  l'équation  possible  pour  q  =  i  est  impossible 
pour  ^  >  1;  puisque  le  second  membre  est  ;-^  2  (mod.  8).  D'autre  part,  en 
prenant  le  signe  — ,  on  a 

2'7  =  (^^l)(j  —  1), 

et,  par  suite, 

^dti  =2. 

Exemple  III. —  Existe-t-il  un  nombre  premier  />.  tel  que  (2''"* —  f)  soit 
divisible  par  p^^ 


/,24  LIVRE    III.     —     LA    DIVISIBILITÉ    ARITHMETIQUE. 

Exemple  IV.  —  Si  a  est  un  entier  non  divisible  par  le  nombre  pre- 
mier />,  on  a  la  congruence  des  indicateurs 

cp(a/')  =- cp(a)         (mod.jo), 

analogue  à  celle  de  Fermât. 

Exemple  V.  —  Restes  des  nombres  parfaits  pairs.  —  Nous  avons  vu 
que  tous  les  nombres  parfaits  pairs  sont  choisis  parmi  les  nombres  (n°  208) 

e/;    =     2/'-l('>7^—  l), 

dans  lesquels  le  second  facteur  est  premier;  par  conséquent  l'exposantjo  est 
aussi  premier. 

On  voit  que  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  6,  est  divisible 
par  4,  et  que  tout  nombre  parfait  pair  autre  que  6  et  28  est  divisible 
par  16. 

Tout  nombre  premier  p  plus  grand  que  3  est  de  l'une  des  formes  (6 y  -+-  i) 
ou  (6^  4-  5);  d'autre  part,  on  a 

•23   —  —  I         (mod.  9), 
26'/  =  +  i         (mod.  9); 
par  suite,  pour 

y;  —  6 <7  -M ,         ^y;  —  I  (  2  —  i)  =  I         (  mod.  9), 
jo=6<7-i-5,         gy,  ^  I  (22  — i)  ::3  I         (mod.  9); 

donc  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  6,  est  un  multiple  de  9 
augmenté  de  i . 

Il  en  résulte  que  si  l'on  fait  le  total  des  chiffres  d'un  nombre  parfait  autre 
que  6,  puis  la  somme  des  chiffres  du  total,  et  ainsi  de  suite,  on  arrive  à  10 
ou  à  un  multiple  de  10  (Kraft,  Novi  Comm.  Petrop.,  1734). 

On  a  de  même,  pour  le  module  7,  la  congruence  23^i;  par  suite,  pour 

/)  =  6^-i-i,         gy,  ^£=1(2  —  r)^r3-t-i         (  mod .  7  ) , 
^  =  6^ -h  5,         «y,  =  2(22— i)    - — (         (mod.  7); 

donc  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  28,  est  un  multiple  de  7  aug- 
menté ou  diminué  de  \. 

De  même,  pour  le  module  i3,  la  congruence  2^  =  —  i,  appliquée  aux 
nombres  des  formes 

^  =  12^-1-1,  5,  7,  II 

donne  cette  proposition  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  6,  est 
un  multiple  de  i3  augmenté  de  i,  2,  3  ou  8. 

On  a  encore  2^  ^  —  i  (mod.  19);  en  appliquant  ce  résultat  aux  nombres 
d'EucLiDE  pour  les  nombres  des  formes 

p  =  iSq-\-i,  5,  7,  II,  i3,  17, 
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il  vient  :  Tout  noinhi-r  parfait  pair,  autre  que  6  et  28,  est  un  multiple 
de\c)  augmenté  de  i,  Jt,  3,  7,  10  ou  i5. 

On  a  enfin  2^^^^  —  i  (mod.  25);  en  appliquant  ce  résultat  aux  nombres 
d'EucLiDE  pour  les  exposants  p  des  formes 

p  =  ioq  i-i,  3,  7,  [),  i[,  i3,  17,  19, 

on  trouve  :  Tout  nombre  parfait  pair,  autre  que  496,  est  un  multiple  de 
25  augmenté  de  i,  3,  G,  1 1  ow  16. 

En  combinant  ce  résultat  avec  le  premier,  il  en  résulte  que  :  Tout  nombre 
parfait  pair,  autre  que  6  ou  496,  est  terminé  par  Vensemble  des  deux 
chiffres  16,  28,  36,  56  ou  76. 

On  trouverait  de  même  les  restes  des  nombres  parfaits  pairs  pour  les 
modules  11,  23,  29,31,  37,  4I5  43  et  1000  {Mathesis,  t.  IX). 

Exemple  VL  —  Sur  les  nombres  parfaits  impairs.  —  On  a  le  théo- 
rème suivant  énoncé  par  Lionnet  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
1879;  p.  3o6)  : 

S'il  existe  des  nombres  parfaits  impairs,  ils  sont  donnés  par  la 
formule 

(0  Ai=a*a+ip2^ 

dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  premier  déforme  (4<7-i-i)  et  P 
un  nombre  impair,  plus  grand  que  i,  non  divisible  par  a. 
En  effet,  en  conservant  les  notations  du  n°  213,  on  aurait 

2/i  =  ABG..., 

et  puisque  n  est  impair,  un  seul  des  nombres  A,  B,  G.  . . .  est  double  d'un 
impair,  A  par  exemple,  et  les  autres  B,  G,  ...  sont  impairs.  Mais,  puisque 
rt,  è,  c,  ...  sont  impairs,  on  a 

A  =H  a  -f- 1 ,         B  =^  ,3  -H  I ,         G  -  ^  Y  "^  ï  >         •  •  •         (  '"o^  •  "^  )  î 

il  faut  donc  que  P,Y,  ...  soient  pairs  et  que  (a-i-i)  soit  le  double  d'un 
nombre  impair;  donc,  si  l'on  remplace  a  par  (4  a -h  i)  et  p,  Y>  •••,  pai' 
2^,  2Y,  . . .,  on  a 

(2)  /i  =:  a^a+»62pc2Y...; 

d'autre  part,  a  étant  impair,  on  ne  peut  faire  que  les  deux  hypothèses 
a^-f-[  et  a  s^ — i  (mod.  4);  par  suite,  a  est  un  nombre  premier  de 
forme  (4  ^  H-  i). 

D'ailleurs  les  nombres  p,  y»  •  •  •  ne  peuvent  être  tous  nuls  en  même 
temps;  car  on  aurait,  dans  le  cas  contraire, 

a«+' —  1 

ia'^=  ou         a3'(2  —  a)  =  i, 

a  —  I  ^ 
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ce  qui  donnerait  a  =  i  et  n  =  i.  D'où  résulte  encore  cette  proposition  :  // 
n'existe  aucun  nombre  par/ait  impair  de  forme  (4^'  4-  3). 

Exemple  Vil.  —  S'il  existe  un  nombre  impair  et  parfait,  ce  nombre 
est  divisible  par  quatre  facteurs  premiers  inégaux  deux  à  deux. 

Exemple  VIII.  —  Soit  /ii  la  somme  des  facteurs  premiers  de  n,  en  y  com- 
prenant Tunité;  soit  n^  la  somme  des  facteurs  premiers  de  n^.,  et  ainsi  de 
suite.  Démontrer  que  le  résultat  final  sera  toujours  égal  à  3  ou  à  6. 

(Oltramare.) 

230.  Théorème  de  Fermât  généralisé.  —  Euler  a  donné  une 
généralisation  du  théorème  de  Fermât,   sous  la  forme  suivante  : 

Si  a  et  11  sont  premiers  entre  eux,  la  puissance  de  «,  dont 
V exposant  est  égal  à  V indicateur  de  /z,  est  congrue  à  -\- 1 
pour  le  module  n. 

En  effet,  on  a  pour/?  premier,  non  diviseur  de  «, 

aP-'^  =zi-{-  hp; 

si  Ton  élève  à  la  puissance  d'exposant/?  les  deux  membres  de  l'é- 
galité précédente,  en  tenant  compte  des  restes  du  triangle  arith- 
métique pour  le  module  p  (n"  228),  il  vient 

si  nous  élevons  encore  les  deux  membres  à  la  puissance  d'expo- 
sant/?, il  vient 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  en  posant  P  =/)^;  on  a 

a^^^^^i         (mod.  P). 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  pour  une  puissance  quelconque 
d'un  nombre  premier.  Gela  posé,  désignons  par  P,  Q,  R,  ...  des 
puissances  de  nombres  premiers  inégaux  deux  à  deux,  par  n  le 
produit  PQR  . . . ,  et  par  a  un  nombre  premier  à  n  et,  par  consé- 
quent, premier  à  chacun  des  facteurs  de  n  ;  on  aura 

a?(P)  =  i,  (mod.  P), 
a?(Û)  =  i,  (mod.Q), 
a<P*J  =  i,         (mod.R), 
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mais,  par  la  formule  de  l'indicateur  d'un  produit  (n°  219), 

cp(n)  =  o(P)c?(Q)o(R),         ...; 

par  suite,  en  élevantles  deux  membres  des  congruences  précédentes 

à  une  certaine  puissance,  de  manière  à  obtenir  l'exposant  cp  (n), 

on  trouve 

a?(«'  =  i        (mod.  P), 

a<p(«'  -  I         (mod.Q), 

a?(«)^i         (mod.R), 


puisque  les  modules  P,  Q,  R,  .  .  .,  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux  (n°  225),  on  déduit 

^9'v«)=  i         (mod.  n). 

C'est  dans  cette  congruence  que  consiste  le  théorème  de  Fermât 
généralisé  par  Euler  (*). 

231.  Deuxième  démonstration  des  théorèmes  de  Fermât  et 
d'Eiiler.  —  Désignons  par  p  un  nombre  premier,  et  par  a  un 
nombre  non  divisible  par/?,  et  par  conséquent  premier  à  /?  ;  les 
restes  des  termes  consécutifs  de  la  progression  arithmétique 

a,     2a,     3a,      .  . .,     (p  —  i)a 

par/?  sont  inégaux  deux  à  deux  et  reproduisent  dans  un  certain 
ordre  tous  les  nombres  entiers 

I,     2,     3,     ...,     (/?—[). 

Soit,  pour  le  module  /?, 


a  =  ri, 

2a  =  r,, 

3ar-r3, 

(/?  — i)ar.^/>_i; 

en  multipliant  membre  à  membre 

(/>  —  i)!a/'-i  =  (/>  —  !)!,        (mod.;?). 

(')  Kller.  Theoremata arithm.  nova  meth.  demonstr.;  {Comm.  nov.  Ac.  Pe- 
trop.y  t.  VIII,  p.  74). 
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En  divisant  les  deux  membres  de  la  congruence  par  la  factorielle 
(^p  —  i)!j  nombre  premier  à  /?,  on  retrouve  le  premier  énoncé  du 
théorème  de  Fermât, 

aP-"^^!         (mod.jo). 

Pour  retrouver  le  second  énoncé  de  ce  théorème,  il  suffît  de  re- 
marquer que  si  a  n'est  pas  premier  au  nombre  premier  /?,  il  di- 
vise /?  ;  on  a  donc,  pour  toute  valeur  entière  de  a, 

aP  ^^  a        (mod./?). 

Pour  démontrer  le  théorème  d'EuLER,  désignons  par  a  et  n  deux 
entiers  premiers  entre  eux-,  remplaçons  successivement  x  dans  la 
forme  ax  par  les  N  nombres 

«1,    ^2,   «3,    .  .  .,    «N 

d'un  système  complet  de  restes  premiers  au  module  /i,  de  telle  sorte 
que  l'on  a  N  =  cp  [n).  Soit  donc 

(0  aa^^h^  )  (mod.  n) 


aa^  ^  b^ 


les  nombres  b^^  bo,  .  •  . ,  ^^  forment  un  système  complet  de  restes 
(n"  226).  On  a  donc, 

a^a-ia^ . . .  <2^  ^^  bib^b^ . . .  b^         (mod.  /i), 

attendu  que  chaque  facteur  du  premier  membre  est  congru  à  un 
facteur  du  second.  Si  l'on  multiplie  membre  à  membre  les  con- 
gruences  (i),  on  obtient 

a^  «1  «2 .  •  •  «X  ^^  tii  «2  •  •  •  <^N         (  ïïiod .  n  ), 

et  en  divisant  les  deux  membres  de  cette  congruence  parle  second 
membre,  premier  au  module,  on  a  / 

«?(«)  =  I        (mod.  n). 
232.  Perfectionnements  du  théorème  d'Euler. —  Si  nous  désignons 
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par  P,  Q,  R,  ...  les  puissances  des  nombres  premiers  contenues 
dans  un  nombre  n,  nous  avons  les  congruences 

a?(P»^i  (mod.P), 
a?(Qi=-i  (mod.Q), 
a?(R)=i         (mod.R), 


Cependant,  si  l'un  des  nombres  P,  Q,  R,  ...  est  pair  et  égal  à  2*, 
avec  a  >>  2,  on  doit  remplacer  l'indicateur  par  sa  moitié,  puisque 
l'on  a,  pour  tout  nombre  impair  <7, 

«2*"'^  I         (inod.  2^). 

Cela  posé,  avec  cette  restriction  que  l'on  remplace  'f  (2'*)  par 
^cp(2^),  lorsque  l'on  a  a>>2,  désignons  par  '{>(/i)  le  plus  petit 
comultiple  des  indicateurs  de  P,  Q,  R,  ...  ;  nous  aurons 

a¥"^^i  (mod.  P), 
<2^{/j)==  I  (mod.  Q), 
a^(n)^i         (mod.  R), 


et,  puisque  les  modules  sont  premiers  entre  eux,  deux  à  deux, 

a^in}=^  I         (mod.  n). 

Nous  donnerons  au  plus  petit  comultiple  '}(/^)  des  indicateurs  de 
P,  Q,  R,  . . .  le  nom  (ï indicateur  réduit  de  n.  Pour  n  égal  à  2, 
à  4^  à  une  puissance  quelconque  d'un  nombre  premier  impair, 
ou  au  double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier  impair,  l'in- 
dicateur réduit  ^  {n)  est  égal  à  '^{n)\  mais,  dans  tous  les  autres 
cas,  l'indicateur  réduit  est  une  partie  aliquote  de  l'indicateur. 

Par  conséquent  :  Si  a  et  n  sont  premiers  entre  eux,  la  puissance 
de  a,  dont  l'exposant  est  égal  à  V indicateur  réduit  de  /?,  est 
congrue  à  -\-  1  pour  le  module  n. 

On  peut  donner  au  théorème  d'EuLEu  un  second  énoncé  qui 
s'applique  à  tous  les  entiers  x^  premiers  ou  non,  au  module  n. 
Désignons  par  ).  le  plus  grand  des  exposants  des  divers  facteurs 
premiers  contenus  dans  w,  et  par/?  l'un  quelconque  des  facteurs 
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premiers  de  n.  Si  x  n'est  pas  premier  à  P=:/?^,  le  nombre  x  est 
divisible  par/?;  on  a  donc,  puisque  tt  ne  surpasse  pas  X, 

^X(a7<^(rt)  —  i)=o         (mod.  P); 

par  conséquent,  le  premier  membre  de  la  congruence  précédente 
est  divisible  par  P,  Q,  R,  ...  et  l'on  a  pour  tout  entier  x^  la  con- 

gruence 

^A(5;t^{«)_i)==o         (mod.n). 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Si  X  et  n  sont  deux  entiers  quelconques,  "^{n)  V indicateur 
réduit  de  n  et\  le  plus  grand  exposant  des  facteurs  premiers 
contenus  dans  n,  on  a  la  congruence 

x^^^{x¥"-^—i)^o         (mod.Ti). 

Cet  énoncé  conduit  à  des  conséquences  importantes;  nous  l'ap- 
pliquerons d'abord  à  la  recherche  des  restes  d'un  polynôme  f{x) 
de  degré  m  pour  un  module  quelconque  7i.  Posons 

f{x)  =  x>^{x¥'^'>—i)g{x)-^h{x), 

g{x)  et  h{x)  désignant  respectivement  le  quotient  et  le  reste  de 
la  division  de  f{x)  par  le  binôme  x'^^ix^'^^  —  i)  ;  le  degré  du  poly- 
nôme h  (x)  est  plus  petit  que  <]>(/?)  4- X. 

Nous  allons  démontrer  que  la  somme  t{;(/z)  +  X  est  toujours  plus 
petite  que  n,  excepté  pour  n  égal  à  4  ou  à  un  nombre  premier. 

Posons 

8  =  71  —  *\'(n) —  X, 

et  supposons  d'abord  que  n  soit  égal  à  une  puissance  d'un  nombre 
premier  P  =  /?'^;  dans  ce  cas 

1°  Si7:=i,onao=:oet  alors  /i  =  /> ; 

2"  Si  7c  =  2,  on  a  8  =  o  pour  p  =  2  et  alors  n  =  4,  mais  8  est 
toujours  positif  pour  p  ^  2; 

3"  Si  7:  >>  2,  on  a  toujours  8  >  o,  comme  cela  résulte  de  l'iné- 
galité 

^ir-i  =  (i -{- J^z:-7)7i-i  > ,  _+_  (^  _ ,  )(  7,  _ ,)  > -,:. 
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Considérons  mainlenant  le  cas  général  n  =  P.Q.R. .  .==^^^"'^/'P. . .  ; 
on  déduit  des  résultats  précédents  et  de  l'identité 

les  inégalités 

P=9(P)-4-7r, 

Qs?(Q)+*'^, 

R=cp(R)-f-p, 


et,  en  mullipliant  membre  à  membre, 

/l  >  çp(Âl)-4-  X. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

Pour  un  module  quelconque  n,  tout  polynôme  /(x)  de  degré 
(juclconque  est  congru  à  un  polynôme  h  {x)  dont  le  degré,  tou- 
jours plus  petit  que  le  module  n,  ne  surpasse  pas  'h{n)-{-'k. 

233.  Restes  d'un  Tableau  de  sommes  ou  de  différences.  —  En 
opérant  sur  un  Tableau  de  sommes  ou  de  différences,  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  pour  le  triangle  arithmétique  (n^228),  c'est-à-dire 
en  remplaçant  les  nombres  du  Tableau  par  leurs  restes  suivant  un 
module  donné  /i,  l'inspection  du  Tableau,  dans  chaque  cas,  donne 
un  grand  nombre  de  propriétés  intéressantes.  On  peut  aussi  se 
servir  des  formules  du  calcul  des  sommes  et  des  différences  et  rem- 
placer les  coefficients  du  binôme  par  leurs  restes.  Nous  donnerons 
ci-dessous  quelques  exemples. 

I  "  Prenons  d'abord ,  pour  la  première  méthode,  le  module  n  =  4» 
et  recherchons  les  restes  des  différences  de  xf  pour  des  valeurs 
entières  et  consécutives  de  x.  On  forme,  pour^  impair,  le  Tableau 
périodique  des  restes,  suivant  le  module  4? 

o.  I  .0.3.0.  I  .0.3.0.  ,, 
.1.3.3.1.1.3.3.1..., 
0.2.0.2.0.2.0.2.  .  .  ., 
.2.2.2.2.2.2.2 

Par  conséquent,  les  restes  de  A'.r^  par  4  sont  tous  égaux  à  2, 
lorsque  q  est  impair,  et  ceux  des  différences  d'ordre  supérieur 
sont  nuls. 


Restes  de 

Xi 

»         » 

\xi 

»         » 

\^xi 

»                 M 

\^x*i 
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On  démontre  de  la  même  façon  que  les  restes  de  A^x^  par  4  sont 
tous  égaux  à  2  si  ^  est  pair,  et  ceux  des  différences  d'ordre  supé- 
rieur sont  nuls.  En  particulier,  les  restes  de  ^x^  par  le  module  2 
sont  tous  égaux  à  i . 

2°  Dans  Fapplication  de  la  seconde  méthode,  nous  prendrons 
pour  module  un  nombre  p  impair  et  premier,  et  nous  calculerons 
les  restes  de  A^~^  xP~^  ,  pour  des  valeurs  entières  consécutives  de  x. 

On  a,  par  une  formule  du  calcul  des  différences 

(i)  ^p--'^xP-'^  —  {p  —  l)\: 

ainsi  les  différences  d'ordre  (p  —  i)  sont  constantes,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  x.  Pour  déterminer  cette  valeur  constante,  re- 
prenons la  formule  symbolique  (n"  76) 

il  vient,  pour  x  =^  o 

en  appliquant  le  théorème  de.  Fermât  aux  puissances  du  second 
membre,  on  a 

A/^-iiT/^-i  — (i  —  i  )/'-!  — 1         (mod./)), 

ou,  plus  simplement, 

M>-ixP-'^~-  —  i         (mod.p); 

en  comparant  ce  résultat  avec  celui  de  l'identité  (i),  on  a 
(p  —  iV. -- — I         (mod./?). 

Ainsi,  pour  tout  nombre  premier/),  le  produit  de  tous  les  entiers 
inférieurs  à/>,  augmenté  de  i,  est  divisible  par/?;  c'est  l'énoncé 
du  théorème  de  Wilson,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus  loin. 

^^  Considérons,  plus  généralement,  les  restes  de  A''~'x^  par  un 
module  quelconque  n.  Par  le  dernier  théorème  du  numéro  précé- 
dent, on  peut  supposer  ^  égal  au  plus  k  (n —  i);  si  l'on  suppose  n 
composé  et  >>  4 7  on  peut  supposer  q  <C  n  —  i ,  et  alors  les  restes 
sont  nuls;'tnais  si  n  est  égal  à  un  nombre  premier/?,  et  si  Ton  fait 

on  aura 

xi::^x''        et        A/'-»ic7~  A/^-ïa?''        (mod./); 


CHAPITRE    \XIII.    —    LES    RESTES.  433 

lorsque /•<</?  —  i,ladiflerence  A/'"'  ;r^  est  nulle;  lorsque/- =/?  —  i , 
on  a  comme  au  2"',  A^~'  x^  ^^  —  i  ;  mais  alors  (/?  —  i)  est  un  di- 
viseur de  q. 

En  résumé,  les  restes  de  \'^~^  xi  par  n  sont  constants.  Ils  sont 
égaux  : 

A  —  I ,  si  /i  est  un  nombre  premier  tel  que  {n  —  i )  divise  q  ; 

A  -4-  2,  si  /i  est  égal  à  4  et  si  ^  est  impair  ; 

A  o,  dans  tous  les  autres  cas. 

234.  Théorème  de  Clausen  et  de  Staudt  (i).  —  On  a,  pour  les 
nombres  de  Bernoulli,  V expression 

«?--^7       7^-  b~  c'~"'~T 

dans  laquelle  on  désigne  par  Kg  un  nombre  entier  et  par  1,  6, 
c,  . . . ,  /  tous  les  nombres  premiers  qui  surpassent  de  i  tous  les 
diviseurs  de  q. 

En  effet,  nous  avons  trouvé  pour  B^  l'expression 

-^1    ,    ^2       A, 


-^  .'34    •   ■••-(-^)^^- 

D'après  les  résultats  précédents,  les  fractions  du  second  membre 
se  réduisent  à  des  entiers',  lorsque  le  dénominateur  n  est  un 
nombre  composé  >>  4?  ou  lorsque  n  est  un  nombre  premier  tel  que 
{n  —  i)  ne  soit  pas  diviseur  de  q.  D'ailleurs,  pour  /z  =  4^  la  frac- 
lion  —  {A3  se  réduit  à  un  nombre  entier,  puisque  l'on  doit  supposer 
q  pair,  attendu  que  les  nombres  de  Bernoulli  d'indice  impair  sont 
nuls,  à  l'exception  de  B, .  Il  ne  reste  donc  que  les  fractions  dont  le 
dénominateur  est  un  nombre  premier/?  qui  surpasse  de  i  tout  di- 
viseur de  q\  dans  ce  cas,  la  fraction  se  réduit  à  un  entier  diminué 

de  -•  c.  Q.   F.   D. 

P 


(»)  Staudt,  Journal  de  Crelle  (t.  XXI,  p.  72).  —  Clausen,  Astronomische 
Nachrichten.  La  démonstration  du  texte  est  plus  simple  que  celles  que  nous 
avons  publiées  dans  Mathesis  (t.  III,  p.  25,  et  t.  XI,  p.  9)  et  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  mathématique. 

E.  L.  -  I.  .  28 
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On  a,  pour  les  premières  valeurs  de  q^ 

Ao  =  A2  =  At  =  . . .  =  A12  =  +  I,         A2^+i  =  o, 


Ai4  =  -f-  2, 

Ai6=—  6, 
Ai8=-+-  56, 
A20  = —    528, 

A22  =4-  6193, 


A24=—  86076, 

A26  =  -+-  14  255x8, 

A28  =  —  272  98230, 
A3o=-i-  601580875, 
A32  =—  I  5ii63  15766. 


Exemple  I.  —  Si  ^  est  un  nombre  premier  et  (2^  -h  i)  un  nombre  com- 
posé, le  dénominateur  de  B^q  est  6. 

Exemple  II.  —  Si  g  et  q'  sont  premiers  entre  eux,  le  dénominateur 
de  ^'tqq'  est  divisible  par  le  sixième  du  produit  des  dénominateurs  de  B^q 
et  de  62^'  (voir  une  démonstration  de  M.  Radicke  dans  la  Nouvelle  Cor- 
respondance mathématique,  t.  VI,  p.  69;  i! 


235.  Théorèmes  de  Genocchi  et  d'Adams.  —  On  déduit  immédia- 
tement du  théorème  énoncé  dans  le  numéro  précédent  que  le  pro- 
duit 


(i)  x{xi  —  \)B 


</' 


est  entier,  quel  que  soit  l'entier  x.  11  suffît  de  démontrer  que  le 
coefficient  du  nombre  B^  est  divisible  par  tous  les  nombres  qui 
surpassent  de  i  tous  les  diviseurs  de  q.  Or,  pour  p  premier,  on  a 

x{xP-'^ — i)  =  o  (mod./?), 

et,  puisque  [p  —  i)  divise  g,  on  a 

x{xi — i)  =  o  (mod./?). 

En  particulier,  pour  ^  =  2,  les  nombres 

■    G^  =  2(i  — 27)B^. 

sont  entiers.  Ce  théorème  a  été  énoncé,  mais  démontré  autrement, 
par  Genocchi  (').  Nous  en  avons  donné  une  autre  démonstration 
au  n°  142. 


(')  Genocchi,  Sur  les  nombres  de  Bernoulli  {Ann.  de  Tortolini,  i852).  Voir 
aussi  Nouv.  Ann.  de  Math.,  J877;  p.  167. 
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M.  Adams  a  calculé,  par  l'emploi  du  théorème  de  Staudt,  la  Table 
des  nombres  de  Bernoulli  jusqu'à  B,24  (^).  Pour  vérifier  ces  cal- 
culs vraiment  laborieux,  puisque  les  numérateurs  des  douze  der- 
niers de  ces  nombres  ont  plus  de  80  chilTres,  l'auteur  a  énoncé  et 
démontré  le  théorème  suivant  :  Si p  >  3  est  un  nombre  premier, 
le  numérateur  de  B^^r,  est  divisible  par  p.  De  plus,  il  a  observé 
que,  si  p  désigne  un  nombre  impair  et  premier,  diviseur  de  q,  et 
non  diviseur  du  dénominateur  de  B^q,  le  numérateur  de  ^2q  ^st 
divisible  par  p  ;  mais  l'auteur  ajoute  qu'il  n'a  pas  obtenu  la  dé- 
monstration de  cette  proposition,  bien  qu'il  ne  doute  pas  de  son 
exactitude.  Nous  allons  donner  la  démonstration  du  premier  théo- 
rème, en  réservant  pour  le  second  volume  la  démonstration  du 
second  théorème  de  M.  Adams. 

On  a,  par  ce  qui  précède, 


B2/;  = 


G2/> 


'i{i  — -11' )  {i -\- ii> ) 


D'ailleurs  (j2p  est  entier,  impair,  et  divisible  par  /?,  comme 
cela  résulte  d'une  formule  du  n**  142;  mais /?  ne  peut  diviser  le 
dénominateur  de  la  fraction  précédente  ;  donc  p  restera  en  facteur 
dans  le  numérateur  de  Bo;,. 

Exemple  I.  —  Démontrer,  pour/?  premier,  la  formule 
nG,i+p-i  =  {n  —  \)Gn        (mod./?). 

236.  Restes  des  nombres  d'Euler.  —  jNous  avons  vu  (n"  145)  que 
les  nombres  d'EuLER  sont  donnés  par  la  formule  récurrente 

(E -h  i)«-f- (E  —  i)"'^^  o. 

Les  nombres  d'indice  impair  sont  nuls,  et  les  nombres  d'indice 
pair  sont  entiers  et  impairs;  de  plus,  Scherk  (2)  a  démontré  que  les 
nombres  d'indice  pair  sont  terminés  alternativement  par  les  chiffres 
I  et  5.  Ces  propriétés  sont  des  cas  particuliers  des  suivantes.  En 
tenant  compte  des  résultats  obtenus  pour  les  restes  des  termes  du 


(*)  Adams,  Journal  de  Borchardt^  t.  LXXXV,  p.  269. 

(')  Journal  de  Crelle,  t.  LXXIX,  p.  67.  —  Pour  plus  de  développements,  voir 
nos  articles  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique. 
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triangle  arithmétique  pour  un  module  premier  (n°  228),  la  formule 
précédente  donne,  en  supposant  n  =  {p  —  i)  et  p  premier, 

E^_,  +  E;,_3-f-Ep_5-i-...-h  E2+Eo=o  (mod.  p); 

on  a  donc  cette  proposition  :  Si  p  est  un  nombre  premier,  la 
somme  des  nombres  eulériens  dont  V indice  ne  surpasse  pas  p 
est  divisible  par  p. 

De  même,  on  obtient  les  formules 


E^+3=E4  J  ^jnod.jD) 


E/,+5  ==  Es 


et,  en  général,  pour  un  nombre  quelconque  ^,  entier  et  positif, 

E2«-hA(/j-i)=  Egrt        (mod./?). 

Par  suite  :  Les  restes  des  nombres  eulériens,  suivant  un  module 
premier  p,  se  reproduisent  périodiquement  dans  le  même  ordre, 
dans  une  période  de  {p  —  i)  restes. 

Nous  avons  étendu  ces  propriétés  aux  nombres  eulériens  des  di- 
vers ordres,  et  à  un  grand  nombre  de  coefficients  différentiels. 
Nous  appelons  nombres  eulériens  d^ ordre  a,  en  supposant  a  en- 
tier et  positif,  les  nombres  entiers  donnés  par  la  relation  symbo- 
lique 

Ea,„-^[E'+  E"-i-  E'"-4-. .  .4-  E(ûc)]«, 

dans  laquelle  on  remplace,  après  le  développement,  les  exposants 
de  E',  E'^,  .  .  .  par  des  indices.  On  démontre,  comme  ci-dessus,  la 
relation 

Ea,ra+yi(p-i)  =  Ejc/i        (  mod.  p  ). 

237.  Restes  des  sommes  des  puissances  semblables  des  entiers 
inférieurs  à  un  nombre  premier.  —  Désignons  par  S^  la  somme  des 
puissances  d'exposant  n  des  (/>  —  i)  premiers  nombres  entiers,  et 
pary?  un  nombre  premier. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  :  La  somme  Sn  est 
congrue  à  —  i  ow  à  o,  pour  le  module  p^  suivant  que  n  est  ou 
n'est  pas  multiple  de  (/>  —  i).  En  effet,  si  n  est  un  multiple  de 
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(/?  —  i),  tous  les  termes  de  S„  sont  congrus  à  i ,  d'après  le  théorème 
de  Fermât,  et,  puisque  la  somme  a  [p —  i)  termes,  on  aura 

S„  =  —  I         (mod.  p). 

Pour  le  second  cas,  où  n  n'est  pas  multiple  de  {p  —  i),  considé- 
rons la  formule  symbolique  [n°  132,  formule  (3)] 

^«  _  I  cJu  (  s -M)«  —  S«  ; 

si  l'on  j  remplace  :r  par/?  etSo  par(/)  —  i),il  vient,  en  supprimant 
les  multiples  de/?, 

CAS„_i-i-G2S„-2-f-...H-Gr'S,=  o        (mod.  p). 

Mais  S|  est  divisible  par/?;  par  suite,  en  faisant  n  =  2,  on  en 
déduit  que  S2  est  aussi  divisible  par  /?,  puis  S3,  S4,  ...,  jus- 
qu'à S^_2. 

On  arrive  aux  mêmes  résultats,  en  partant  de  la  formule  symbo- 
lique (nM34) 

on  multiplie  les  deux  membres  par  ni,  et  l'on  sait  que  n  !  B^  est  un 
nombre  entier. 

238.  Théorème  de  WUson.  —  Nous  avons  vu  (n"«  227  et  233) 
que,  pour  un  module/?,  impair  et  premier,  les  entiers  inférieurs  à/? 
peuvent  êlre  associés  deux  à  deux,  de  telle  sorte  que  leur  produit 
soit  congru  à  i  pour  le  module  /?.  D'autre  part,  à  l'exception  des 
nombres  i  et  (/?  —  r),  aucun  autre  nombre  ne  peut  être  égal  à  son 
associé;  ainsi  les  nombres 

2,     3,     4,     ...,     (/?  — 2) 

s'associent  deux  à  deux,  leur  produit  est  congru  à  H-  i  pour  le  mo- 
dule/? ;  on  a  donc 

(p  —  2)!=-+-!         (mod./)). 

En  multipliant  les  deux  membres  par  (/?  —  i),  il  vient 

(/?  —  i)!-i-i  =  o        (mod. />). 
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En  d'autres  termes,  le  produit  de  tous  les  entiers  inférieurs  à 
un  nombre  premier p,  augmenté  de  i,  est  divisible  par  p  (^). 

Lorsque  p  n^  est  pas  premier ,  mais  >  4?  le  produit  des  (p  —  2) 
premiers  nombres  est  divisible  par  p.  —  En  effet  : 

1°  SijD  n'est  pas  un  carré,  il  est  décomposable  en  un  produit  de 
deux  facteurs  inégaux  contenus  dans  la  suite  des  (p  —  2)  pre- 
miers nombres; 

2^  Si  /?  ^  4  esl-  égal  à  un  carré  n^,  la  factorielle  (p  —  2)  !  con- 
tient les  deux  facteurs  n^  et  2/1^  ;  elle  est  donc  divisible  par/?  ; 

3"  Si  p  =  4,  le  produit  des  deux  ou  des  trois  premiers  nombres 
est  congru  à  2  pour  le  module  4- 

Le  théorème  de  Wilson  donne  une  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  qu'un  nombre  soit  premier;  mais  il  est  inapplicable 
en  pratique.  Cependant,  on  simplifie  le  calcul  en  remplaçant  les 
nombres  de  la  seconde  partie  de  la  factorielle  (p  —  i)!  par  leurs 
compléments  à/>;  on  en  déduit  d'ailleurs  quelques  conséquences. 
Nous  considérerons  deux  cas,  suivant  que  le  reste  du  nombre  im- 
pair et  premier/)  par  4  est  i  ou  3. 

i**  Si  l'on  suppose  y?  =  4^  -f-  3,  on  a 

[{^q  -hi)l]^ — 1^0         (mod.  p). 

Par  conséquent, /)Owr  que  p  =  /\q  ^  3  soit  un  nombre  pre- 
mier, il  faut  et  il  suffit  que  le  reste  de  la  division  de  la  facto- 
rielle (2^-4-1)!  par  p  soit  dz  i .  Cependant,  on  peut  déterminer 
dans  quels  cas  le  reste  est  +  i ,  et  dans  quels  cas  il  est  égal  à  —  i  (-). 

1^  Si  l'on  suppose/)  =z  ^q  -^  i  ^  on  di 

[(29)!]2+i  =  o        (mod./?). 
Par  conséquent,  pour  que  p^=^  ^q  -\-\  soit  un  nombre  pre- 


(')  Waring  a  énoncé  ce  théorème,  sans  démonstration,  dans  les  Meditationes 
algebraicœ,  en  l'attribuant  à  Wilson,  l'un  de  ses  élèves.  Waring  avoue  que  la  dé- 
monstration lui  paraît  d'autant  plus  difficile  qu'il  n'y  a  point  de  notation  pour 
désigner  spécialement  les  nombres  premiers.  La  démonstration  du  texte  est  due 
à  Gauss  {Disq.  Arithm.,  n°  77);  celle  du  n°  233,  qui  repose  sur  le  calcul  des 
différences,  est  une  simplification  de  celle  de  Lagrange. 

(  '  )  «  Il  n'est  pas  facile  de  dire  a  priori  lequel  de  ces  deux  nombres  (  2  ^  + 1  )  !  ±:  i 
est  multiple  de  p.  »  (Lebesgue,  Introduction  à  la  Théorie  des  Nombres,  p.  82). 
Nous  montrerons  plus  loin  qu'il  faut  prendre  -t- i  ou  —  i,  suivant  que  le  nombre 
des  non-résidus  quadratiques  de  p,  compris  entre  o  et  {p,  est  pair  ou  impair. 
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mier,  il  faut  et  il  suffit  que  le  reste  par  p  du  carré  de  la  fac- 
torielle  (2^)  !  soit  égal  à  —  i .  De  cette  proposition,  il  résulte  en- 
core que  tout  nombre  premier  de  la  forme  (4^  +  i )  divise  (^- -h  i), 
c'est-à-dire  une  somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux. 

239.  Restes  de  la  progression  géométrique.  —  Soit  /i  un  module 
quelconque  ;  désignons  par  'ji  l'indicateur  réduit  et  par  a  un  nombre 
premier  à  n\  nous  allons  étudier  les  restes  des  termes  de  la  pro- 
gression géométrique 

I,     a,     a"*-,     a^,     ..., 

de  raison  «,  divisés  par  n.  D'abord,  on  ne  trouve  aucun  reste  nul, 
puisque  a  et  n  sont  premiers  entre  eux^  d'ailleurs,  tous  les  restes 
sont  premiers  à  n^  et  puisque  leur  nombre  ne  peut  surpasser  l'indi- 
cateur ^(/î)  de  n,  on  trouvera  deux  puissances  différentes,  a^  et 
^^+^,  donnant  le  même  reste.  On  a  donc 

a^a^  =  a^        (mod.  n), 

et  puisque  a^  est  premier  au  module,  il  vient 

a^  ^  I         (mod.  n). 

11  existe  donc  une  puissance  de  a  qui  donne  i  pour  reste,  ce 
qui  résulte  d'ailleurs  du  théorème  d'EuLER.  Mais,  parmi  toutes  les 
puissances  de  a  qui  donnent  i  pour  reste,  la  plus  importante  à  con- 
sidérer est  celle  du  plus  petit  exposant,  en  ne  tenant  pas  compte  de 
l'exposant  zéro.  Soit  donc  g  le  plus  petit  exposant  tel  que  l'on  ait 

a^  ^  I         (mod.  n)', 

on  dit  alors  que  a  appartient  à  l'exposant  minimum  g  pour  le 
module  n  ;  mais,  pour  la  rapidité  du  langage,  nous  dirons  que  g  est 
le  gaussien  de  a  pour  le  module  n. 
Les  g  premiers  restes  des  puissances, 

(i)  I,     a,     a2,     asr-i, 

sont  tous  différents,  car  si  l'on  avait 

a^+'  =  a^        (mod.  n), 

on  en  déduirait  a^  ^  i,  et  ^  ne  serait  pas  le  plus  petit  exposant 
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qui  correspondrait  au  reste  i .  L'ensemble  des  restes  de  la  suite  (i), 
tous  distincts,  et  en  nombre  g  s'appelle  \si  période  du  nombre  a 
pour  le  module  n.  Les  restes  suivants,  des  termes  de  la  progression 
géométrique,  reproduisent  indéfiniment  la  même  période  ;  on  a, 
en  effet, 

<2<?  =  i,         aé'+i  =  a,         a§'->-2  =  «2^         ._         (mod.  ^). 

En  général,  si  l'on  désigne  par  q  le  quotient  et  par  /-  le  reste  de 
la  division  de  s  par  le  gaussien  g,  on  a 

s  =  qg-^r        et         a^  ^^  a^s a^  ^^  a^         (mod.  n). 

Ainsi  deux  puissances  a^  et  «^sont  congrues  ou  non  pour  le  mo- 
dule n^  suivant  que  leurs  exposants  s  Ql  t  sont  congrus  ou  non, 
pour  le  module  g^  gaussien  de  n.  En  particulier,  si  l'on  a  a^=  i 
le  reste  de  s  par  g  est  égal  à  o;  il  en  résulte  que  les  exposants  des 
puissances  de  a  qui  donnent  i  pour  reste  sont  tous  les  multiples 
du  gaussien.  Mais,  par  le  théorème  d'EuLER  perfectionné,  on  a 

a¥'^^~\         (mod.  Al). 

Par  conséquent,  le  gaussien  de  a  pour  le  module  n  est  un 
diviseur  de  V  indicateur  réduit  de  n,  et  les  exposants  des  puis- 
sances de  a  qui,  divisées  par  n,  donnent  pour  reste  i,  sont  tous 
les  multiples  du  gaussien. 

Exemple  I.  —  Pour  un  même  module,  le  gaussien  du  produit  abc  . . . 
de  nombres  premiers  au  module  est  un  diviseur  du  plus  petit  comultiple 
des  gaussiens  des  facteurs. 

Exemple  II.  —  Si  l'on  désigne  ^d^v  xabcd,  . . .  et  A,  B,  G,  D, ...  des 
nombres  entiers,  et  si  l'on  pose 

on  a,  pour  tout  nombre  premier  jo,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  h, 
entier  et  positif,  la  congruence 

cp[;r  +  h{p  —  I)]  =  cp(a^  )         (mod.  p). 

Exem,ple  III.  —  Soit  g  le  gaussien  de  a  pour  le  module  premier/», 
démontrer  que  la  somme  des  puissances  ^'^™«s  des  termes  de  la  période 
est  congrue  à  o  ou  à  ^,  suivant  le  module  q,  selon  que  l'exposant  q  est 
ou  n'est  pas  multiple  du  gaussien  g. 
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240.  Réciproque  du  théorème  de  Fermât.  —  Soit  un  nombre  im- 
pair quelconque  /z;  nous  avons  vu  que  la  différence /i —  'f  (^)  ^sl 
toujours  positive,  et  n'est  égale  à  i  que  pour  n  premier;  d'autre 
part,  l'indicateur  réduit  à{n)  n'est  jamais  supérieur  à  l'indicateur 
o{n).  Par  conséquent,  lorsque  le  gaussien  de  a  pour  le  module  n 
est  égala  {n  —  i),  il  en  résulte  que  n  est  nécessairement  un  nombre 
premier;  mais,  si  Ton  a  la  congruence 

a«-*^  I         (mod.  n), 

les  exposants  des  puissances  de  a  congrues  à  l'unité,  qui  seraient 
inférieurs  à  {n  —  i),  ne  pourraient  être  que  des  multiples  d'un 
certain  diviseur  de  (/z  —  i);  on  a  donc  la  proposition  suivante, 
que  l'on  doit  considérer  comme  la  réciproque  du  théorème  de 
Fermât  :  Si  a^ —  i  est  divisible  par  n,  pour  x  égal  à  [n  — i),  et 
n'est  pas  divisible  par  n  pour  x  égal  à  une  partie  aliquote  de 
{n  —  i),  le  nombre  n  est  premier. 

Nous  avons  énoncé  pour  la  première  fois  ce  théorème  en  1876,  au  Con- 
grès de  l'Association  française  pour  l'Avancement  des  Sciences,  à  Clermont- 
Ferrand,  dans  une  Note  intitulée:  Sur  la  recherche  des  grandsnombres 
premiers.  Nous  en  donnerons,  dans  le  second  volume,  un  grand  nombre 
de  corollaires. 

Exemple  I.  —  Soit 

a  =  3,         /i  =  65537  =  2i6-f-i; 

les  diviseurs  de  {n  —  i)  sont 

I,      2,      2^,      2^,      2*,      25,       ...,      2'«. 

Si  l'on  calcule  les  restes  par  n  des  puissances  de  3  dont  les  exposants  sont 
égaux,  aux  termes  de  la  suite  précédente,  en  observant  que  chaque  reste 
s'obtient  en  divisant  par  n  le  carré  du  reste  précédent,  on  trouve 

3,     9,     81,     656i,—  11088,     ...,     -4-1, 

et,  puisqu'il  n'y  a  aucun  reste  égal  à  -f-  i  avant  le  dernier  de  la  suite,  on  en 
conclut  que  2i^-f-i  =  65537  est  un  nombre  premier. 
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CHAPITRE  XXIV. 

LES    FRACTIONS    CONTINUES. 


241.  Fractions  continues.  —  Pour  donner  une  valeur  approchée 
d'un  nombre  fractionnaire  positif  ;r  =:  (a:  6),  on  prend  le  quo- 
tient qQ  le  plus  approché  par  défaut  et  l'on  pose,  en  se  reportant 
aux  notations  du  n"  189, 


I  b 

X  =ûf  0  H-  —  >     avec     xa^=  — 

^  ^1  /'i 


^0  est  nul  pour  ;r  <;  i ,  mais  entier  et  positif  pour  x^i.  En  géné- 
ral, X\  est  un  nombre  fractionnaire  >>  i;  pour  évaluer  ce  nombre, 
on  prend  encore  le  quotient  q^  le  plus  approché  par  défaut,  et 
l'on  pose 


T  ri 

xx=  qi-\ ,     avec     Xi= —; 


de  même,  si  l'on  désigne  par  q^  le  plus  grand  entier  contenu  dans 
^2i  et  si  l'on  pose 


^2=^2+  —•)     avec     x^=  -\ 

^.3  ''3 


on  obtient  par  le  remplacement  de  x^  et  x.j  dans  l'expression  de^r 


q\-^-y  qx 

X2 


'^'-^x.' 


et  ainsi  de  suite.  Mais  le  calcul  des  quotients  q^^  q^ ,  ^2»  q^-i  •  •  •  5 
revient  à  l'opération  delà  recherche  du  plus  grand  codiviseur  de  a 
et  de  b\  on  a,  en  général, 

Xp-x  —  Çp-i-^ î     avec     Xp  =  -^ — 
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L'opération  se  trouve  nécessairement  limitée  après  un  nombre 
fini  de  divisions;  on  a  ainsi 

37  =  ^0  H 


^i 


I 

9n 


On  dit  alors  que  Ton  a  développé  x  en  fraction  continue  ;  les  en- 
tiers q^^  cjx,  ^2>  '  '  '^  <Jn  sont  positifs  et  s'appellent  quotients  in- 
complets; le  premier  peut  élre  nul,  mais  tous  les  autres  sont  au 
moins  égaux  à  i,  et  le  dernier  à  2,  car  si  l'on  avait  q„  =  i^  on 
pourrait  remplacer  le  quotient  précédent  qn-\  par  (^w_i-+-i)- 
On  dit  encore  que  les  fractions 


I 

I 

I 

—  7 

—  > 

•  • .  ^    — 

^yi 

91 

q^ 

sont  \es  fractions  intégrantes;  les  nombres  x^,  X21  . . . ,  Xn  sont 
les  quotients  complets.  Les  fractions  continues  successives  for- 
mées de  1 ,  2,  3,  . . . ,  ^  fractions  intégrantes  sont  appelées  frac- 
tions convergentes  ;  mises  sous  la  forme  de  fractions  ordinaires,  ce 
sont  les  réduites  successives.  On  a  d'ailleurs  ce  théorème  : 

Tout  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire j  est.,  d'une 
seule  manière,  égal  à  une  fraction  continue. 

Considérons  trois  nombres  quelconques  positifs  x,  y^  z^  rangés 
par  ordre  de  grandeur  croissante.  Si  le  premier  quotient  incom- 
plet de  X  el  àe  z  est  le  même,  ce  sera  aussi  le  quotient  incomplet 
dey;  on  aura 

î  I  I 

X  =  Oq-^ »  y=qQ-^ J  Z  —  qQ-\ , 

^1  JKi  ^i 

et  les  quotients  complets  .r,,  j'<,  z^  seront  rangés  par  ordre  de 
grandeur  décroissante.  De  même,  si  .r,  et  z^  ont  le  même  quotient 
incomplet  ^i,  ce  sera  celui  dej^o  et  l'on  aura 

^1=^1-^—'  ri^^i-^TT'  Z\=q\-^Ty 

Xi  yi  ^2 

les  quotients  complets  J^o?  J^'2,  ^2  seront  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur croissante,  et  ainsi  de  suite;  d'où  résulte  ce  second  théo- 
rème : 


444  LIVRE    m.    —    LA    DIVISIBILITÉ    ARITHMÉTIQUE. 

Lorsque  trois  nombres  positif  s ,  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur, sont  développés  en  fractions  continues,  les  premiers  quo- 
tients incomplets  qui  sont  communs  aux  deux  fractions  ex- 
trêmes sont  aussi  les  premiers  quotients  incomplets  du  nombre 
intermédiaire,  et  les  quotients  qui  complètent  les  trois  frac- 
tions sont  aussi  rangés  par  ordre  de  grandeur. 

D'ailleurs,  ces  quotients  complets  sont  rangés  dans  le  même 
ordre  de  grandeur  que  les  nombres  donnés  {x,y^  z),  ou  dans  l'ordre 
contraire,  suivant  que  le  nombre  des  quotients  incomplets  com- 
muns est  pair  ou  impair. 

242.  Calcul  des  réduites.  —  Les  premières  réduites  de  x  sont 

qa      q^qx^"^      q^qxq^^  qi^  q^ 

■ —  ?    j •>     '  '  '  ■) 

I  ^1  q\qï-\-i 

nous  les  désignerons  respectivement  par 

L\  il,  fi,  ..., 

^0  '        gi'        gi 

Chacune  des  premières  réduites  peut  se  former  en  multipliant 
les  deux  termes  de  la  précédente  par  le  quotient  incomplet  auquel 
on  s'arrête,  et  en  ajoutant  respectivement  les  deux  produits  ob- 
tenus aux  deux  termes  de  la  fraction  antéprécédente.  Ainsi  l'on  a, 
pour  les  premières  valeurs  de/?, 

^j\  (  fp—qpfp-'^^fp-i.^ 

\  gp^qpgp-i-^gp-^.- 

On  démontre  que  ces  formules  sont  générales  et  s'appliquent 
pour  toutes  les  valeurs  de  />,  en  remplaçant 

qp     par     q^^-L-. 

qp+\ 

Par  conséquent,  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des 
réduites  successives  sont  des  entiers  positif  s  et  croissants  ;  nous 
démontrons  plus  loin  que  les  réduites  calculées  par  ces  formules 
sont  des  fractions  irréductibles.  D'autre  part,  si  l'on  remplace  le 
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quotient  incomplet  <//»+<  par  le  quotient  complet  a^p^ij  on  a,  pour 
Xy  l'expression 

(2)  j;=,^P±lIjL-tIp:zl, 

Xp+xgp-\-  gp-t 

Pour  les  théories  qui  vont  suivre,  il  est  utile  d'indiquer  une 
forme  spéciale  du  développement  d'un  nombre  en  fraction  conti- 
nue. Puisque  le  dernier  quotient  q,i  (complet  et  incomplet)  est 
plus  grand  que  i,  on  peut  le  remplacer  par 

et  augmenter  ainsi  le  nombre  des  fractions  intégrantes  de  la  frac- 
tion continue.  La  valeur  de  la  fraction  continue  reste  la  même, 
mais  on  a  introduit  une  fraction  convergente  intermédiaire 

fn   — //?-!    . 
gn—gn-\' 

cependant,  on  doit  observer  que  cette  transformation  ne  peut 
s'effectuer  que  pour  le  dernier  quotient,  complet  et  incomplet,  et 
qu'on  ne  peut  l'appliquer  aux  autres  quotients  incomplets.  Par 
suite  :  Le  nombre  des  fractions  intégrantes  d^une  fraction 
continue  est,  à  volonté,  pair  ou  impair. 

243.  Différence  de  deux  réduites.  —  La  différence  A  de  deux  ré- 
duites consécutives  a  pour  expression 


\   —  -^^'^^  _  Lu  —  ^p^'^fp'^fi'-'^  _  fp 
d'où  l'on  tire 


''  gp+\  ^P  qp-r\gp-^  gp-\  gp 


fp   Sp 

fp+\  Sp+'i 


fp-\  ^p-\ 
fp   Sp 


par  conséquent,  les  différences  A^  et  A^_,  ont  des  numérateurs 
égaux  et  de  signes  contraires;  mais,  pour  les  deux  premières  ré- 
duites, ce  numérateur  est  i  ;  on  a  donc 

(i)  fp-igp-fpgp-i  =  {—^y' 

En  d'autres  termes,  la  différence  de  deux  réduites  consécu- 
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tives  d^une  fraction  continue  a  pour  numérateur  i,  et  pour 
dénominateur  le  produit  des  dénominateurs  des  deux  réduites. 


On  a  les  égalités 


ëi 

ëo 

=  + 

I 

ëp 

II 

ë2 

ëi 

=  — 

T 

ë\ël 

— 

fn-i 
ëp-i 

=  + 

ëp-lëp 

on 

trouve 

fv 
ëp 

ëo 

T 

T 

ëxë^ 

-^...-f- 

r- 
ëp- 

ly-i 
-lëp 

Au  lieu  de  commencer  à  la  première  réduite,  on  peut  commen- 
cer à  une  réduite  quelconque;  on  a  donc  cette  proposition  : 

La  différence  de  deux  réduites  quelconques  d'une  fraction 
continue  est  égale  à  la  somme  alternée  de  fractions  décrois- 
santes dont  les  numérateurs  sont  égaux  à  i. 

244.  Propriétés  des  réduites.  —  De  la  formule  (i)  du  numéro 
précédent,  on  déduit  que  tout  codiviseur  de  fp  et  gp^  ou  de  fp 
elfp_i,  ou  encore  de  gp  et  de  gp_i  divise  dz  i.  Par  conséquent, 
on  a  cette  proposition  : 

Les  réduites  d'une  fraction  continue  sont  irréductibles;  les 
numérateurs^  ainsi  que  les  dénominateurs  de  deux  réduites 
consécutives,  sont  premiers  entre  eux. 

Plus  généralement,  considérons  une  réduite  [fp  :  gp)  de  rang 
quelconque,  et  désignons  par  Xp  le  quotient  complet  correspon- 
dant; nous  avons,  par  la  formule  (2)  du  n*^  242,  en  remplaçant 

f'pëp-^rp+igp-'^' 

mais  les  deux  termes  de  la  valeur  de  x  sont  deux  fonctions 
linéaires  et  homogènes  de  rpj^^  et  de  r^,  dont  le  déterminant  des 
coefficients  est  égal  à  zh  i.  Donc  (n**  195)  : 
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Si  Von  remplace  un  quotient  incomplet  d^une  réduite  par 
un  quotient  complet  égal  à  une  fraction  irréductible,  la  ré- 
duite obtenue  est  irréductible. 

Nous  avons  vu  que  toute  réduite  est  égale  à  une  somme  alternée 
de  fractions  décroissantes;  il  en  est  de  même  de  la  dernière,  égale 
à  x\  d'où  il  résulte  que  les  réduites  de  rang  impair  sont  crois- 
santes et  ne  surpassent  pas  la  dernière;  les  réduites  de  rang 
pair  sont  décroissantes  et  ne  sont  pas  plus  petites  que  la  der- 
nière. 

Si  l'on  figure  les  réduites  par  des  longueurs  portées  sur  une  droite  à 
partir  d'un  point  fixe,  on  a  une  représentation  géométrique  très  simple 
des  propriétés  précédentes.  Nous  pensons,  avec  Claude  Bernard,  que  «  la 
Science  doit  toujours  expliquer  le  plus  obscurci  le  plus  complexe  par 
le  plus  simple  et  le  plus  clair  ».  On  démontre  de  la  même  façon  que 
la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  alternée  dont  les  termes  dé- 
croissent en  valeur  absolue  jusqu'à  zéro  a  une  limite  finie  et  déterminée, 
comme  la  série  harmonique  alternée 

I         I         1         I 

I h-  —  7-H-— ..., 

bien  que  la  somme  des  termes  positifs  soit  infinie,  ainsi  que  celle  des 
termes  négatifs.  Par  le  même  procédé,  on  démontre  encore  qu'une  série 
de  cette  nature,  que  l'on  appelle  sem,i-convergente,  a  pour  limite  un 
nombre  quelconque,  positif  ou  négatif,  lorsque  l'on  modifie  convenable- 
ment l'ordre  des  termes,  ou  s'approche  alternativement  de  deux  nombres 
quelconques;  dans  ce  dernier  cas,  la  somme,  quoique  finie,  n'a  pas  de  limite 
déterminée. 

245.  Approximation  des  réduites.  —  La  difTérence  entre  une  ré- 
duite quelconque  et  la  valeur  d'une  fraction  continue  ne  surpasse 
pas,  en  valeur  absolue,  la  différence  entre  cette  réduite  et  la  sui- 
vante. On  a  donc,  en  valeur  absolue, 

X—  it  ^  '^i'^"^  —  Le  ; 
Sp     ë^p+i      Sp  ' 

mais  le  second  membre  est  une  fraction  dont  le  numérateur  est  égal 
à  ±:  1  et  le  dénominateur  égal  au  produit  gpgp+t-  Par  conséquent, 
la  différence  entre  une  fraction  continue  et  l'une  de  ses  réduites  ne 
surpasse  pas,  en  valeur  absolue,  une  fraction  ayant  pour  numéra- 
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Leur  l'unité,  et  pour  dénominateur  le  produit  du  dénominateur  de 
la  réduite  par  celui  de  la  suivante.  A  fortiori^  la  valeur  absolue 
de  cette  différence  est  plus  petite  qu'une  fraction  de  numérateur  i 
et  dont  le  dénominateur  est  égal  au  carré  du  dénominateur  de  la 
réduite. 

Si  une  fraction  quelconque  approche  plus  d'une  fraction 
continue  qu'une  réduite  (fp  :  gp)  de  rang  quelconque,  ses  deux 
ternies  sont  respectivement  plus  grands  que  ceux  de  la  réduite 
considérée. 

En  effet,  cette  fraction  est  nécessairement  comprise  entre  cette 
réduite  et  la  précédente  ;  par  conséquent,  si  nous  la  développons 
en  fraction  continue,  ses  premiers  quotients  incomplets  seront 
^07  ^1 1  ^27  •  •  •  7  (1p-\  j  le  quotient  qui  la  termine  sera  >>  qp  ;  donc 
ses  deux  termes  sont  plus  grands  que  ceux  de  (/^  '*  gp)- 

On  peut  donner  plusieurs  autres  expressions  de  la  différence 
entre  une  fraction  continue  et  ses  réduites.  Posons 

Sp 

et  remplaçons  x  par  sa  valeur  tirée  de  la  formule  (2)  du  n°  242,  il 
vient 

(i)      0/,=  — et  ô/,_i  — 


8p^Xp^\gp-^  gp-^)  gp-ïKXp^^gp-\-  gp-0 

par  suite,  si  nous  désignons  par  B  un  nombre  compris  entre  o  et  i , 

Ô,,=  (-i)p4  et  l^-  -^1=1-1 

gp  gp^p+i 

Nous  allons  chercher  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  fraction  donnée  (/:  g)  soit  l'une  des  réduites  du  dévelop- 
pement d'un  nombre  x  en  fraction  continue.  Développons  la 
fraction  (flg)  en  fraction  continue,  et  désignons  par  (p  —  i) 
et/?  les  indices  des  deux  dernières  réduites.  Pour  que  x  admette 
la  réduite  (fp  l  gp)^  il  faut  et  il  suffît  que  x  soit  compris  entre 
cette  réduite  et  la  précédente  ;  par  suite,  si,  dans  la  valeur  de  8;,, 
on  suppose  Xp^^  >  i,  on  aura,  en  valeur  absolue. 


gp      gpigp-^gp-i) 
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En  particulier,  celte  inégalité  est  vérifiée,  lorsque 


(3) 


lléciproquement,  si  l'inégalité  (3)  est  vérifiée,  il  en  est  de  même 
(le  l'inégalité  (2);  on  lire  donc  de  la  formule  (i)  une  valeur  de 
.^'/;+i,  plus  grande  que  i  ;  on  aura,  par  conséquent, 


I 


Cependant,  si  le  signe  du  second  membre  de  l'inégalité  (2) 
n'était  pas  le  même  que  celui  du  premier,  on  augmenterait  d'une 
traction  intégrante  le  développement  de  (y*  :  g\  ainsi  que  nous 
l'avons  expliqué  au  n°  242. 

Donc  :  Pour  qu'une  fraclion  donnée  ( /  :  g)  soit  V une  des 
réduites  dhin  nombre  x  développé  en  fraction  continue  j  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait,  en  valeur  absolue, 

^P       gp{gp-^gp-i) 

en  désignant  par  gp^\  et  gp  les  dénominateurs  des  deux  der- 
nières réduites  du  développement  de  {f\  g)  en  fraction  continue. 

246.  Renversement  des  fractions  continues.  —  Nous  dirons  que 
l'on  renverse  une  fraction  continue  lorsque  l'on  écrit  tous  ses  quo- 
tients incomplets  dans  l'ordre  opposé  au  sens  ordinaire.  On  a,  par 
la  loi  de  formation  des  réduites. 


/*-!  /Jn-l   j  gn-l         ^  f^n-\\ 

\fn-î)  \gn-î) 

si  l'on  remplace  successivement,  dans  les  seconds  membres,  les 
fractions  par  d'autres  équivalentes,  l'application  répétée  de  ces 
formules  donne 


•^"         a    H 

I 

Sa 

Jn-i 

qn-l-r-.,                   1 

^^"  '  ?,.-.  +  . 

••  1-      ' 

1 

90 

'^^-i 

K.  L.  —  I.  29 
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Par  conséquent,  lorsque  Von  renverse  Vordre  des  quotients 
incomplets  d\ine  fraction  continue,  la  fraction  continue  ren- 
versée est  égale  au  quotient  du  numérateur  de  la  dernière 
réduite  par  le  numérateur  de  la  précédente,  et  V  avant-dernière 
réduite  de  la  fraction  renversée  est  égale  au  quotient  des  déno- 
minateurs des  deux  dernières  réduites  de  la  fraction  donnée. 

^il.  Addition  des  fractions  continues.  —  Considérons  deux  frac- 
tions continues 

qn  s,/ 

plaçons  la  seconde  à  la  suite  de  la  première  en  ajoutant  le  premier 
quotient  incomplet  5o  de  la  seconde  au  dernier,  q,i^  de  la  première; 
nous  formons  ainsi  une  fraction  continue 


--^  =  ^yo 


Grt-f/;  q\ 


qn  +  So 


dont  le  nombre  des  fractions  intégrantes  est  [n  -\- p)^  en  considé- 
rant (^«H-^o)  comme  un  seul  quotient  incomplet.  Nous  allons 
calculer  les  deux  dernières  réduites  de  cette  fraction  continue,  au 
moyen  des  deux  dernières  réduites  de  chacune  des  fractions  conti- 
nues données.  En  effet,  si  l'on  remplace 

qn     par      qn-^^1 
ë  D 

dans  la  loi  de  formation  des  réduites  (n"'  242),  on  trouve 

i^/i+/>  =  fnS'p  -H  fn-\f'in 

G  «H-/,  =  ffiig'p  -t-  gn-\f'p  ; 

d'ailleurs F,i_,.^  ei(jn-\.p  sont  premiers  entre  eux,  puisque  la  réduite 
{f'p  •  g'p)  est  irréductible  (n°  244). 

On  peut  supposer  5o=o;  alors  les  formules  précédentes,  que 
nous  appellerons  formules  d'addition  des  fractions  continues. 
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piMinr lient  de  calculer  les  réduites  d'une  fraction  continue,  en  la 
décoiiipui>anl  en  deux  ou  plusieurs  fractions  continues  succes- 
sives. 

2i8.  Multiplication  des  fractions  continues. —  Étant  donnée  une 
fraction  continue,  on  peut  la  prolonger,  autant  de  fois  qu'on  veut 
par  des  fractions  continues  identiques  à  la  première  et  former  des 
fractions  que  nous  apipeWerons  périodic/aes.  A^insi,  la  fraction  sui- 
vante contient  trois  périodes 


<ln.-q 


Nous  ferons  observer  que  nous  donnons  ici  une  certaine  exten- 
sion à  la  définition  ordinaire  des  fractions  périodiques  ;  pour  retrou- 
ver celles  que  l'on  considère  habituellement,  il  suffit  de  supposer 
qQZ=:o.  Si  la  fraction  contient  h  périodes,  le  nombre  des  frac- 
tions intégrantes  est  égal  à  hn^  même  pour  qQ=Oj  car  nous  ne 
considérons  pas  (qn  -h  ^o)  comme  un  quotient  incomplet.  Si,  dans 
les  formules  d'addition,  nous  remplaçons  n  par  hn,  nous  obte- 
nons 

(    G/in+p  =  gp^hn  '~fpG/in-i  , 

p  étant  au  moins  égal  à  i.  En  remplaçant  p  par  (h  —  i)/i  +/?, 
nous  obtenons  les  formules 

(  2  )  < 

(    Gr/in-i-p  '=  ffn^Ji-\)n-^p'-  gn-i  ^{h-\)H+p, 

Il  est  préférable  de  se  servir  des  formules  (i)  qui  permettent  de 
calculer  séparément  les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  ré- 
duites, de  n  en  /i  (^);  mais  les  formules  (2)  sont  parfois  utiles.  En 

(')  Ces  formules  correspondent  aux  formules  de  Simpson  dans  la  Trigonomé- 
trie rectiligne. 
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particulier,  nous  démontrerons  que  l'on  a  cette  propriété  des  frac- 
lions  continues  périodiques 


G/in~l 


En  effet,  si  Ton  fait/>  =  n  dans  la  première  des  formules  (2)  et 
p  =  (n  —  i)  dans  la  seconde  des  formules  (i),  on  obtient 

G(/i+i)«_i  =  S^n-l  G/in  -  i-//i-l  G/ia-i  i 

d'où  l'on  déduit 

En  particulier,  nous  avons  les  formules 

F2/i=/«(^«4-//i-l),  V-ln-l—ffi-i'-ffig/i-l, 

G-2n=  gl  -T-f,ign-\,  G2,,-i  =  g,i-\igii  +  fn~\)- 

i249.  Fractions  continues  symétriques.  —  Nous  dirons  qu'une 
fraction  continue  esl  symétrique,  lorsque  tous  ses  quotients  incom- 
plets à  égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  deux  à  deux.  Soit 
donc  la  fraction  continue  symétrique 


.tn 

^      \ 

l 

gii 

-  ^0-  i 

I 

1 

1 

Nous  pouvons  supposer  <7o  >  o  j  car,  s'il  en  était  autrement,  nous 
remplacerions  la  fraction  donnée  par  son  inverse.  Il  résulte  immé- 
diatement des  résultats  obtenus  sur  le  renversement  d'une  fraction 
continue  (n"  246),  que  gn=^fn-\  ;  d'ailleurs,  une  fraction  ne  peut 
être  développée  que  d'une  seule  manière  en  fraction  continue;  par 
conséquent  si  la  fraction  continue  {fn  l  gn)  est  symétrique,  on 
a  l'égalité  f,i_t  r=:  g,^^  et  réciproquement. 

Mais  la  relation  fondamentale 

(0  fngn-l-fn-lgn=  i-l)"-^ 
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«levient,  dans  celte  hypothèse, 

donc  f,i  divise  le  second  membre.  Réciproquemenl,  si  deux 
nombres  f  et  g  sont  tels  que  f  divise  {g'^'àz  i),  la  fraction  (/:  g) 
est  développable  en  fraction  continue  symétrique.  D'abord /et 
g  sont  nécessairement  premiers  entre  eux  ;  convertissons  (/  :  g)  en 
fraction  continue,  de  telle  sorte  que  le  nombre  n  des  fractions  inté- 
i^rantes  soit  impair  ou  pair,  suivant  que  /  divise  {g' -\- ^)  ou 
{g-  —  i);  désignons  par  g'  le  quotient  correspondant,  on  aura 

mais,  si  l'on  désigne  par  f,i^\  et  g„-\  les  deux  termes  de  l'avant- 
dernière  réduite,  on  aura  la  relation  (i);  d'où  l'on  tire,  par  diffé- 
rence avec  la  relation  précédente, 

fn  (  g'  —  gn-'i  )  --  gn  (  g,i  —  f  ,i-X  )  ■ 

Mais///  ou /est  premier  à  g,i\  donc  //  diviserait  {gn — fn-\)  q"i 
est  plus  petit  que  lui;  on  a  donc 

g'^^-'gn-i  et  g„T^f„-i\ 

la  dernière  égalité  exprime  la  condition  de  symétrie.  Ainsi,  lorsque 
/divise  {g' -\-  i),  la  fraction  (/:  g^  est  une  fraction  continue  symé- 
trique contenant  un  nombre  impair  de  fractions  intégrantes,  et  le 
nombre  des  quotients  incomplets  q^^^  ^,,  ...,  qn  est  pair;  si/ 
divise  (^^  —  j^^  i^  fraction  continue  symétrique,  égale  à  (/  :  ^),  a 
un  nombre  impair  de  quotients  incomplets,  et  n  est  pair. 

Lorsqu'une  fraction  continue  est  symétrique,  on  peut  calculer 
les  deux  dernières  réduites,  lorsque  l'on  connaît  les  deux  dernières 
réduites  qui  correspondent  à  la  première  moitié  de  son  dévelop- 
[)ement.  Considérons  d'abord  une  fraction  symétrique  paire, 
c'est-à-dire  une  fraction  symétrique  contenant  un  nombre  pair 
de  quotients  incomplets,  et  supposons  «  =  av-f-  i  ;  soit  la  fraction 


/«_^  ,     I 

gn          ^"    ■     yiH-  . 

I 

■ .  _i — 
9y 
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désignons  par  (/v_i  :  S\-\)  et  (/v  I  gv)  les  deux  dernières  réduites 
(|ui  correspondent  à  la  première  moitié  de  la  fraction  continue, 
et  par  ^v+i  le  quotient  complet  qui  suit  rjy^  ;  nous  avons  trouvé 

,fn.   _  ./v-^^v+l  H-/v-i  ^ 

mais,  d'autre  part,  .Tv^-i  est  égal  à  (/v  l/v-i)?  ^^  ^  donc 


Puisque  la  fraction  (/"//  :  g,t)  est  sjmétrique,  on  a/,,.,  =  g,i^  et 
l'on  tire  gn~\  de  la  relation 

on  a  ainsi 

Les  formules  (i)  et  (-i)  résolvent  là  question  proposée  pour 
/z  =  2v  -f-  i,  c'est-à-dire  pour  le  cas  d'une  fraction  continue,  qui 
€St  symétrique  et  paire. 

Si  la  fraction  continue  est  sjmétrique  et  impaire,  on  peut 
l'écrire  sous  la  forme 

gn         ^  qx  ••_, ' 


I  l 

^v-  1  H H 


en  ayant  le  soin  de  remplacer  la  fraction  intégrante  médiane  — 

i  ^^ 

pai'  —  +  — -;  on  obtient  alors,  comme  ci-dessus,  en  remplaçant 

^v+i  par(/v_,  :/v), 

250.   Sur  les  décompositions  des  nombres  en  carrés.  —  Les  ré- 
sultats précédents  conduisent  à  une  démonstration  d'un  théorème 
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imjioriant  (jiic  nous  retrouverons  dans  une  théorie  beaucoup  plus 
^éncTiilp. 

Todi  (U\is('ur  (Tu  lie  somme  de  deux  carrés  premiers  entre 
eux  est  une  sonunc  de  deux  carrés.  En  effet,  si /divise  une  somme 
de  deux  cinT<'s  j)reiniers  entre  eux.  /'  divise  (n"  227)  l'expression 
{g-  -h  i).  Donc,  si  l'on  convertit  {/  \  g)  en  fraction  continue,  on 
«dilient  une  fraction  symétrique  paire,  et  l'on  a 


/-y^v-.i=/^+/ 


V— 1 


Plus  particulièrement,  tout  diviseur  premier  d'une  somme  de 
deux  carrés  est  une  somme  de  deux  carrés  ;  mais  il  ne  faut  pas 
en  conclure  que  tout  nombre  premier  soit  une  somme  de  deux 
carrés.  Car  aucun  nombre  premier p  ^  3  [mod.  4)  ne  peut  être 
la  somme  de  deux  carrés  entiers  ou  fractionnaires.  En  effet,  si 
l'on  avait 

le  nombre  p  diviserait  une  somme  de  deux  carrés  et  serait  une 
somme  de  deux  carrés  entiers ,  ce  qui  est  impossible  puisque 
celte  somme  est  congrue  à  i  ou  à  2,  et  non  à  3,  pour  le  mo- 
dule 4- 

Nous  donnerons  une  autre  démonstration  du  théorème  précé- 
dent, qui  repose  encore  sur  la  théorie  des  fractions  continues, 
mais  où  l'on  ne  considère  pas  les  fractions  symétriques.  Plus  gé- 
néralement, nous  démontrerons,  d'après  une  méthode  due  à 
M.  IIermite,  les  trois  théorèmes  suivants  :  Tout  diviseur  de  la 
forme  quadratique  (a-  -+-  /./>'-)  est  de  la  même  forme,  lorsque 
A  =  1 ,  2,  3. 

En  effet,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré  (n"  227),  il  suffît  de 
considérer  les  diviseurs  premiers  de  la  forme  (x^  -f-  A).  Supposons 
donc,  pour  p  premier,  que  l'on  ait 

j?«-!^A-  =  o        (mod./?); 

développons  en  fraction  continue  la  fraction  [x  ',  p),  dans  laquelle 
on  peut  supposer  x  <^  jp.  Les  dénominateurs  des  réduites  vont 
en  croissant,  jusqu'à  p  ;  désignons  par  gn  et  gn^{  les  deux  déno- 
minateurs consécutifs  choisis  de  telle  sorte  que  leurs  carrés  com- 
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prennent  le  nombre/».  On  a  donc 

\/^         gn)  {gugn+xY' 

OU  bien 

{xffn-pfnr-<-^    </>, 

el  en  ajoutant  A^j;  de  part  et  d'autre,  il  vient 

{Xgn-pfnr-  +  kgl  <p-^  kgl. 

Mais,  en  développant  le  premier  membre,  on  voit  que  celui-ci 
est  un  multiple  de  p.  Cela  posé,  supposons  d'abord  kz=^\\  le 
second  membre  ne  peut  égaler  ip\  par  suite,  le  premier  membre, 
qui  n'est  pas  nul  et  qui  est  un  multiple  de/?,  est  précisément  égal 
à/>,  et  l'on  a 

{Xgn  —pfnY  -^  gl  =  />  . 


on 

e 


Supposons  k  =  2  -,  le  second  membre  ne  peut  surpasser  3/j>; 
a  donc  pour  le  premier  membre  la  valeur  p  ou  2/?,   et  par  suit 
l'une  ou  l'autre  des  représentations 

{Xga  —  pfn)-  -\-1gl=p, 

Enfin,  si  k=  3,  le  premier  membre  sera  égal  à/),  o.p  ou  3/^;  la 
seconde  hypothèse  est  impossible  suivant  le  module  4  5  on  a  donc 
l'une  ou  l'autre  des  décompositions 

{orgn-pfuT--^-igl=p, 
3(^:^^^)V    gl=p. 

251.  Multiplication  des  fractions  continues  symétriques.  — Dans 
le  cas  particulier  des  fractions  continues  symétriques,  les  for- 
mules de  multiplication  se  simplifient  à  cause  de /*,;_,  ■=^gn\  ainsi 
l'on  a,  en  remplaçant  n  par  A/i,  puisque  la  fraction  reste  symé- 
trique (n°  249), 

G2/,„  =  '?.Oln  +  (-  l)"/'-l  =  F2/,„_,  , 
^ihn-\  =  i-  G/m  G/in-l  • 
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Posons,  d'autre  juiil.  (Tiiiiiès  le  n"  219, 
»  ./ // iIA"    • 

on  en  déduil.  par  la  rolalion  fondamentale, 

el,  par  suite, 

Enfin,  si  l'on  pose 

V        _  ^V  Y        _  A^^ix 

on  voit  que  les  formules  précédentes  donnent 

^-  ^ihn  '^/tn  ^hii 

tle  telle  sorte  que  Xo/i^  et  Y^hn  sont  respectivement  la  moyenne 
arithmétique  et  la  moyenne  harmonique  de  X/i„  et  de  Y^„.  Par  ce 
|)rocédé,  on  peut  calculer  les  réduites  Xjj,  en  doublant  continuel- 
lement l'indice,  et  obtenir  ainsi  Xoa„  et  Yo*//,  sans  calculer  les 
fractions  intermédiaires  (Voir  V Addition  JC). 

FRACTIONS   CONTINUES    GÉNÉRALISÉES. 

252.  Algoritlime  d'Euler.  —  Cumulants.  —  La  notation  des 
fractions  continues  est  souvent  incommode  dans  la  pratique;  il  est 
préférable  de  se  servir  de  l'algorithme  d'EuLER  (*),  afin  de  géné- 
raliser la  théorie  et  Temploi  des  fractions  continues  ordinaires. 

Prenons  des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  entiers 
ou  fractionnaires, 

qa,     <7i'     ^2'      V";      •    •' 

et  formons  une  suite  commençant  par  o,i,  que  nous  représente- 
rons par 

o,     I,    Il    Qo,    Qi,    Qs,     .-.,    Qrt,     ..., 


(  '  )  EuLER,  Solutio  problematis  arithmetici  de  inveniendo  numéro  qui,  per 
datos  numéros  divisus,  relinquat  data  residua  {Comm.  Ac.  Petrop.,  t.  VII, 
p.  46).  —  De  usu  novi  algorithmi  in  problemate  Pelliano  solvendo  {Nov. 
Comm.  Petrop.,  t.  XI,  p.  28).  —  Gauss,  Disq.  Arithm.,  n"  27. 
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et  de  telle  sorte  que  chaque  terme  se  calcule  successivement  au 
moyen  des  deux  précédents  et  du  nombre  q  correspondant,  par  la 
loi  de  récurrence 

Qrt  =  ^/iQ«-i  +  Q/i-2- 

On  effectue  le  calcul  de  la  façon  suivante,  de  gauche  à  droite, 


'Zo 

qi 

5^2 

?3 

o 

I 

70 

q^qi-^^ 

q(iq\qi+  qi-^  qo 

îsQî+Q, 

Qo 

Qi 

Q. 

Qz 

Si  les  nombres  q  sont  entiers  et  positifs,  Q,;  désigne  le  numéra- 
teur de  la  fraction  dont  le  développement  en  fraction  continue 
donne  les  quotients  incomplets  qo,  q^^  . . . ,  qn\  mais,  dans  le  but 
de  la  simplification  et  de  la  généralisation,  nous  désignerons,  avec 
EuLETx,  le  nombre  Q,/  par  le  symbole 

[70,  qu  q-L,  "',  qn], 

et  nous  dirons  que  cette  expression  représente  le  cumulant  des 
(n -{- i)  éléments  ^70?  ^n  ^25  •••7  qny  pris  dans  un  ordre  déter- 
miné. Avec  cette  notation,  la  loi  de  récurrence  s'écrit 


[70,71 


7« 


Çnlqo,  qi; ..  ■,qn- 


[Ço,  q\ 


7«-2]. 


Lorsque  tous  les  éléments  sont  égaux  à  i ,  le  cumulant  de  n  élé- 
ments est  égal  au  terme  Un^\  de  la  suite  de  Fibonacci.  Mais,  plus 
généralement,  en  laissant  aux  éléments  du  cumulant  des  valeurs 
arbitraires,  on  aperçoit  que  tous  ses  termes  sont  dissemblables  et 
ne  peuvent  se  réduire  entre  eux  ;  par  suite  :  Le  nombre  des 
termes  du  cumulant  de  n  éléments  quelconques  est  égal  au 
terme  Un+i  de  la  suite  de  Fibonacci. 

Au  lieu  de  prendre  pour  valeurs  initiales  les  nombres  o  et  1, 
nous  pouvons  prendre  les  nombres  i  et  o,  tout  en  conservant  la 
même  loi  de  formation;  nous  formons  ainsi  des  nombres  R  dont 
les  premières  valeurs  sont 

1,0,        Ro=o,        R,=  ^,,        ^2=  qiÇi-^-i,        .... 


CIIAPITRi:     WIV.  M:s     ll»  actions    continues.  \3Ç) 

On  voit  liniiH  '!i;ii(  iiK  ni  (|ue  y„  iTenlre  pas  dans  les  valeurs 
(le  R;  d'ailleurs  llo=  o,  K,  =  ^,.  Par  conséquent,  les  autres  va- 
leurs s'obtiennenl  avec  les  éléments  du  cumulant,  en  supprimant^o. 
On  a  donc 

Considérons  enfin  une  suite  S  ayant  |)our  valeurs  initiales 
Sq=  b  et  S,  =  <7  ;  et  calculons  successivement  les  autres  termes 
par  la  loi  de  formation 

z>fi  T-z  q n  S,|_i  -f-  S/j— •{. 

On  aperçoit.  |)<u  le  calcul  des  premiers  termes,  comme  pour 
les  restes  obtenus  dans  la  recherche  du  plus  grand  codiviseur  de 
deux  nombres  (  n"  J89),  que  Ton  a,  pour  toute  valeur  de  /z,  la 
formule 

dans  laquelle  X,/  et  Y „  ne  contiennent  ni  a,  ni  b.  Si  l'on  fait  «  =  i , 
b  =  o,  on  a  donc 

cl  si  Ton  fait  <7=  o  et  ^  =  i ,  on  a 

V,,-    [71.72, ••.. 7«1- 

Par  conséquent,  on  a  pour  l'expression  de  S«^.,,  calculée  par 
cumulants,  en  prenant  pour  valeurs  initiales  Sq  et  S|,  deux 
nombres  quelconques,  b  et  a^ 

Srt^  rt  [70,  7i' qn]-^  b\qy,qi,  ..  .,qn]. 

D'ailleurs,  en  supposant  arbitraires  tous  les  éléments  du  cumu- 
lant, ainsi  que  a  et  6,  tous  les  termes  de  Sn^\  sont  dissemblables, 
et  leur  nombre  est  égal  au  terme  ^«4.0  de  la  suite  de  Fibonacci. 

2o3.  Propriétés  des  cumulants.  —  Si  l'on  remplace,  dans  la 
dernière  formule  du  numéro  précédent,  b  par  i  et  a  par  q^^  en 
prenant  ^,,  q-i-,  •  •  • ,  7«  pour  éléments  du  cumulant,  on  a 

(i)         [70,  71, ....qn]=-q^ \q\.qî' . . . .  7„] H- [72, 73, ... , 7«]- 
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D'ailleurs,  nous  avons  trouvé  plus  haut  la  formule 

(2)  [^0,  q\,  •  -'1  qn]  ^  qn  f^o,  q\^  -  --^  qn-\]  +  [^0,  q\^--  ^  qn-^]- 

Nous  démontrerons  d'abord  cette  proposition  :  Si  Ion  change 
tous  les  signes  des  n  éléments  d' un  cumulant,  on  multiplie 
celui-ci  par  { — i)".  En  effet,  cette  propriété  a  évidemment  lieu 
lorsque  le  cumulant  se  compose  de  1,2,  3,...  termes.  Suppo- 
sons qu'elle  soit  vérifiée  pour  les  cumulants  de  {n  —  2)  et  de 
{n —  i)  éléments;  la  formule  (2)  nous  montre  qu'elle  est  encore 
vérifiée  pour  n  éléments.  Donc  la  propriété  subsiste  pour  un 
nombre  quelconque  d'éléments  du  cumulant. 

On  a  aussi  la  proposition  suivante  :  Quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  éléments  d^un  cumulant,  on  a  la  relation 

(3)  [^o,...,^«].[^i,...,^«-i]-[^o..-..7//-iJ['7n---'^/']  =  (— 0"-^- 

En  effet,  lorsque  les  éléments  du  cumulant  sont  des  nombres 
entiers  et  positifs,  la  fraction  continue 


q^~ 


est  égale  à  la  réduite  (n°  2i2) 


qn 


'tu  -^  [^0-  q\,---^qn] ^ 

et  nous  avons  trouvé  la  relation 

fagn-l  —fn-  1  gn  --  (—  ï)"  ^^  ; 

mais  la  méthode  de  raisonnement  qui  nous  a  permis  d'établir  cette 
formule  ne  suppose  pas  que  les  nombres  cin  sont  des  entiers,  et  la 
méthode  s'applique  à  des  nombres  quelconques,  entiers  ou  frac- 
tionnaires, positifs  ou  négatifs.  Par  conséquent,  la  relation  pro- 
posée est  démontrée. 

Enfin,  on  a  encore  le  théorème  suivant  :  Un  cumulant  ne 
change  pas  de  valeur  si  Von  renverse  V ordre  de  ses  éléments. 
En  d'autres  termes,  on  a  l'égalité 

(4)  {q^,q\  —  ,q,i\^\(]n,'-^quqA' 
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En  cfTel,  celte  propriélé  csl  Nciilit'c  lorsque  le  nombre  n  des 
élémenls  du  cumulant  esl  cyal  à  i ,  2  ou  »5  ;  supposons-la  vérifiée 
|)0ur  les  cumulants  de  {n  —  2)  et  de  {n  —  \)  éléments.  Mais  si 
l'on  rciivcr-c,  dans  la  formule  (•>,),  l'ordre  des  éléments  qui  sont 
supposes  ai  bilraires,  on  a 

>i   Ton  compare  cette  formule  avec  la  formule  (i),  on  en  déduit 
iimîK'diatement  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

iio  i.  Fractions  continues  généralisées.  —  On  a  encore  considéré 
les  fractions  continues  sous  la  forme  générale 


<'o 


hx  — 


dans  laquelle  les  a  et  les  b  sont  des  nombres  quelconques,  positifs 
ou  négatifs;  on  obtient  pour  les  premières  réduites 

/i  =-  ^i/o  «1,  g\  =  hu 


/«  =  bnfn- 1  -+-  (tnfn-l  \  f? n  =  ^n  g n-\  "^  Ongn-i- 

On  pourrait  ainsi  tirer  /„  et  g,i  sous  forme  de  déterminant; 
mais  il  n'y  a  aucun  avantage  à  cette  transformation.  On  démontre, 
comme  pour  les  fractions  continues  ordinaires,  que  la  loi  de  forma- 
tion des  deux  termes  des  réduites  est  générale.  La  relation  fonda- 
mentale devient 

fpgp-\  —fp-i  A"/.  =  (—  i)/» -  '  «1  «2 . . .  ftp  ; 

mais  les  réduites  ne  sont  plus  des  fractions  irréductibles.  On  a 
encore  la  série  alternée 

gp         go         gogi  glgl  gig3  "^  gp-tgp 
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Enfin,  on  peut  remplacer  ces  fractions  continues,  au  mojen  de 
l'algorithme  d'EuLER,  en  posant 

Exemple  I.  —  Transformer  en  fractions  continues  ordinaires  les  fractions 
I  I 


a 


b-'-,  b — '— 

c  I 

On   trouve   pour  la  première,  en  supposant  b  et  c>i,  les   quotients 
incomplets  ^ 

a,     (^  +  1),      I.     (c  — 1), 

et  pour  la  seconde,  en   supposant  b,  (r  — i)  et  «?>i,    les  quotients  in- 
complets 

a,     (c  —  I),     I,     (c  —  2),     I,     {cl  —  1). 

Exemple  H.  —  Calculer  les  réduites  successives  de  la  fraction  continue 
généralisée 


2  — 


I 
•2  — 


On  trouve 


Exemple  III.  —  Calculer  les  réduites  de  la  fraction  continue 

3-—^ — 
3-^ — 


n  trouve 

go        i' 

/i  _7' 

gt 

i5 

7 

3—. 


"  * '  ga         2«+»  —  I  * 

Remarque  I.  —  Lorsque  l'on  développe  un  nombre  fraction- 
naire en  fraction  continue  ordinaire,  on  prend  constamment  le 
quotient  incomplet  par  défaut;  on  pourrait  prendre  constamment 
le  quotient  incomplet  par  excès,  et  alors  toutes  les  fractions  inté- 
grantes auraient  —  i  pour  numérateur. 
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Remarqui:  11.  —  On  peut  aussi  prendre  le  quulienL  le  plus 
approché,  soit  par  défaut,  soit  par  excès,  et  alors  les  fractions  in- 
tégrantes auront  pour  nuiiiLiMlciir,  soit  -\-  i,  soit  — i,  d'aprrs  la 
suite  des  calculs. 

Remarque  III.  —  Enfin,  on  peut  encore  développer  un  nombre 
fractionnaire  en  prenant  alternativement  les  quotients  approchés 
par  défaut  et  par  excès.  On  obtient,  dans  ces  différents  cas,  des 
fractions  continues  généralisées  qui  peuvent  être  utiles  dans  la  so- 
lution de  certaines  questions  ('). 

25o.  Développement  du  cumulant  d'éléments  égaux.  —  On  peut 
se  proposer  de  développer  le  cumulant 

dont  tous  les  éléments  en  nombre  /i  sont  égaux  à  .r.  On  trouve, 
pour  les  premiers  développements, 

[x]  =x, 

[X,   X]=:  X^-\-   l, 
I  «v  j   JU  •   •*'   I   —  %Ji'        1      Zt  JU  j 

[x,  X,  X,  x]  =  x'*-\-  33^2  -h  I, 
[:r,  x^  X,  X,  x]  =  x^-h  ^x^-i-  3x, 


On  voit  ainsi  que  le  cumulant  de  n  éléments  égaux  à  œ  est  un 
polynôme  en  x  de  degré  w,  que  nous  désignerons  par  On{x). 

Il  ne  contient  que  des  termes  dont  les  exposants  sont  de  même 
parité  ;  d'ailleurs  le  tableau  des  coefficients  représente  le  triangle 
arithmétique  dont  les  lignes  sont  placées  parallèlement  à  la  diago- 
nale descendante  \  .  On  a  ainsi 

on  vérifie  facilement,  a  posteriori,  l'exactitude  de  cette  formule, 
par  la  loi  de  formation 

9„+,  =  aro„H-(p„_i         et         «po  =  «, 
(')  Gauss,  Disq.  arith.,  n»  177. 
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en  tenant  compte  des  propriétés  fondamentales  du  triangle  arith- 
métique (*). 

Considérons  la  fraction  continue  périodique 


P  — 


p--._i. 
■   p' 

le  calcul  de  ses  réduites  se  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  ;  en 
effet,  si  l'on  pose,  d'après  la  formule  (i), 

la  réduite  de  la  fraction  continue  précédente,  contenant  n  fois  le 
nombre/?  et(/i  —  i)fois  le  nombre  </,  a  pour  expression  (^',^  :W/;_,), 
et  Ton  supposera  ^o=  i- 

Les  résultats  précédents  conduisent  à  des  formules  importantes 
pour  le  développement  des  fonctions  numériques  du  second  ordre. 

Si  l'on  considère  la  suite  récurrente  donnée  par  la  relation 

avec  les  conditions  initiales  définies  par  deux  nombres  quel- 
conques Uo  et  Ui,  on  déduit  immédiatement  (voir  n"  179) 

(3)  U„-,i=Ui^F,,-^Uo^i-„_,. 

Exemple  I.  —  Démontrer  l'identité 

n  -4-  I  =  2"  —  GA-1  2"-2  -f-  0,^2  Ojl'-'*  —  .... 

Il  suffit  de  supposer/?  =  2,  ^  =  i,  dans  la  formule (2),  en  se  reportant  à 
^Exemple  II,  du  numéro  précédent. 

Exemple  II.  —  Démontrer  la  formule 

U«+i  _  U2  g  g-  ^«-  ' 


u„      u,     U1U2     u,U3     •••     u„__,u„. 


(')  Les  formules  (i)  et  (2)  correspondent  aux  développements  bien  connus  de 
sin/j^ 
-^^  et  de  cos/iz  suivantles  puissances  de  cos^,  obtenues  pour  la  première  fois 

par  ViÈTE  {Opéra,  Leyde,  1646;  p.  295-299). 
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En  particulier,  pour/>  =  2  et  7  —  i,  on  retrouve  la  formule  (n°  86) 


2.3         " 


n{n      i) 


INTERCALATION   ET   MEDIATION. 

256.   Intercalation  des  suites.   —   Soit    inic   >mic    dv    nombre 
quelconques, 


a,     ù, 


X,     / 


désignons  par  S^  leur  somme,  par  N^  leur  nombre,  par  T^  leur 
somme  alternée  (-h  «  —  6  +...),  et  enfin  par  .ç=  a  4-  /,  la  somme 
des  extrêmes.  Intercalons  dans  chacun  des  (N^  —  i)  intervalles, 
formés  par  deux  termes  consécutifs,  la  somme  de  ces  termes  ;  nous 
formerons  nne  autre  suite 


a  -r-  b. 


ayant  les   mêmes   termes    extrêmes    et    dont    nous   désignons  le 
nombre    des    termes  ,   leur  somme   et   leur   somme   allernée  par 


N 


pj^K-)    ^p^ 


^ p-u\   et  A 


/>+«• 


On  trouve  aisément 


(I) 


'/>-i-i 


Ty,+  I    —   Sy, 


Prenons  une  première  suite  initiale  So  et  formons  successive- 
ment d'autres  suites  par  le  procédé  d'intercalation  que  nous  venons 
d'employer.  Remplaçons  successivement  p  par  les  nombres  o,  i, 
2,3,  ...,  {p  —  i),  dans  les  deux  premières  formules  précédentes: 
il  vient 


N,  =  2No     — i, 

N2  =  2Ni        —  l, 

N3=:2N2         -l, 

N„=2!V„_i  — r 


bf    —    3  bo  S, 

Sj  =  3S|      — s, 
S3  =  3S2      —  s. 


J p    J  b«— 1  S. 


V-1 


Multiplions  respectivement  les  égalités  obtenues  pour  N  par 

2/^->,       2/^-«,       ...,       2«,      2,       I, 


E.  L.  -  I. 


3o 


466  LIVRE    III.     —    LA    DIVISIBILITÉ    ARITHMÉTIQUE. 

et  les  égalités  obtenues  pour  S  par 

3P-i,     3P-2,     ...,     32,     3,     i; 

faisons  les  sommes  des  égalités  obtenues  ;  nous  avons  ainsi  les  for- 
mules 

N^,=      2P  (No  — i)-i-i, 
3^  — I 


(.)  '    S„=       3.      So 


T  =-3.-SoH-^^ll:^' 


Plus  particulièrement,  si  la  suite  initiale  se  compose  de  deux 
termes  de  somme  5,  on  a  plus  simplement, 

I    N/,  =     I-h2P, 

T^=(i_3/'-i)  i 


(3)  {  ^"      -  ^      '1 

s 
1 


Exemple  I.  —  Calculer  les  six  premières  suites  que  l'on  obtient  par 
intercalations  successives,  en  partant  de  i  et  i. 

Exemple  II.  —  Démontrer  que  les  deux  plus  grands  termes  de  la  suite 
obtenue  après  p  intercalations  sont  égaux  au  terme  Up+^,  de  la  suite  de 
FiBONACCi,  et  que  leurs  rangs  sont  donnés  par  l'expression 

Exemple  III.  —  On  donne  n  nombres  «o»  ^o>  ^o,  ...,  Aq?  ^'oi  ^0;  on 
forme  une  première  suite,  «1,^1,  Ci,  . . .  ,  en  remplaçant  chacun  d'eux  par 
la  somme  de  tous  les  autres,  et  ainsi  consécutivement;  trouver  l'expres- 
sion des  termes  de  la  suite  d'indice/). 

En  désignant  par  ^o  la  somme  des  nombres  donnés,  l'un  d'eux,  Co  par 
exemple,  devient 

{n  —  \)P  —  (—^)P 

(Ed.  Gollignon.) 

257.  De  la  médiation.  —  Considérons  deux  fractions  à  termes 
positifs 

b  d 

-     et     -; 
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intercalons  entre  ces  deux  nombres  une  fraction  ayant  pour  nu- 
mérateur et  pour  dénominateur  la  somme  des  numérateurs  et  des 
dénominateurs  des  fractions  données;  nous  obtenons  une  fraction 
que  nous  appellerons  la  médiante  des  deux  premières.  Lorsque 
les  dénominateurs  a  et  c  sont  égaux  à  i,  la  médiante  devient  la 
moyenne  arithmétique,  mais  il  n'en  est  pas  de  même  dans  le  cas 
général  (n°  84). 

Ainsi,  par  ce  procédé  dit  de  médiation,  dont  on  trouve  de 
nombreux  exemples  dans  les  ouvrages  d'AncHiMÈDE  et  des  géomètres 
de  l'Inde,  nous  formons,  avec  les  deux  fractions  données,  la  suite 

h        h  -h  d       d 
'  a       a-\-  c        c 

Posons  ad  —  bc  =^  1^  nous  trouvons  pour  les  différences 

b-hd  A 


d 

h  _  1 

h  —  d 

a  -+-  c 

h 
a 

A 

d 

c 

~  a(a-t-  c)' 

c 

a-^  c        c{a-\-  c) 

Par  conséquent,  si  l'on  intercale  entre  deux  fractions  quelcon- 
ques, à  termes  positifs,  leur  fraction  médiante,  on  obtient  une 
suite  (i)  de  trois  fractions  à  termes  positifs,  rangées  par  ordre  de 
grandeur,  et  les  différences  de  deux  fractions  consécutives  ont  le 
même  numérateur  A.  Intercalons  les  deux  médiantes  dans  les 
deux  intervalles  de  la  suite  (i);  répétons  le  même  procédé  sur  la 
suite  obtenue  et  continuons  de  même;  nous  formerons  ainsi  des 
suites  de  fractions  à  termes  positifs,  rangées  par  ordre  de  grandeur, 
et  la  différence  de  deux  fractions  consécutives  a  constamment  A 
pour  numérateur. 

Réciproquement,  si  l'on  a  trois  fractions  consécutives 

h      y      d 
axe 

telles  que  leurs  différences  successives  aient  un  numérateur  égal 
au  numérateur  de  la  différence  des  fractions  extrêmes,  la  frac- 
lion  (y  :  jc)  est  la  médiante  des  deux  autres.  En  d'autres  termes, 
si  l'on  a 

y       h  _  ad  —  hc  d       Y  _  <^d —  bc 

X       a  ax  ex  ex 
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on  en  déduit 

X  —  a-^  c^        y  =  b  ^  d. 

Reprenons  la  suite  (i)  et  intercalons  les  deux  médiantes 

o.b  -\-  d              h  ^-id 
—      et      : 


elles  ont  pour  médiante  et  pour  différence 

3  (6  H- 6/)  3A 

— !^ '     et      ■ -  • 

3(a-i-c)  {ia  -\-  c)  {a  -\-  ic)^ 

par  conséquent,  dans  les  suites  obtenues  par  les  médiantes  succes- 
sives de  deux  fractions,  une  fraction  quelconque  est  égale,  mais 
non  identique,  à  la  médiante  des  deux  fractions  qui  la  compren- 
nent. 

En  particulier,  supposons  A  =  i;  alors  les  deux  fractions  don- 
nées sont  irréductibles,  et  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  frac- 
lions  médiantes  obtenues.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  l'on  intercale  continuellement  les  médiantes  de  deux 
fractions  irréductibles  et  dont  la  différence  a  pour  numéra- 
teur r unité,  toutes  les  fractions  obtenues  sont  irréductibles  et 
rangées  dans  chaque  suite  par  ordre  de  grandeur  ;  la  différence 
de  deux  fractions  consécutives  a  pour  numérateur  V  unité;  toute 
fraction  est  égale  à  la  médiante  des  deux  fractions  qui  la 
comprennent.  Enfin,  les  numérateurs  et  les  dénominateurs 
de  deux  fractions  consécutives  sont  premiers  entre  eux. 

Pour  déterminer  le  nombre  des  fractions  d'une  suite  de  mé- 
diantes, les  sommes  de  ses  numérateurs,  de  ses  dénominateurs  ou 
les  sommes  alternées,  il  suffit  de  se  reporter  aux  formules  du  nu- 
méro précédent. 

Considérons  deux  fractions  continues  dont  les  n  premiers  quo- 
tients incomplets  sont  les  mêmes  et  dans  le  même  ordre 


H                    1 

D 

A                   I 

•.-t-             ' 

G 

b 

<J1 


d 

qn  -H  - 


CHAPITRE    XXIV.     —    LES    FRICTIONS    CONTINIK?.  jCg 

nous  allons  démontrer  que  la  fraction  médiante  de  ces  deux 
fractions  peut  s'obtenir  en  remplaçant  les  restes  {b  :  a)  et  {d:  c) 
par  leur  médiante.  En  effet,  désignons  par  (B„_2:A„_2)  et 
(B,/_,  :  A;,_,)  les  réduites  qui  correspondent  aux  (/i  —  2)  et  aux 
{n  —  1)  premiers  quotients  incomplets,  nous  avons 

B  ^  (6y„-f-a)B„_-i-f-6B„-a 

A         (^bqn-^a)  \n-x-^bXn-i' 

D  ^  (</y„-f-r)B„-i-{-^B„-g  ^ 

G  {dqn-^-C)  Xn-\-^d\n-i' 

ces  deux  fractions  ont  pour  médiante 

B  -f-  D  _  \^b  -^  dqn-\-a  ^  c^  B„_,  -h  b  -\-  d  B„_2 
^  "+"  G        [6 -i- c^^rt-h  «  +  c]  A„_i-h  6  H- f/ Art_2 

On  a  donc 

B-^D  1 


A--G 

5^1 


^2 


b-^d 


d'ailleurs,  si  les  fractions  à   termes  positifs  (b  :  a)  et  (d  :  c)  ne 
surpassent  pas  i,  leur  médiante  est  comprise  entre  o  et  i. 

î258.  Suites  de  Brocot.  —  Ces  suites  ont  été  considérées  pour 
la  première  fois  par  Brocot,  dans  un  intéressant  opuscule  sur  les 
calculs  de  l'horlogerie  (*).  Elles  proviennent  de  Tintercalation  suc- 
cessive, par  voie  de  médiation,  des  deux  fractions  -  et  ->  dans  l'in- 
tervalle desquelles  se  trouvent  tous  les  nombres  commensurables 
positifs.  La  première  suite  obtenue  est 

0  I  I 

-  ?    -  j    -  ; 

1  I         o 

en  nous  bornant  aux  nombres  commensurables  compris  entre  o 
et  I,  il  nous  suffit  de  conserver  les  deux  premiers  termes,  puisque 

(  »  )  Calcul  des  rouages  par  approximation,  nouvelle  méthode,  par  Brocot, 

horloger  (  Paris,  1862). 
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les  nombres  commensurables  inverses  des  premiers  se  trouveraient 
placés,  dans  les  suites  successives,  à  égale  distance  de  la  fraction  -• 
Avec  cette  restriction,  nous  formons  les  suites 


p. 

o 

■ 

' 

■ 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

h 

o 

• 

• 

I 

2 

• 

- 

• 

• 

• 

• 

- 

h 

o 

I 

I 

2 

ï 

• 

• 

• 

3 

• 

• 

2 

• 

• 

• 

3 

• 

• 

p. 

0 

l 

I 

1 

I 

3 

2 

3 

7 

4 

• 

3 

5 

• 

2 

• 

5 

• 

3 

• 

4 

• 

p5 

o 

1 

I 

2 

I 

3 

1 

3 

I 

4 

3 

5 

2 

5 

3 

4 

^ 

5 

4 

7 

3 

8 

5 

/ 

2 

7 

5 

8 

3 

7 

4 

5 

% 

ul 

uh 

ul 

Up 

u}. 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

Nous  allons  démontrer  que  tout  nombre  commensurable  à  termes 
positifs  apparaît  dans  l'une  des  suites  et,  par  conséquent,  dans 
«  toutes  les  suivantes;  nous  avons  ainsi  deux  problèmes  à  résoudre  : 
i"  Déterminer  l'indice  de  la  suite  et  le  rang  du  terme  de  cette  suite 
qui  contient  un  nombre  donné  (6  I  a)  ;  2°  Déterminer  la  valeur  d'un 
terme  de  rang  donné  n  dans  une  suite  ^p  d'indice  donné. 

En  d'autres  termes,  supposons 


^       a 


il  s'agit  ;  1°  de  calculer  toutes  les  valeurs  de  n  et  de  p  qui  corres- 
pondent à  deux  nombres  donnés  a  et  b  positifs  et  premiers  entre 
eux;  2°  de  calculer  la  valeur  de  b  et  celle  de  a  qui  correspondent 
aux  valeurs  données  n  et  p  de  deux  entiers  positifs. 

Nous  observerons  d'abord,  par  la  loi  de  formation  des  suites, 
que  tout  terme  u'^  apparaît  dans  toutes  les  séries  suivantes,  et  que, 
si  p  augmente  d'une  unité,  l'indice  n  se  trouve  multiplié  par  2  ; 
on  a  donc,  pour  tout  entier  positif  a,  la  formule 
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par  conséquent,  pour  connaîlic  les  diverses  places  occupées  par 
une  fraction  donnée,  il  suffit  de  savoir  le  rang  qu'elle  occupe  dans 
la  suite,  quand  elle  apparaît  pour  la  première  fois,  ainsi  que  l'in- 
dice de  cette  suite. 

En  particulier,  on  a  Uj  =  j\  la  fraction  |  apparaît  donc,  au 
rang  n^^2.P~^^  dans  la  suite  d'indice/?;  on  retrouve  ainsi  le 
nombre  Np  =  (i  -|-  2^~')  des  termes  de  la  suite  ;  il  en  résulte  que 
Ton  a  toujours  n  <;  'îP~^  . 

En  second  lieu,  on  voit  tout  de  suite  que  le  second  terme  u]j 

d'une  suite  quelconque  est -;  par  conséquent, 

si,  dans  cette  formule,  nous  remplaçons  successivement  a  par 
les  valeurs  1,2,  3,  ...  (yt?  —  i),  elq  parles  valeurs  complémentaires 
(/?  —  0'  (/^  —  ^)7  •••72,  I ,  nous  obtenons 

.  I  „  I  =,r  \  -71'— î  I  2/*— 1  ' 

'  p  '  p  —  i  '  P  ''  '  '^  ' 

Ainsi,  on  peut  calculer  directement  la  suite  d^ Indice  p,  sans 
calculer  les  suites  précédentes,  en  écrivant  les  inverses  des  nom- 
bres entiers 


I 

I 

I 

1 

l 

I 

—  i 



)        

—  , 

■  '      ~>  ' 

~  y 

—  7 

p 

p- 

-I    p- 

- 1 

\ 

'2 

1 

et  en  intercalant  dans  les  intervalles  successifs,  par  médiation,  des 
médiantes  en  nombres 

o,     I,     3,     5 i  -il'   - —  1). 

Pour  déterminer  les  indices  qui  correspondent  à  la  première 
apparition  d'une  fraction  (6  :  a)  comprise  entre  o  et  1,  nous  la 
développerons  en  fraction  continue  ordinaire.  Soit  donc 


b           I 

a                           I 

^x                         1 

'^^'    ^3--. 
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^,,^0,  ...,  (jn  désignant  des  entiers  positifs,  avec  la  condition 
(jn  >  i  • 


On  a  donc 


'      <*<-^; 


<7i-f-i        a        q\ 


dans  la  série  d'indice  (^,  -\-  i),  les  deux  fractions  qui  comprennent 
{h\a)  sont  consécutives,  puisqu'elles  ont  pour  rangs  /i  =  i  et 
/i  =  2  ;  par  conséquent,  puisque,  dans  la  succession  des  suites, 
toutes  les  fractions  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante, 
cette  fraction  ne  pourra  se  trouver  pour  la  première  fois  que  dans 
une  suite  ultérieure,  et  comprise  entre  les  deux  fractions  extrêmes 
des  inégalités  précédentes.  Gela  posé,  intercalons  les  médiantes 
entre  les  fractions  continues 


I  [ 
et     - — 


ces  deux  fractions  ont  les  mêmes  quotients  incomplets;  on  peut 
donc  faire  cette  opération  sur  les  fractions  |  et  ^*  ;  faisons  q^  inter- 
calations  successives  par  médiation;  la  fraction  qui  précédera  la 
dernière  des  deux  précédentes  (  i  \  q\)  sera 


''--i 


mais  (i  \q\)  aura  pour  rang  2^2  dans  la  série   d'indice  (^,  -1-  q^)- 

Par  conséquent,  la  fraction  ( ^i  +  —  )  apparaît  pour  la  première 

fois  dans  la  série  ayant  pour  indice  (^,  -\~  q^)  au  rang  a^i+i; 
elle  apparaît  donc  dans  la  suivante  au  rang  2^i+'  —  2;  si  l'on 
remplace  q^  par  {q^-^-  ')>  ^^  ^^^^  ^"^  ^^  fraction 


^1 


^2 


apparaît,  pour  la  première  fois,  dans  la  série  d'indice  (^1  +  ^2-1-0 
au  rang 


•2'/.+  l—  I. 
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On  a  ensuite 


</! 


^J-2 


dans  la  série  d'indice  (y,  -{- r/2-\-  i),  les  deux  fractions  qui  com- 
prennent  -  sont  consécutives  et  ont  pour  rangs  i  et  2  ;  en  répétant 
le  même  raisonnement,  on  voit  donc  que 


yi 


73 


apparaît,  pour  la  première  fois,  dans  la  suite  |3  qui  a  pour  indice 
(ç^  4-  <72-h  ^3)  et  au  rang  n  =  2^3(2^* —  1)4-1. 

Il  est  facile  de  continuer  l'application  de  la  méthode  précédente 
et  d'en  déduire  ce  théorème  :  Si  Von  désigne  par  ^,,  ^27  <73>  •  •  •  ^ 
(j,i  les  quotients  incomplets  d^ine  fraction  comprise  entrer  et  \ , 
cette  fraction  apparaît,  pour  la  première  fois,  sous  forme  irré- 
ductible, dans  la  suite  de  Brocot  dont  l'indice  est  égal  à  la 
somme  des  quotients  incomplets,  et  le  rang  qu^èlle  occupe  après 
j  dans  cette  suite  a  pour  expression  le  cumulant 

La  première  partie  de  ce  théorème  a  été  énoncée  par  Halpheis. 
mais  démontrée  d'une  autre  manière  (*).  On  a  cette  autre  propo- 
sition :  La  suite  de  Brocot  d^ indice  p  se  compose  de  toutes  les 
fractions  irréductibles,  comprises  entre  o  et  i,  dont  la  somme 
des  quotients  incomplets  de  leur  développement  en  fraction  con- 
tinue ordinaire,  ne  surpasse  pas  l'indice  p  de  la  suite. 

Dans  la  suite  Pp,  les  termes  u"  de  rang  n  impair  représentent 
les  fractions  médiantes  de  la  suite  '^p-i-  On  a  donc  encore  ce 
théorème  :  Les  fractions  irréductibles,  comprises  entre  o  et  i^  et 
dont  le  développement  en  fraction  continue  ordinaire  donne 
une  somme  de  quotients  incomplets  égale  à  p,  sont  en  nombre 


(')  Halphen,  Sur   des  suites  de  fractions  analogues  à  la  suite  de   Farey 
{Bull.  Soc.  math.,  t.  \,  p.  170;  Paris,  1877). 
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Enfin,  la  somme  des  quotients  incomplets  d'une  fraction  (^  :/?), 
comprise  entre  o  et  i,  réduite  en  fraction  continue  ne  peut  sur- 
passer/?. Par  conséquent  :  Dans  la  suite  de  Broeot  de  rang  p, 
on  trouve,  pour  la  première  fois,  toutes  les  fractions  irréduc- 
tibles de  dénominateur  p  ;  ces  fractions  y  sont  en  nombre  cp  (/?), 
indicateur  de  p,  dans  cette  suite  et  dans  les  suivantes, 

259.  Suites  de  Farey.  —  On  peut  encore  se  proposer  de  ranger 
suivant  l'ordre  de  grandeur  croissante  toutes  les  fractions  irréduc- 
tibles dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné;  on 
obtient  des  suites  considérées  par  Farey  (^  ),  qui  a  énoncé  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  Von  range  par  ordre  de  grandeur  toutes  les  fractions 
irréductibles,  comprises  entre  o  et  i,  et  dont  le  dénominateur 
ne  surpasse  pas  un  nombre  donné,  chacune  de  ces  fractions 
est  la  médiante  des  deux  fractions  qui  la  comprennent. 

Nous  appellerons  suite  de  Farey  d'indice  p  la  suite  ordonnée 
des  fractions  irréductibles,  comprises  entre  o  et  i ,  dont  les  dénomi- 
nateurs sont  tous  les  entiers  qui  ne  surpassent  pas/?.  Nous  allons 
montrer  comment  on  peut  former  directement  cette  suite  et  déter- 
miner le  nombre  de  ses  termes.  Considérons  la  suite  des  fractions 

0  I  1  I  I        I        r 

-  ?  —•>  J  ■ 5  •    '   •    •>  -1  ~   ">  ~\ 

1  P      P  —  i       p  —  '1  3        Jt        I 

intercalons  entre  chacune  déciles  la  médiante,  autant  de  fois  que 
nous  le  pourrons,  mais  en  n'insérant  que  les  fractions  dont  le  déno- 
minateur ne  surpasse  pas/?;  nous  formons  ainsi  une  suite  incom- 
plète de  Brocot,   dont  les  propriétés  fondamentales  subsistent. 

Toutes  les  fractions  obtenues  sont  irréductibles,  rangées  par 
ordre  de  grandeur;  chacune  des  fractions  est  égale  à  la  médiante 
des  deux  fractions  qui  la  comprennent;  la  différence  de  deux  frac- 
lions  consécutives  a  pour  numérateur  i  -,  deux  numérateurs  consé- 
cutifs, ou  deux  dénominateurs  sont  premiers  entre  eux. 


(*)  Ce  théorème  a  été  énoncé  sous  une  forme  un  peu  différente  par  Farey  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  philomathique  (Paris,  i8x6),  et  démontré  peu  après  par 
Gauchy. 
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On  peul  d'ailleurs  simplifier  le  calcul  précédent  en  se  bornant 
à  l'intercalation  des  i'ractions  jusqu'à  4;  on  obtient  les  autres  en 
retranchant  les  premières  de  i . 

Pour  déterminer  le  nombre  des  termes  de  la  suite  de  Farey 
d'indice/?,  on  observe  que  cette  suite  se  compose  de  toutes  les 
fractions  irréductibles,  ayant  pour  dénominateurs  i,  2,  3,  ...,/?i 
par  conséquent,  en  tenant  compte  des  fractions  extrêmes  f  et  |,  on 
a  ce  théorème  : 

Le  nombre  des  fractions  de  la  suite  de  Farey  de  rang  p  est 
égal  à  I  augmenté  de  la  somme  des  indicateurs  des  p  premiers 
nombres;  c'est-à-dire  à 

rP 

I  +  0(l)-f-<p(-2)-^...—  Cpf/?)  =  |-^    ^         Cp(/?). 


Si  Ton  retranche  ce  nombre  du  nombre  des  termes  de  la  suite 
correspondante  de  Brocot,  on  en  déduit  encore  cette  proposition: 
Les  fractions  irréductibles  comprises  entre  o  et  1,  dont  le  déno- 
minateur surpasse  /?,  mais  dont  la  somme  des  quotients  incomplets 
dans  le  développement  en  fraction  continue  ne  surpasse  pas  /?, 
sont  en  nombre 


iP- 


Enfin,  on  peut  encore  considérer  des  suites  analogues  à  celles 
de  Farey  ;  on  peut  ainsi  astreindre  les  numérateurs  à  la  condition 
de  ne  pas  dépasser  un  certain  nombre  donné. 

Exemple  I.  —  Fornjer  la  suite  de  Farey,  d'indice  7.  —  On  trouve 

011112123/1X43  61 

I        7       6       5       4       7       3       5       7       \2y       7       D  71 

M.  Sylvester  vient  de  publier  plusieurs  Mémoires  fort  intéressants  sur 
la  Partition  des  nombres  et  sur  les  suites  de  Farey;  nous  y  reviendrons 
ultérieurement. 


SUR    L'EQUATION    INDETERMINEE   ax-hby  =  c. 

260.  Objet  de  Tanalyse  indéterminée  du  premier  degré.  —  On 
sait  que  tout  système  de  n  équations  du  premier  degré,  à  n  incon- 
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nues,  donne  un  système  unique  de  solutions,  lorsque  le  détermi- 
nant A  des  coefficients  n'est  pas  nul;  mais,  lorsque  A  est  nul,  le 
système  est  impossible  011  indéterminé.  Dans  ce  dernier  cas,  le 
nombre  des  équations  distinctes  surpasse  celui  des  inconnues  d'un 
entier  que  l'on  appelle  Tordre  de  l'indétermination  ;  alors  on  peut 
se  proposer  de  ne  rechercher  que  les  valeurs  entières  des  incon- 
nues. Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  les  coefficients  des 
inconnues  et  les  termes  connus  sont  tous  entiers,  car  s'il  en  était 
autrement  il  suffirait  de  multiplier  les  deux  membres  de  chaque 
équation  par  le  plus  petit  comultiple  des  dénominateurs,  dans  les 
constantes  réduites  à  leur  plus  simple  expression,  h^ Analyse  in- 
déterminée du  premier  degré  a  donc  pour  objet  de  rechercher 
les  solutions  entières  d'un  système  indéterminé  d'équations  du  pre- 
mier degré  et  à  constantes  entières. 

Considérons  une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 

(i)  ax -{- by -^  cz -\- .  .  .=  n\ 

tout  codiviseur  des  coefficients  a,  b^  c,  ...  divise  nécessairement 
n,  si  les  inconnues  sont  entières.  Par  conséquent,  pour  qu'un  sys- 
tème indéterminé  soit  possible,  il  faut  d'abord  que,  pour  chaque 
équation,  le  plus  grand  codiviseur  des  coefficients  divise  le  terme 
connu;  par  suite,  on  peut  supposer  ces  coefficients  premiers  entre 
eux.  D'ailleurs,  on  doit  observer  que  cette  simplification  ne  mo- 
difie ni  le  signe  des  inconnues,  ni  le  nombre  des  systèmes  de  so- 
lutions. 

Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  système  minimum 
tout  système  de  solutions  entières  pour  lequel  la  somme  des  carrés 
des  inconnues  est  la  plus  petite  possible,  et  système  positif  toul 
système  de  solutions  entières  pour  lequel  il  n'y  a  aucune  inconnue 
négative. 

Enfin,  nous  appellerons  système  négatif  tout  système  où  l'une 
au  moins  des  inconnues  a  une  valeur  négative. 

261.  Sur  la  partition  des  nombres.  —  Lorsqu'il  ne  s'agit  que 
d'une  seule  équation,  on  peut  supposer  n  non  négatif,  car  s'il  en 
était  autrement  on  changerait  les  signes  des  deux  membres.  On 
peut  aussi  supposer  positifs  les  coefficients  des  inconnues,  car  si  un 
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coefficient  était  négatif,  on  changerait  le  signe  de  l'inconnue  cor- 
respondante. 

La  recherche  de  tous  les  systèmes  positifs  de  l'équation  (  i  ),  dont 
les  constantes  sont  entières  et  positives,  constitue  un  problème  qui 
rentre  dans  la  Partition  des  nombres.  Gomme  Euler  l'a  montré, 
ce  problème  revient  à  l'étude  du  développement  de 

I 

ordonné  suivant  les  exposants  croissants  de  ?.  En  elTel,  en  suppo- 
sant ?  <C  'j  on  a 

^-^  =  I -^  ^  *  +  ^ '- ^ -f- . . .  -  ^r /' ^ . . . -f- lU , 


si  l'on  multiplie  membre  à  membre,  on  obtient  une  expression  de 
la  forme 

dans  laquelle  A,^  est  précisément  égal  au  nombre  des  systèmes  po- 
sitifs de  l'équation  (i).  Les  nombres  a,  6,  c,  ...  étant  donnés,  et 
premiers  entre  eux,  le  coefficient  A„  est  une  fonction  de  n  que 
nous  désignerons  par  m(n). 

262.  Résolution  de  Téquation  à  deux  inconnues.  — Soit  l'équa- 
tion 

(i)  ax-\-  bjy  =  c, 

dans  laquelle  nous  supposerons  a  et  b  positifs  et  premiers  entre 
eux,  et  c  non  négatif.  Le  cas  de  a  =  i ,  ou  de  6  =  i ,  peut  se  traiter 
directement,  mais  il  rentre  dans  la  théorie  générale  comme  celui 
de  c  =  o.  Soit  donc  a>  b^  i .  On  tire  de  l'équation  donnée 

ax  —  c  =  —  ùj'] 
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si  l'on  remplace  x  par  les  valeurs 

o,  I,  2,  ...  (^>  — i), 

on  forme  une  progression  arithmétique  de  raison  a,  et,  puisque  a 
et  h  sont  premiers  entre  eux,  on  trouvera  une  valeur  ^'  de  x  et  une 
seule,  telle  que  o^x'  <^b^  pour  laquelle  on  aura 

ax'  -^-  by'  =  c, 

y  désignant  un  entier  positif,  nul  ou  négatif.  On  détermine  ainsi 
une  solution  (^',  y')  pour  laquelle  x'  a  la  plus  petite  valeur  pos- 
sible, entière  et  non  négative. 

Ainsi  l'équation  (1)  est  toujours  possible  et,  d'une  première  so- 
lution quelconque  {xq,  yo)',  on  déduit  toutes  les  autres  parles  for- 
mules 

X  =  cPo-h  bt,         y  =  yQ  —  at , 

t  désignant  un  entier  quelconque. 

Pour  trouver  une  première  solution  de  l'équation  (i),  on  dé- 
veloppe {a\b)  en  fraction  continue;  si  l'on  désigne  par  (a  :  P) 
la  réduite  de  rang  (/i  —  i),  qui  précède  immédiatement  (a  :  6), 
on  a 

a^  —  6a  =  (  —  i)«; 
d'où  la  solution 

Xq={—\Yc^,         jKo=  — (— ly^ca. 

Lorsque  les  coefficients  a  el  b  ne  sont  pas  très  grands,  on  peut 
encore  calculer  une  première  solution  au  moyen  du  théorème  de 
Fermât,  si  b  est  premier,  et  au  moyen  du  théorème  d'EuLER,  si  b 
est  composé,  avec  les  perfectionnements  que  nous  avons  indiqués 
au  n°  232.  En  effet,  on  a,  pour  a  el  b  premiers  entre  eux, 

■a¥^^~i         (mod.  b), 
et  si  l'on  pose 

Xq—  ca'\>^^^-i, 

l'expression  (c  —  axo)  est  divisible  par  b. 

263.  Systèmes  minimums.  —  On  a,  pour  la  somme  des  carrés  des 
inconnues, 

x^-^y^={xo-i-bty-^(yo-at)^; 
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désignons  par  t  la  valeur  de  /  qui  correspond  au  minimum^  on 
trouve 

et  en  remplaçant  la  solution  (j^'oJKo)  par  celle  que  l'on  déduit  des 
fractions  continues,  on  a 

.      ,  aa-f  6  3 

Pour  que  t  soit  entier,  il  faut  et  il  suffît  que  (a-H-^^)  divise  c, 
attendu  que  (aoL-^bp)  et  {aa -\- bb)  sont  premiers  entre  eux, 
comme  fonctions  linéaires  de  a  et  de  6  dont  le  déterminant  des 
coefficients  est  égal  à  =b  i  (n°  19o).  On  a,  dans  ce  cas,  le  système 
minimum  unique 


•^=::f,^'    y 


hc 


Lorsque  t  n'est  pas  entier,  il  est  compris  entre  deux  nombres 
entiers  consécutifs  /,  et  ^2=  ^«+  i;  si  l'on  désigne  par  p,  et — Oo 
les  restes  correspondants,  on  obtient  les  deux  systèmes 


(a2-i-  b-)xi  —  ac- 

-bpu 

{a^-h  b^)Xi  =  ac  -h  bp^, 

i^a-^^b^.^^y^^bc-^ 

h  api; 

(a2-h  b^)y.2=  bc  —  apj. 

Lorsque  p,  =  p2=  ^  {o} -\-  b-)^  on  obtient  deux  systèmes  mini- 
mums ;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  a  et  b  soient 
impairs  et  que  c  soit  un  multiple  impair  de  i(«"H-  b'^).  Mais,  si 
p,  et  p2  sont  différents,  on  n'obtient  qu'un  système  minimum  qui 
correspond  au  plus  petit  des  nombres  pi  ou  po. 

On  peut  représenter  les  systèmes  de  solutions,  sur  un  plan,  au  moyen  d'un 
système  d'axes  rectangulaires;  à  toute  solution  correspond  un  point  de  coor- 
données (x,y).  On  voit  immédiatement  que  les  points  qui  correspondent 
à  toutes  les  solutions  sont  des  points  équidistants  sur  une  droite  AB  déter- 
minée par  OA  =  (c:a)  et  OB  =  (c  :  b). 

Les  coordonnées  du  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O 
sur  la  droite  AB  sont  positives  et  égales  à 


Le  système  minimum,  en  nombres  entiers  ou  fractionnaires,  correspond 
au  pied  P  de  cette  perpendiculaire.  On  observera  d'ailleurs  que  la  méthode 
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des  fractions  continues  donne  la  solution  (xq,  yo),  en  moindres  nombres, 
qui  se  rapproche  le  plus  de j  c'est-à-dire  qui  s'éloigne  le  plus  du  sys- 
tème minimum. 

Cette  figuration  géométrique  montre  encore  immédiatement  que  le  nombre 
des  systèmes  positifs  est  égal  au  quotient  approché,  par  défaut  ou  par 
excès,  de  c  par  ab;  que  le  nombre  des  systèmes  positifs  diminue  de  r,  y., 
3,  . . .,  q,  lorsqu'on  diminue  c  de  ab,  lab,  3ab,  . . .,  qab:  enfin,  que  l'équa- 
tion proposée  ne  peut  avoir  plus  d'une  solution  en  nombres  non  négatifs, 
lorsque  Ton  a  c  <  ab. 

264.  Théorèmes  de  Paoli  et  de  Cesàro.  —  Pour  déterminer  le 
nombre  ^{c)  des  systèmes  positifs  de  l'équation 

(i)  ■  aa'~by  =  c, 

nous  considérerons,  en  premier  lieu,  l'équation 

dans  laquelle  1  et  p.  sont  les  inconnues;  alors  le  nombre  des  sys- 
tèmes positifs  est  égal  à.  (q  -\-  i).  Considérons,  en  second  lieu, 
l'équation 

(  3  )  ax  -{-  by  =  r, 

r  désignant  un  entier  non  négatif  <:^  a^.  Puisque  toutes  les  valeurs 
entières  des  inconnues  donnent  pour  aœ  et  by  des  progressions 
arithmétiques  de  raisons  d=  ab,  il  ne  peut  exister  plus  d'un  sys- 
tème positif.  Désignons,  pour  l'équation  (3),  par  x'  la  plus  petite 
valeur  entière  et  non  négative  de^,  et  par^'  la  valeur  correspon- 
dante de  y,  qui  peut  être  positive,  nulle  ou  négative.  Si  y  n'est 
pas  <^o,  l'équation  (3)  possède  un  système  positif;  alors 

x'  est  l'un  des  nombres  o,  1,2,  . . .,  (b  —  2),  {b  —  1), 

-h y'  »  o,  1,2,  ...,(a  — 2),  (a  — i). 

Mais  si  l'on  ajK'<o,  l'équation  (3)  n'admet  aucun  sy^stème  po- 
sitif; alors 

x'  est  l'un  des  nombres  o,  i,  2,  . . .,  (^  —  2),(^  —  i); 
—y  »  1,2, 3,  ...,(a-i). 
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Considérons  mainlenant  le  cas  général,  et  désignons  par  q  et 
par  /•  Tcnlier  el  le  reste  non  négatif  de  c  par  ab.  Posons 

(4)  x  =  x'-\-\b,        y=y-hiia; 

r(''(|iiation  (i)  devient 

(2)  X-}-|X=^. 

Pour  que  les  valeurs  de  x  el  de  y  fournies  par  les  formules  (4) 
ne  soient  pas  négatives,  il  faut  et  il  suffît  qu*il  en  soit  de  même  de 
A  et  de  [JL  lorsque  y'^o;  mais  si  l'on  a  j/<<  o,  il  faut  supposer 
a  >  o.  Ainsi  la  recherche  des  systèmes  positifs  de  l'équation  (1) 
revient,  par  les  formules  (4),  à  la  recherche  du  système  positif  de 
l'équation  (3).  En  modifiant  un  énoncé  de  Paoli,  on  a  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  systèmes  positifs  de  V équation 

ax  -¥-  by  =  c 

est  égal  à  l'entier  q  de  c  par  ab^  ou  ù  [q  -+-  i),  suivant  que 

V  équation 

ax  -+-  by  =  c  —  qab  =  r 

est  impossible,  ou  possible,  en  entiers  non  négatifs.  , 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  par  c  et  c'  deux  nombres  non 
négatifs  dont  la  différence  soit  égale  à  mab^  on  a  la  formule 

Tîj(cj  —  ti7(c')  =  m  ; 

pour  d  =^  r,  on  retrouve  le  théorème  précédent. 

Il  reste  donc  à  déterminer  le  nombre  nj(r)  égal  à  o  ou  à  i ,  en 
supposant  o-^r-^ab.  On  observera  d'abord  que 

Tn(r)  =  I 

lorsque  /'  est   nul,  ou  divisible  par  «,  ou  divisible  par  b\   alors 
Tune  des  inconnues  est  nulle.  On  observera  ensuite  que 

Ts{r)  —  o, 

si  /•  non  divisible  par  «  ou  par  b  estplus  petitque  (a  -h  6),  puisque 
E.  L.  —  I.  3i 
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X  et  y  sont  au  moins  égaux  à  i.  Pour  les  autres  cas,  considérons 
deux  valeurs  /-et  /-'  dont  la  somme  soit  égale  à  ab]  nous  allons 
démontrer  que  Von  a 

Tn(7') -h  m(r')  =  2     ou     =  i, 

suivant  que  r  est,  ou  n'est  pas,  divisible  par  l'un  des  coef- 
ficients. Il  suffît  évidemment  de  supposer  mon  divisible  par  l'un 
des  coefficients,  attendu  que  de  l'égalité 

r  -f-  /-'=  ab 

il  résulte  que  /•  et  r'  sont  en  même  temps  divisibles  ou  non  divi- 
sibles par  a  ou  par  b. 

Soit  Tïï(/")  =  I  ;  alors  on  a 

0<;27'<è,         o  </'<«, 

et  la  seconde  équation  peut  s'écrire 

a{x  -h  x')  -i-  b{y  -4-jk')  =  ab\ 

le  nombre  {x  +  x')  qui  n'est  pas  nul,  divisant  b,  est  au  moins  égal 
à  b\àe  même  (jk+Jk')  est  au  moins  égal  à  a  et  le  premier  membre 
serait  plus  grand  que  le  second.  Au  contraire,  si  ^(r)  =  o,  on  a 
y'<<o,  et  Ton  obtient  pour  la  seconde  équation  le  système  positif 

Plus  généralement,  si  l'on  désigne  parc  et  d  deux  nombres  non 
négatifs  de  somme  nab^  on  a 

Tîy(c)  H-  7n(c')  =    /l -r  I       OU       =71, 

suivant  que  c  est  ou  n'est  pas  divisible  par  l'un  des  coefficients. 

Pour  déterminer  si  to(;')  est  o  ou  i,  en  supposant  o^/*<^«^, 
on  peut  employer  un  procédé  direct,  en  formant  tous  les  nombres 
de  la  forme  {ax  -h  by)^  qui  ne  surpassent  pas  ^  ab.  Si  l'on  suppose 
d'abord  r  divisible  par  l'un  des  coefficients,  on  voit  que  les  entiers 
/•  divisibles  par  «,  compris  entre  o  et  ab,  sont  en  nombre  {b  • —  i)  ; 
de  même  les  entiers  /•  divisibles  par  b  sont  en  nombre  {a- —  i); 
enfin  o  est  le  seul  nombre  divisible  à  la  fois  par  a  et  par  b  ;  donc 
le  nombre  de  ces  valeurs  de  /•  pour  lesquelles  /•  est  divisible  par 
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l'un  des  coefficients  est  [a  -\-  b  —  i).  Les  autres  sont  en  nomhre 
ab  ~  a  —  6  H- I     ou     (a  —  i)(6  —  i): 

par  conséquent,  il  j  a 

\{a-i)(b-i) 

valeurs  de  /•  pour  lesquelles  w{r)  =  o.  Ce  théorème  a  été  énoncé, 
mais  démontré  autrement,  par  Cesaro  (' ). 
On  a,  par  suite,  la  formule 

xn{o)  -i-m(i)  —  Tn(2)-h. .  .-i-m{ab  —  i)  =  ab  —  ^{a  —  i){b  —  i); 

et,  plus  généralement, 

T]3(o)  —  Trr(i  )  -^  ny(2)  -h. . .-+-  Tn{qab  —  ')  =       {qab  -h  a  -h  b  —  i). 

Mais  il  restait  à  trouver  la  valeur  de  ^(r),  lorsque  /•  est  donné. 
Si  l'on  se  reporte  à  la  considération  des  systèmes  minimums,  et 
si  l'on  désigne  par  +  p,  le  reste  positif  minimum  et  par  —  Oo  le 
reste  négatif  maximum  de  la  division  de 

(—!)«-»(«  a -^  6  P)r        par         a^ -h  b^, 

on  trouve,  pour  ces  systèmes  minimums, 

ar — As,  /  ar-^bp<» 

< 
br-\-api  j  br — rtp. 


J^'i—     ^2   ,    A2  '  ^'2  — 


a^^b^  \  -"^         a^-^b^ 

Un  seul  de  ces  systèmes  peut  être  positif;  donc  : 
Théorî^me.  —  Pour  que  l'équation 

ax  -k-  by  =  r 

soit  possible  en  nombres  entiers  non  négatijs,  il  faut  etil  suf- 
fit  que  V un  des  nombres  {ar —  ^pi)>  {br  —  tfOo)  f^^  soit  pas  né- 
gatif, ou  que  leur  produit  ne  soit  pas  positif  . 

Les  formules  précédentes  donnent  d'ailleurs  les  deux  systèmes 


minimums. 


(')  Cesauo,  Sur  disperses  questions  d'Arithmétique  (Soc.  roy.,  I. 
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Exemple  I.  —  Résoudre  l'équation 


On  a 


3  );r  -h  '14 y  =  20i . 

a  r=  35,         è  =  24,         r  =  20i; 
a  =  16,         p  =  1 1,         n  =      3  ; 


puis 


t^  =  -  92        et        Pi  =  68  ; 
d'où  Ton  tire  le  système  positif 

.T  =  3,        7  =  4- 
Exemple  II.  —  Le  nombre  total  des  systèmes  positifs  des  n  équations 
X  +  iy  =  n  —  I,  IX  -^^y  =  n  —  1,  ...,  nx  -^  (n -\- \)  y  =  o 

est  égal  à  71. 

265.  Sommes  de  fractions  simples.  —  On  appelle/rac^/o/i  simple 
toute  fraction  dont  le  dénominateur  est  une  puissance  quelconque 
d'un  nombre  premier  a  et  dont  le  numérateur  est  compris  entre  o 
et  a.  Considérons  d'abord  une  somme  de  fractions  simples  dont 
les  dénominateurs  sont  des  puissances  différentes  de  a;  soit,  par 
exemple,  la  somme 

Xy  Xi  Xtx 


a^        «a-i  a 


dans  laquelle  x^^  x^^  . . . ,  ^a  sont  des  entiers  positifs  plus  petits 
que  a,  en  supposant  que  x^  ne  soit  pas  nul.  On  a 


X        X[-^  ax.i-r- a^Xz-+-. 


celte  fraction  est  irréductible,  puisque  a  ne  divise  pas  x^ .  Par  con- 
séquent, la  somme  de  fractions  simples,  ayant  pour  dénominateurs 
des  puissances  différentes  d'un  même  nombre  premier  a,  est  une 
fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  est  égal  au  plus  grand 
dénominateur  de  ces  fractions. 

Considérons  une  somme  de  fractions  simples  dont  les  dénomi- 
nateurs sont  des  puissances  différentes  de  deux  nombres  premiers 
a  et  />;  en  désignant  par  a  et  ^  les  plus  grands  exposants  de  a  et 
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de  b  dans  les  dénominateurs,  cette  somme  sera,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, 

X         y    _  X b't>  —  y d''- ^ 

la  fraction  qui  représente  cette  somme  est  irréductible,  puisque  a 
premier  à  j:;  età  ^  diviserait  xb^.  Par  suite,  on  a  ce  théorème  gé- 
néral : 

La  somme  de  fractions  simples  dont  les  dénominateurs  sont 
inégaux  deux  à  deux  est  une  fraction  irréductible  dont  le  dé- 
nominateur est  égal  au  produit  des  plus  hautes  puissances  des 
nombres  premiers  contenues  dans  les  dénominateurs. 

Réciproquement,  si  deux  sommes  de  fractions  simples,  dans 
chacune  desquelles  les  dénominateurs  sont  inégaux  deux  à  deux, 
sont  égales,  elles  sont  identiques.  En  effet,  les  deux  sommes  sont 
des  fractions  irréductibles  égales;  par  conséquent,  les  dénomina- 
teurs sont  égaux  et  composés  des  mêmes  facteurs  premiers;  de 
plus,  dans  chacune  des  deux  sommes,  les  plus  grands  exposants 
des  puissances  d'un  même  nombre  premier  sont  égaux. 


Soit 

donc 

Xx 

-i- 

Xi 

4-.. 

-fî 

■+- 

= 

x. 

x'i 

-  -r-..  . 

.+ 

cY 


_i_  Zi  _i- 
■       cY 

si  l'on  multiplie  les  deux  membres  par  a^~*  b^c^ . .  . ,  on  en  déduit 
que  (;r  1  —  x\  )  est  divisible  par  a  ;  et  puisque  x  et  x'  sont  positifs 
et  plus  petits  que  a,  on  en  conclut  x^  =  x\ .  En  supprimant  les  deux 
premières  fractions  égales,  on  démontre  de  même  que  ^2  =  ^2»  ••*> 
et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  étend  le  nom  de  fractions  simples  à  des  fractions  dont 
les  dénominateurs  sont  des  puissances  d'un  entier  A  >  i,  et  dont 
les  numérateurs  sont  plus  petits  que  A,  la  proposition  précédente 
subsiste,  avec  sa  réciproque,  pour  des  nombres  quelconques  A,  B, 
C, . . . ,  positifs  et  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

266.  Décomposition  des  nombres  fractionnaires  en  sommes  de 
fractions  simples.  —  Considérons  d'abord    le  cas    d'un   nombre 
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fractionnaire  irréductible  dont  le  dénominateur  est  le  produit  de 
deux  entiers  positifs  A  et  B  premiers  entre  eux,  et  dont  le  numé- 
rateur N  est  un  entier  positif  ou  négatif,  mais  non  nul.  L'équation 

AY  -4-  BX  =  N 

possède  une  infinité  de  solutions  ;  on  a  donc  d'une  infinité  de  ma- 
nières la  décomposition 

N    _  X    ,    Y 
ÂB  ~  A  "^  B* 

Soient  œ  et  y  les  restes  positifs  des  divisions  de  X  par  A  et 
de  Y  par  B;  nous  obtenons 

ÂB  ^  Â  -^  B  -^  ^' 

E  désignant  un  nombre  entier  positif,  nul  ou  négatif;  mais  x 
est  compris  entre  zéro  et  A,  et  y  entre  zéro  et  B. 

Remplaçons  B  par  le  produit  BG  de  deux  nombres  positifs  pre- 
miers à  A  et  premiers  entre  eux,  nous  aurons 

N     _  iT         y 
ÂBG  ~Â"^  BG  "^     ' 

en  décomposant  la  fraction  (y  :  BG),  on  déduit 

ÂB  G  -  A  "^  B  "^  G  "^  ^  ' 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  toute  fraction  irréductible  dont 
le  dénominateur  est  le  produit  d'entiers  positifs  et  premiers  entre 
eux  deux  à  deux  peut  être  décomposée  en  une  somme  de  frac- 
tions, comprises  entre  o  et  i ,  augmentée  d'un  entier  positif,  nui 
ou  négatif. 

11  résulte  d'ailleurs  du  numéro  précédent, que  cette  décomposi- 
tion est  unique,  bien  qu'elle  puisse  s'efTectuer  de  plusieurs  ma- 
nières différentes. 

Remplaçons  A  par  A^',  B  par  BP,  ...  ;  nous  aurons  donc  l'égalité 

N  X  y  z 

^'^  AaBPGï...   =Â^"^Bp"^Gr^--''^^' 

da  ns  laquelle  toutes  les  fractions  du  second  membre  sont  irréduc- 
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tibles  et  comprises  entre  o  et  i.  Divisons  x  par  A,  puis  le  quo- 
tient par  A^  et  ainsi  de  suite,  connue  s'il  s'agissait  d'écrire  le 
iiomhre  x  dans  le  système  de  iiwuk  1  iiion  de  base  A,  et  suppo- 

^n,,>       ,1-30) 

X  =  3",  -i-  A  J-2  -H  \-Ti  -h  .  .  .  -r-  k'^-^  Xy^, 

nous  obtiendrons,  en  divisant  les  deux  membres  par  A*, 

^  ^  -n         jZj_         ^3  ,   ^a . 

Aa        Àa        Àa»         Aa*        *  *  A  ' 

les  numérateurs  a;i,  x^-,  x^^  . .  .,  X:t,  sont  des  entiers  positifs,  plus 
petits  que  A,  qui  peuvent  être  nuls,  à  l'exception  du  premier  x^. 
En  opérant  de  même  pour  les  autres  fractions  du  second  membre 
de  l'égalité  (i),  on  en  déduit 

N  ^  p       -^i  Xi  x^ 


^I 

-h 

Xi 

A^ 

Aa-1 

71 

H- 

J2 

BP-i 

GT 

H- 

-Sa 
Gï-i 

AaBPGY...  A^        A»-»  A 


G 


Donc,  tout  nombre  fractionnaire  irréductible  dont  le  déno- 
minateur est  le  produit  de  puissances  d'entiers  positifs  A,  B, 
(>,  .  • . ,  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  est  décomposable  en  une 
somme  d'un  entier  et  de  fractions  ayant  pour  dénominateurs  les 
puissances  de  A,  B,  G,  .  .  .,  et  pour  numérateurs  des  entiers  posi- 
tifs respectivement  plus  petits  que  A,  B,  G,  ....  Si  ces  nombres 
ne  peuvent  être  décomposés  en  produits  d'autres  nombres,  la  dé- 
composition est  unique,  d'après  le  numéro  précédent;  mais  elle 
peut  être  obtenue  de  diverses  manières. 

En  particulier,  si  l'on  remplace  A,  B,  G,  .  .  .  par  des  nombres 
premiers  a,  h.  r,  .  .  .,  inégaux  deux  à  deux,  on  a  ce  tliéorème  : 

Toute  fraction  irréductible  est,  dUine  seule  manière,  égale  à 
la  somme  de  fractions  simples,  augmentée  d\in  entier  positif , 
nul,  ou  négatif. 

Exemple  I.  —   Décomposer   en   iVactioiis   -imiilt-    l.i    ii  k  lion  -— , • 

'  5.5.17 

I         I  8 

<  >n  trouve  ^r  -f-  —  -1 i , 

3        ')         17 


488  LIVRIÎ     m.    —    LA    DIVISIBILITÉ    ARITHMÉTIQUE. 

Lorsque  l'on  sait  diviser  géométriquement  la  circonférence  en/?,  q,  r,  .  . . 
parties  égales,  on  saura  la  diviser  en  pqi^  . . .  parties  égales,  si  les  nom- 
bres/>,  q^r,  ...  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  deux  à  deux;  et,  par 
suite,  on  saura  la  diviser  en  'l'^pqr  . . .  parties  égales.  Les  seuls  nombres 
p,q,  r^  ...  connus  actuellement  sont  les  nombres  premiers 

3,     5,      17,     257,     65537, 

et  le  nombre  suivant  serait  (21-^-f-  i),  qui  a  39  chiffres,  si  l'on  pouvait  dé- 
montrer que  ce  nombre  est  premier  (voir  n°  3i,  Ex.  I). 

,,  1    TT       ^^'  r        •  ■       1      1  1       6  099380  35 1 

Exemple  11.  —  uecomuosev  en  tractions  simples  le  nombre —     ,,  ^ • 

'  127 1808 720 

On  trouve  {Disq.  Arith.,  n"  317) 


I         I         I         I        4         I         3 

5          7 

52 

\ h    —   -H-T-r-^H 1 ! 

. ^  _|_  z_  _ 

i_  - ._ 

2-^        2        3=i        3        5        7=5        7 

i3       47 

59 
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I.  —  Sur  la  partition  des  polygones  (n°  57). 

D'après  une  communication  qui  nous  a  été  adressée  par  M.  Caylkv.  \(^ 
llit'oiH  ine  énoncé  à  la  page  93  doit  être  attribué  à  Kirkmann,  qui  1  1  'l<  - 
mont  II"  (liins  son  Mémoire  :  On  the  k-partitions  of  the  r-gone,  publié 
dan-  1.  ■^  l'/nlosophical  Transactions  (t.  CXLVII;  Londres,   1857). 

D'autre  part,  nous  avons  reçu  de  M.  Élie  Perrix,  professeur  à  l'École 
J.-B.  Say,  les  remarques  suivantes  :  Soit  ABG...HKL  un  polygone  de 
{n  -\-\)  côtés;  choisissons  AB  pour  base  principale,  et  désignons  par  «i, 
«2,  «^3»  •  .  •  j  ««  les  côtés  BC,  CD,  DE, . . . ,  KA.  Si,  par  exemple,  le  triangle 
ABG  fait  partie  d'une  décomposition,  le  sommet  G  décompose  le  périmètre 
BCD. .  .GHK  en  deux  polygones  ayant  pour  bases  principales  BG  et  AG, 
qui  remplacent  AB  ;  de  même,  si  le  triangle  BGE  fait  partie  d'une  décom- 
position, il  sépare  le  polygone  BGDEG  en  deux  autres,  et  ainsi  de  suite; 
on  classe  ainsi,  dichotoniiquement,  les  {n  —  1)  sommets  du  polygone, 
autres  que  A  et  B. 

Plaçons,  sur  une  ligne  horizontale,  les  côtés 

«1,        «2?        ^3?         •  •  •  1        ^tli 

et  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  n  est  égal  à  8.  Si  le  point  G  fait 
partie  de  la  décomposition,  il  sépare  «5  de  ag  et  nous  représenterons  cette 
première  décomposition  par 

(«i,  «2,  «3,  «4,  «s),     (ûEfi»  «7î  «ap- 
puis, si  BGE  fait  partie  de  la  décomposition,  nous  séparerons  ai,  . .  . ,  ag 
en  deux  par 

{(a^,  ai,  aj),  («4,  as)),  (a^,  a^,  a»), 

et  ainsi  de  suite.  Par  conséquent,  si  l'on  considère  la  décomposition  du 
polygone  de  9  côtés,  dans  laquelle  on  a  tracé  les  diagonales  GK,  GA,  GB, 
GE,  BE,  CE,  on  peut  représenter  cette  décomposition  par  le  symbole 


(((a,),  (aj,  «3)),  (ofi,  a-S),   [ia^,  «7),  (ag)), 


ou 


a,,     «2»  «3?     «v>  «3,     «6»  «7,     «8- 
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En  général,  à  toute  décomposition  d'un  polygone  de  (/n-i)  côtés,  en 
(n  —  i)  triangles,  correspond  une  manière  d'obtenir  le  produit  de  ii  fac- 
teurs «1,  «2,  «3,  ...,  cin,  par  {n — i)  multiplications  de  deux  facteurs,  en 
effectuant  suivant  l'ordre  des  indices,  et  inversement.   Par  conséquent: 

Le  nombre  des  manières  d'effectuer  le  produit  de  n  facteurs  ai,  a-j, 
. . .,  aa,  cLu  moyen  de  {n  —  i)  multiplications  de  deux  facteurs,  pris 
dans  l'ordre  des  indices,  est  égal  au  nombre  des  décompositions  d'un 
polygone  convexe  de  (/i4-i)  côtés  en  triangles,  par  des  diagonales 
qui  ne  se  coupent  pas  à  l'intérieur  du  polygone. 

On  en  déduit  facilement  cet  autre  théorème  :  Le  nombre  des  manières 
d'effectuer  le  produit  de  n  facteurs,  au  moyen  de  (/i  — i)  multiplica- 
tions de  deux  facteurs  pris  dans  un  ordre  quelconque,  est  égal  au  pro- 
duit du  nombre  des  décompositions  du  polygone  de  (n-hi)  côtés  en 
triangles,  par  le  nombre  n\  des  permutations  des  n  facteurs. 


Fig.  76. 

( 
(      I 

( 


«1 
a^ 
az 
a^ 

«5 

«6 

a^ 

\       \       <^8 

La  figure  ci-jointe  nous  montre  encore  que  le  nombre  des  manières  d'in- 
terpréter une  fraction  étagée  de  /i  termes  (  n°  82,  Ex.  H)  est  égal  au  nombre 
des  décompositions  d'un  polygone  de  (/i-i-i)  côtés  en  triangles. 

Et  ainsi  le  nombre  des  classements,  par  voie  dichotomique,  de  n  objets 
rangés  dans  un  certain  ordre,  est  égal  au  nombre  des  décompositions  d'un 
polygone  de  (/i-f-i)  côtés  en  triangles,  par  {n  —  i)  diagonales  qui  ne  se 
coupent  pas  à  l'intérieur  du  polygone. 


II.       Sur  le  problème  des  rencontres  (n°  123). 

Le  nombre  Q^  des  permutations  de  n  lettres,  où  aucune  lettre  n'occupe 
la  place  que  lui  assigne  son  rang  dans  l'alphabet,  est  égal  au  nombre  des 
substitutions  irréductibles  de  n  lettres. 

Cette  même  question  a  été  traitée  par  Laplace  et  généralisée,  au  moyen 
de  la  théorie  des  fonctions  génératrices,  dans  la  Théorie  analytique  des 
Probabilités  {Œuvres,  t.  VII,  p.  '^42). 

De  la  formule 


NOTES     Kl     AIMMTIONS.  49' 

on  déduit,  en  remplaçant  n  successivement  par   i,  '^.  . .  . ,  n,  et  en   faisant 
la  somme  des  égalités  obtenues, 

Qrt+,  =  ZnCln^  const., 

la  constante  étant  égale  à  o  ou  à  i.  <iii\;int  que  n  est  pair  ou  impair. 

On  peut  obtenir  diverses  proprid»  s  ;u  ithmétiques  des  nombres  Q„.  On 
remarque  d'abord  que  deux  nombres  consécutifs  sont  premiers  entre  eux, 
par  suite  de  la  formule  (2)  du  n"  123.  De  plus,  Q„4-i  est  divisible  par  /?, 
comme  cela  résulte  de  la  première  formule  de  la  page  2i3.  De  la  formule 
symbolique 

(  P  H- a:- )«  ti^  (  Q -T- X -h  I  )«, 

on  déduit  la  formule  générale 

et,  par  exemple,  en  supposant 

il  vient 

et  pour  X  =  o 

P'-CP  — i>^^Q^(Q-i-i)'-. 

Si  l'on  remplace  r  par  un  nombre  premier/?,  en  observant  que  P^  est 
divisible  par  />,  pour  n  ^/?,  et  en  tenant  compte  des  restes  du  triangle 
arithmétique,  il  vient 

Q,,H.^=— Q.,         (mod./)); 
on  en  tire,  plus  généralement, 

Q'/,p^  =  (-iy*Q,        (mod.^), 
et  ainsi  les  restes  de  Q^  par/?  se  reproduisent  périodiquement. 


III.  —  Sur  le  problème  des  ménages  (n°  1Q3). 

Nous  désignerons  par  F  et  H,  avec  les  indices  de  1  à  n,  les  n  femmes  et 
leurs  maris  respectifs;  puis,  par 

X„  le  nombre  des  permutations  des  n   ménages  qui  sont  conformes  à 

l'énoncé; 
{jL„  »  qui    présentent   le   seul  défaut  de  finir 

p;ir   I  ; 
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v,i  le  nombre  des  permutations  qui  présentent  un  seul  défaut,  à  l'ex- 
ception de  commencer  ou  de  finir 
par  T,  ou   de  finir  par  n\ 

p,i  »  qui  se  terminent  par  i  et  présentent  un 

seul  autre  défaut. 

Supposons  que  les  n  ménages  soient  assis  autour  de  la  table  dans  Tune 
des  1,1  dispositions  cherchées  et  que  survienne  un  ménage  que  nous  dési- 
gnerons par  F,i4-i  et  Hn+i  ;  alors  les  convives  se  serrent  de  manière  à 
ouvrir  deux  nouvelles  places  formant  un  intervalle  que  nous  pouvons  ima- 
giner situé  immédiatiement  à  gauche  de  Fj.  Alors  F/^+i  se  place  dans  cet 
intervalle,  et  si  son  mari  s'y  plaçait,  la  permutation  serait  fautive;  mais  le 
mari  H^^-i  peut  changer  de  place  avec  les  n  maris,  à  l'exception  de  deux, 
Hi  et  celui  qui  est  à  la  gauche  de  F^.  Par  conséquent,  par  cette  intercala- 
tion,  nous  obtenons  (n  —  'i)Xn.  dispositions.  Mais  on  peut  encore  obtenir 
d'autres  permutations,  conformes  à  l'énoncé,  en  commençant  par  les  per- 
mutations  fautives   de    n   ménages,    que    nous   avons   désignées   par   |jt.„, 

1°  Supposons  que,  dans  la  permutation  qui  précède  l'arrivée  des  nouveaux 
venus,  le  mari  Hj  soit  à  la  gauche  de  sa  femme  Fi  ;  dans  ce  cas,  le  ménage 
d'indice  (n-\-ï)  peut  se  placer  à  la  gauche  de  Fi  ;  mais  le  mari  Hn^i  doit 
échanger  sa  place  avec  l'un  quelconque  des  maris,  à  l'exception  de  H^;  on 
obtient  ainsi  (n  —  i)iJ-n  permutations  des  ménages. 

i"  Supposons  que  la  permutation  qui  précède  l'arrivée  des  nouveaux 
venus  soit  une  de  celles  que  nous  avons  désignées  parv„,  alors  le  ménage 
d'indice  (n-+-i),  se  plaçant  à  la  gauche  de  Fi,  la  permutation  est  fautive; 
mais  on  ne  peut  la  rendre  conforme  à  l'énoncé  que  par  l'échange  de  H„+i 
avec  le  mari  qui  se  trouvait  à  côté  de  sa  femme;  on  a  ainsi  v„  permutations 
des  {n  -f-  i)  ménages,  distinctes  des  précédentes. 

3°  Si  la  permutation  qui  précède  l'arrivée  an  (n  -f-i)'^"»^  ménage  est  une 
de  celles  que  nous  avons  désignées  par  p„,  le  premier  défaut  se  trouve  cor- 
rigé par  l'intercalation  de  F^+i  à  la  gauche  de  Fi,  et  le  second  défaut  par 
Hrt+i,  qui  remplace  le  mari  qui  se  trouvait  à  côté  de  sa  femme,  tandis  que 
celui-ci  vient  se  placer  entre  Fi  et  F„+i  ;  par  suite,  p,i  permutations  dis- 
tinctes des  précédentes. 

Inversement,  si  l'on  considère  une  permutation  quelconque  X„+i  de  (/i-f-  i) 
ménages,  conforme  aux  conditions  de  l'énoncé,  le  départ  du  ménage 
(n-hi)  conduit  à  l'une  des  quatre  dispositions  que  nous  avons  désignées 
par  X,i,  ix,i,  v,i  et  p,i-  On  a  donc  la  formule 

(0  >^/i+i  =  (/i  — •2)X,i-+-(/i  — I)fx,i-f-v„^-p„. 

Pour  obtenir  d'autres  formules,  nous  reprendrons  la  figuration  sur  un 
échiquier  de  n^  cases  (p.  5ii5),  en  désignant  par  a,  b,  c,  d,  e,  les  cases 
que  nous  aurons  à  considérer  plus  spécialement  (y?^.  77).  Les  permuta- 


NOTES    ET    ADDITIONS.  493 

lions  sans  défaut  (X„)  sont  celles  qui  correspoiulent  au  problème  des 
n  tours  placées  sur  les  cases  de  réciiicjuier,  à  l'exception  des  ca«"^  (!<•  \;\  dia- 
gonale ac,  des  cases  situées  iimiKMliiii.inciii  ini-dessus,  et  <lr  l,i  ,  ,i>.c  b. 
Nous  supposerons  toutes  les  cases  blanches,  à  l'exception  <lr  ,,  ||,  >.  que 
nous  venons  d'indiquer  et  que  nous  considérerons  comme  non  <  s. 

Les  dispositions  dans  lesquelles  une  tour  occupe  la  case  a,  et  les  (  n  —  i) 
autres  tours  sont  sur  des  cases  blanches,  ont  été  désignées  par  |i,„;  celles 
dans  lesquelles  une  seule  tour  occupe  une  case  noire  autre  que  a,  b,  c, 
sont  des  v„;  enfin,  celles  où  une  tour  occupe  une  case  noire  autre  que  a, 
b,  c  et  où,  en  outre,  une  tour  occupe  la  case  a,  constituent  la  caté- 
gorie   pn- 

Si  nous  considérons  l'une  des  permutations  fi.„  et  si  nous  sup|)rinions 
par  la  pensée  la  ligne  et  la  colonne  renfermant  la  case  a,  il  reste  un  échi- 
quier de  {n  —  i)2  cases  sur  lequel  les  {n  —  i)  autres    tours  forment  une 


^'ig-  li- 


ai    . 


e     . 
.     b 


(crlaine  permutation.  Si  la  case  e  n'est  pas  occupée,  cette  permutation 
rentre  dans  la  catégorie  X„_i,  et  si  la  case  e  est  occupée,  elle  rentre  dans 
la  catégorie  [in-i'  0"  21  donc 


('K 


fA„=  X„_l4-  |J.„. 


Si  nous  considérons  l'une  des  permutations  v„,  elle  présente  celte  cir- 
constance que  l'une  des  cases  noires,  autre  que  a,  b  ou  c,  est  occupée 
par  une  tour.  Or,  par  des  permutations  circulaires  des  colonnes,  puis  des 
lignes  de  l'échiquier,  on  peut  amener  cette  tour  à  occuper  la  position  a 
et  former  ainsi  l'une  des  permutations  [Ji„;  mais  il  y  a  sur  l'échiquier 
(in  —  3)  cases  noires  autres  que  a,  6,  c;  on  a  donc 


(3 


v„=  (2/i-3)n„, 


Enfin,  dans  une  permutation  p„,  la  case  a  est  toujours  occupée.  Si  la 
case  d  est  occupée,  la  permutation  figurée  qui  reste  lorsque  l'on  supprime 
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la  ligne  et  la  colonne  contenant  a,  appartient  à  la  catégorie  pn-ij  comme 
on  le  reconnaît  facilement  en  tournant  l'échiquier  d'un  demi-tour  autour 
de  son  centre.  Si  la  case  d  n'est  pas  occupée,  on  peut  toujours  amener  la 
case  fautive  à  occuper  cette  placé  extrême  par  des  permutations  conve- 
nables des  lignes  et  des  colonnes,  ce  qui  donne  une  permutation  [ji„_i  ; 
mais  comme  il  y  a  (211  —  3)  cases  noires  que  l'on  peut  amener  en  d,  on 
en  conclut  la  formule 

(4)  prt  =  (2/1—  3)[X„_i-f-  p/i_i. 

Des  formules  (i)  et  (3),  on  déduit 

(5)  X«4-i  =  {n  —  ■2)X„-(-(3/i  — 4)[-t«+  pn- 

Au  moyen  des  diverses  relations  qui  précèdent,  et  des  valeurs  initiales 

1X3=1.  j     1^3=0,  iv3=0,  lp3=I, 

j    Xi^  '2,  (    1^4=    1,  j    V4=    I,  j     p4=  [, 

on  peut  former  le  Tableau  des  valeurs  de  X,i,  (jl^,  v,^,  p„  pour  les  pre- 
mières valeurs  de  /i;  les  différences  des  X  et  des  p  vérifient  les  formules 
(1)  et  (4),  que  l'on  peut  écrire 

En  donnant  à  n  des  valeurs  successives,  on  déduit  les  formules 

(6)  {n—  i)X„+i  =  (n^—  n  -f-  i)(X„-f- X„_i) -h  nX,,-,, 

(7)  ^«-^1  =  {n-h  i)X„-i-2X,i_i—  (n  —  3)X„_2— X,,_3, 

où  n'entirent  plus  que  des  X.  Enfin,  il  y  a  lieu  de  noter  la  formule 

Les  formules  et  les  démonstrations  précédentes  ont  été  obtenues,  pour 
la  première  fois,  par  M.  Laisant.  D'un  autre  côté,  M.  G.  Moreau,  colonel 
d'artillerie,  qui  est  parvenu  aux  mêmes  résultats,  a  encore  indiqué  les  for- 
mules suivantes.  On  peut  écrire  la  relation  (6)  sous  la  forme 

(/i  — i)X„+i—  (/i-i-i)(/i_i)X„— (/i  +  i)X«_i 
=  —  [(/i  — 2)X„—  n{n-~  2)1,1-1—  nln-2]; 

on  peut  donc  poser 

(n  —  2)ln~  n{n  — 1)1^-1—  /iX„_2  =  K(—  r)«-», 
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en  désignant  par  K  une  constante  que  l'on  trouve  éj^ale  à  j.  Ainsi 


L'observation  du  Tableau  qui  contient  les  premières  valeurs  de  À  con- 
duit à  poser 

(10)  X„— 2(— !)'»=  ne„, 
et  l'équation  précédente  donne 

(11)  e«+i  =  /ie„-+-e„-,-+-2(— 1)«. 

La  formule  (ii)  permet  de  calculer  rapidement  les  valeurs  de  6^;  on  a 
ensuite  celles  de  X„  par  la  formule 

X//  =  B/i+i  —  ©«-1  ; 

on  trouve  ainsi,  pour  les  premières  valeurs  de  /i, 


n. 

«n- 

X„. 

4 

o 

2 

5 

3 

i3 

6 

i3 

80 

7 

83 

579 

8 

592 

4738 

9 

4821 

43387 

lO 

43979 

4  39792 

11 

4  446i3 

4890-41 

12 

493I720 

592  16642 

i3 

59661255 

775596313 

i4 

78o5  3io33 

I  09274  34464 

i5 

10987095719 

164806435783 

i6 

16  55869  66816 

2649391469058 

^7 

2660,378564777 

î  ')■.>:>.  <)  {356  01207 

i8 

4539  7.0225  68023 

817056406224416 

19 

81971  6784789193 

i5  57461  8910994665 

20 

i5  62001  09335  62688 

31240021  8671253762 

21 

313219935456042955   1 

IV.  —   Sur  les  nombres  d'HAMILTON  (  n»  81  ). 

Considérons  le  Tableau  suivant;  il  est  formé  d'étages  successifs,  séparés 
par  une  barre  horizontale;  dans  chaque  étage,  un  nombre  quelconque  est 
ô^mI  au  nombre  placé  immédiatement  au-dessus,  augmenté  de  tous  ceux 
qui  pr/   .  lent  celui-ci   dans   la  même  ligne.  Cette  loi  subsiste  quand  on, 
[uisse  d  un  étage  à  l'étage  inférieur,  excepté  pour  les  premières  colonnes 
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de  chaque  étage,  qui  sont  formées  par  la  suite  naturelle  des  nombres  en- 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

I 

I 

I 

I 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

I 

5 

9 

14 

20 

6 

i5 

29 

'49 

5 

21 

5o 

99 

4 

26 

76 

175 

3 

3o 

106 

281 

2 

33 
35 

139 
Ï74 

420 
594 

36 

210 

804 

35 

246 

io5o 

34 

281 

i33i 

Les  nombres  d'Hamilton. 

tiers  positifs  et  décroissants  jusqu'à  i.  Les  premiers  nombres  de  chaque 
étage,  que  nous  désignerons  par  a^,  a^,  a^.  «3,  . . .,  forment  la  suite 


si  l'on  pose 

S/i+l  =  «0  -t-  <^l  -+-  <^2 

on  obtient,  pour  Hi,  H2,  H3, 
suivant  : 


2,     6,     36,     876, 


.  4- <2rt         et         11,1=  s,i-\~  i, 
les  nombres  renfermés  dans  le  Tableau 
H„. 


47 

923 

409619 

83763206255 

35  08125  90629  08587  98171 

6i5  34736  87096  57875  84485  22809  27507  75204  33167 


/?. 


2 
3 

\ 

5 
6 

7 
8 

9 
10 
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Les  nombres  H,  que  M.  Svlvester  a  appelés  nombres  d'Hamilton, 
jouent  un  très  grand  rôle  dans  la  théorie  des  équations  ('). 

Le  calcul  des  nombres  du  Tableau  précédent  a  été  effectué  au  moyen 
vl'une  formule  très  remarquable,  due  à  M.  J.  Hammond. 

Soit 

l  +  X-h      X-  ->n        a-3  -h  37*  -i-   .  .  .    =  ^o(^), 

1X-k-'^x^-T^    !\x^ -~      Sx'* -\- . . .  =  gi{x)^ 

ÇtX^+  l'jX^  -r-     'li^x'*  -^  .  .  .   =  gi{x)^ 
36^73  -h  2I0X*  -h   .  .  .    r=  gz{x), 

et  ainsi  de  suite;  en  général, 

anX»  -h  bnX"^^  -+-  C„a"'+2  H_  dnX'i+'^  +  ...   =  gn{^). 

Ou  multiplie  g,i{^)  pai*  le  développement  de  la  puissance  de  (i  —  x) 
d'exposant  égal  à  — a»;  si  l'on  compare  le  résultat  au  développement  de 
.;'rt4-i(^),  en  tenant  compte  de  la  loi  de  formation, 

On+i  =  C,i  -1-  a,i  On  H 


Cn+\  =  du  H-  ««  C,t  -f- 


1.2. 3 

anian  -f-i)(a/,-f-2)(3^„-M) 

l.-2.3.i 


Multiplions  les  deux  membres  par  (i  —  xyn+^^  il  vient 

(I  —  xyn,^  gn^iix)  —  (i  —  xyng„{x) 

=  ar«-«(i  —  x)-*n+i-^«  —  x"--^{\  — X  y»-^^. 

Remplaçons  successivement  n  par  o,  1,2, ,  (/i  —  Ti,  et  ajoutons  les 

identités  obtenues;  il  vient,  après  quelques  transformatior.s, 

(,  _  xyng„{x)  —  (I  —  J-)--'  -h  .r -1  (i—  j^  )  —  ar«-»  (i  —  xyn^  • 
H- jr"-Hl  —  x)-^'-«-^2-l-  ...  -h^-*('  —  37)^1+2. 


(')  Sylvester,  5Mr  les  nombres  dits  de  Hamilton.  Congrès  de  Toulouse, 
1887,  p.  i65.  —  Sylvester  et  Hammond,  On  Haniilton's  Numbers,  dans  les  Phi- 
losophical  Transactions,  vol.  CIAWIII,  p.  285-3i3,  et  vol.  CLXXIX,  p.  65-71. 
Londres,  1887. 

E.  L.  —  L  32 
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En   égalant  les  coefficients  de  x'^  dans  les  deux  membres,  on  obtient 
ainsi  la  formule  de  M.  Hammond 

H„(H„  — I)        H„_iCH„_i-t)(H„_,-9.) 
H„-M  -  1  =^  —. 


H-(-i)' 


3! 
H,(H,-i)(Hi— 2)...  (Hi-A?) 

Ol-4-l)! 


En  multipliant  les  deux  membres  de  l'identité  précédente  par  (i  —  x)  et 
en  identifiant  les  coefficients  de  x"-,  on  trouve,  après  avoir  posé  /„  =  H„  -h  1 , 
la  formule  donnée  par  M.  Sylvester 

OU,  en  se  servant  de  la  notation  des  jcombinaisons, 

i-C;      +G?     —  G5      +....=0. 

'«-1  '  n—i  'n— 3 

V.  —  Sur  les  réseaux  d'un  quinconce  (n°  190,  Ex.  II). 

Quelles  que  soient  les  dimensions  du  quinconce,  on  peut  en  séparer  tous 
les  sommets  par  deux  séries  de  lignes  parallèles  {Jig.  78),  et  de  telle  sorte 
que  chaque  sommet  occupe  le  centre  d'un  carré  formé  par  le  réseau  des 
<leux  systèmes  de  parallèles.  Puisque  tous  les  sommets  du  réseau  sont 
des  points  d'ordre  pair  (2  ou  4),  ce  réseau  peut  toujours  être  décrit  d'un 
seul  trait  (n°59);  mais,  conformément  à  l'énoncé,  les  lignes  des  deux 
systèmes  de  parallèles  doivent  être  décrites  d'un  seul  trait  continu.  Soient 
p  et  q  les  nombres  des  points  contenus  sur  les  côtés  AT  et  AG  du  rec- 
angle;  de  plus,  supposons  p  et  q  premiers  entre  eux;  sur  la  figure  on  a 
p  =  5  et  q  =  y. 

Supposons  que  la  figure  soit  repliée  autour  de  la  ligne  HL,  puis  que 
l'on  replie  de  nouveau  la  figure  autour  du  côté  inférieur,  et  ainsi  de  suite  ; 
on  forme  donc  de  deux  en  deux  le  même  dessin  et  de  deux  en  deux  des 
images  du  dessin.  Gela  posé,  en  partant  de  A,  on  décrit  le  chemin  AB  en 
descendant  de  p  lignes,  puis  le  chemin  BGD,  dont  on  remplace  la  partie 
GD  par  sa  symétrique,  de  manière  à  descendre  toujours  entre  les  deux 
côtés  AG  et  TM  du  rectangle.  En  partant  du  côté  gauche,  pour  y  revenir 
après  réflexion  sur  le  côté  droit,  on  descend  donc  de  2^  lignes  sur  l'échi- 
quier indéfini.  Pour  obtenir  les  numéros  des  points  de  brisure  sur  AG 
ou  son  prolongement,  on  forme  donc  la  progression  arithmétique,  do 
raison  9.p, 

o,     2/?,     4/?,     Gy>,      

Mais  si  l'on  veut  obtenir  les  numéros  correspondants  sur  le  rectangle 
primitif  de  la  figure,  on  prend  les  restes  de  ces  nombres  par  2<y;   alors 
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\'J\i 


deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant  que  le  reste  r,  toujours  pair,  m- 
dépasse  pas  (q  —  i)  ou  est  plus  grand  que  (g  —  i);  dans  le  premier  cas, 
i>n  conserve  le  reste  obtenu,  car  le  numéro  de  brisure  corresp«^»n«l  ;«  un 


Fig.  78. 
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rectangle  de  même  orientation  que  le  rectangle  primitif;  dans  le  second 
cas,  si  l'on  a 

le  point  de  brisure  se  trouve  dans  un  rectangle  symétrique  du   premier; 
alors  on  remplace  /•  par  son  complément  à  {2q  —  i). 
Ainsi,  dans  l'exemple,  on  forme  les  nombres 

o,     10,     20,     3o,     40,     5o,     60,     70; 

les  restes  par  14  sont 

o,     10,     6,     2,     }■?.,     8,     4>     o- 

On  conserve  les  restes  o,  6,  2,    \,  et  l'on  remplace  les  autres  par  leurs 
compléments  à  i3;  on  a  ainsi 

o,    3,    6,    2,     I.     ">.     i,     o. 
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Donc  on  passe  successivement  par  les  sommets 

A,     D,     G,     K,     N,     S,    V,    A, 

et  l'on  revient  au  point  de  départ  après  avoir  passé  par  tous  les  sommets 
du  côté  AG.  Il  en  est  toujours  ainsi  lorsque  p  el  q  sont  premiers  entre 
eux,  car  les  restes  de 

o,     ip,     4/?,     6/?,      ...,     iqp 

par  iq  sont  tous  pairs  et  différents;  en  complétant  à  {iq  —  i)  ceux  qui 
surpassent  {q — i),  on  obtient  des  nombres  impairs  tous  différents.  On 
forme  donc  la  suite  des  nombres  de  o  à  (^  —  i).  D'ailleurs  le  même  rai- 
sonnement s'applique  sur  les  autres  côtés  du  rectangle. 

Lorsque  les  nombres/?  et  q  ont  un  plus  grand  codiviseur  d^  le  réseau 
se   trouve  formé   de  d  contours  continus   de   même  longueur.  En  effet, 

posons 

p  =  p'  d         et         q  =  q'  d^ 

p'  et  q'  étant  premiers  entre  eux.  Alors  le  terme  de  rang  q'  dans  la  pro- 
gression arithmétique 

o,     ip,     4/?,      ...,     iq'p 

donne  o  pour  reste,  et  le  contour  commençant  en  A  ne  rencontre  plus  que 
q'  points  du  côté  AG;  en  supprimant  ce  contour,  on  prend  un  autre  des 
sommets  sur  AG  et  l'on  forme  de  même  un  second  contour  au  moyen  d'une 
progression  arithmétique  de  raison  2/?,  et  ainsi  de  suite.  c.  q.  f.  d. 

Cette  démonstration  est  due  à  M.  Élie  Perrin. 


VI.  —  Sur  la  sommation  des  indicateurs  (n°  224). 

Si  l'on  désigne  par  2cp(/i)  la  somme  des  indicateurs  des  n  premiers 
nombres  et  par/?,  g,  r,  ...  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  /i,  on  a  la  formule 


On  a,  par  exemple,  pour  /i  =  6, 


pq 


p  =  •>.,  ^  =  3,         /•  =  :; 

^       .,  c^  6  ,.  6 
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par  suite, 

2Scp(6)  =  36-f-i— 9  — 4  — n-i-4-o-f-o  — 0  =  2f, 
et  l'on  a 

c?(i)  +  ç>(2)-+-ç(3)-f-cp(4)-f.cp(5)-i-(p(6)  =  ia. 

Pour  démontrer  la  formule  (i),  il  suffit  donc  de  faire  voir  que,  si  elle  est 
vérifiée  pour  les  {n  —  i)  premiers  entiers,  elle  subsiste  pour  les  n  pre- 
miers. Lorsque  l'on  passe  de  (n  —  i)  à  n,  le  second  membre  de  cette  for- 
mule augmente  de 

j..-<.-„.-2[(=j)'-(^"-?)'] 

mais  si  l'on  observe  que  la  différence 


X  X 


est  égale  à  i  ou  à  o,  suivant  que  x  est  ou  n'est  pas  diviseur  de  n,  et  si 
l'on  désigne  par  a,  6,  c,  ...  les  diviseurs  premiers  de  n  et  par  jx  leur 
nombre,  l'expression  (2)  devient 


(3) 


ou  encore 


c'est-à-dire  2cp(n),  puisque  la  somme  alternée  des  coefficients  du  binôme 
est  égale  à  zéro, 

La  formule  (i)  a  été  donnée  par  M.  Perott,  dans  le  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  (t.  IV);  la  démonstration  précédente  nous  a  été 
communiquée  par  M.  J.  Hammond. 


VII.  —  Sur  les  permutations  circulaires  avec  répétition  (n»  221).; 

Lorsque  n  désigne  un  entier  quelconque,  le  nombre  des  permutations 
rectilignes  de  n  objets  tous  différents  est  égal  à  /i!  et  le  nombre  des  per- 
mutations circulaires  est  égal  à  {n  —  1)! 
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Mais  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsque  les  objets  ne  sont  pas  tous  distincts; 
si  l'on  suppose  a,  P,  Y?  •  •  • ,  ^  objets  respectivement  égaux  à  «,  ^,  c,  . . . ,  / 
et  si  l'on  fait 

/i  =  a  -f-  p  -f-  Y  -^  . . .  +  ^^, 

le  nombre  des  permutations  rectilignes  est 

(0  B('^)- 


a!  p!  YÎ...X!' 

mais  il  reste  à  déterminer  le  nombre  G(/i)  des  permutations  circulaires. 
Si  les  n  objets  sont  tous  différents,  on  a  la  formule 

{•2)  nG{7i)=:R{n), 

parce  que  chaque  permutation  circulaire  peut  être  ouverte  à  n  places  pour 
former  des  permutations  rectilignes  distinctes.  La  formule  (2)  subsiste 
encore  si  les  nombres  a,  ^,  y,  . . .,  X  sont  premiers  entre  eux;  mais,  si  ces 
nombres  ont  un  codiviseur  autre  que  l'unité,  il  y  aura  des  permutations 
circulaires  qui  se  composeront  de  groupes  identiques  et  qui  produiront, 
par  leur  ouverture,  moins  de  n  permutations  rectilignes  correspondantes. 
Ainsi,  par  exemple,  soient  les  quatre  objets  a,  a,  b,  b,  la  permutation 
circulaire 

/   aabb, 
a  \ 

1  1  .  .  .,.  )   abba., 

b  a      donne  les  quatre  permutations  rectibgnes  \ 

\   bbaa, 

\   baab, 

et  la  permutation  circulaire 

a 

/  /  j  1  •  M-  i  abab, 

b  b      ne  donne  que  deux  permutations  rectilignes  < 

/  baba. 


Désignons  par  D  le  plus  grand  codiviseur  des  nombres  a,  p,  y,  •••,  )^ 
et  par  /?,  ^,  r,  ...  les  facteurs  premiers  qu'il  contient.  Si  l'on  retranche 
de  G(/i)  et  de  R(/i)  toutes  les  permutations  qui  peuvent  se  décomposer 
en  groupes  égaux,  les  permutations  rectilignes  qui  restent  sont  /i  fois  plus 
nombreuses  que  les  permutations  circulaires  correspondantes;  par  consé- 
quent, les  deux  expressions 


c,.)-2;o{j).2»(s)-^*' 
;[.(,o-2:»g).2:«(^;)-...*K(j^)] 
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sont  égales.  Posons,  pour  abréger,  Q(g7)  =  -  R{x),  on  a  donc  la  formule 


(i) 


Si  nous  supposons  d'abord  D  égal  à  un  nombre  premier/»,  au  produit 
de  deux  nombres  premiers  p  el  q,  ou  à  une  puissance  />"  d'un  nombre 
premier,  nous  trouvons  respectivement 


(4) 


(>) 


(fi) 


G(«)  =  Q(„)+(.-i)Q(^), 


On  aperçoit  ainsi  la  formule  générale  suivante,  dans  laquelle  o  désigne 
le  symbole  de  l'indicateur  (n°  216),  et  d  un  diviseur  quelconque  de  D 

(,)  «('')=i:^q(5)- 

On  peut  démontrer  la  généralité  de  la  formule  (7)  en  faisant  voir  qu'elle 
est  vraie  pour  la  valeur  D  du  plus  grand  codiviseur  de  a,  p,  y>  •  •  • ,  ^ 
lorsqu'elle  est  admise  pour  tout  diviseur  de  D;  on  peut  aussi  démontrer 
directement  l'exactitude  de  la  formule  (7).  que  l'on  peut  encore  écrire 
sous  la  forme 

(8)  G(n)=12?<''>'*0- 

Le  contenu  de  cette  Note  nous  a  été  communiqué  par  M.  le  colonel 
G.  More  AU. 


VIII.  —  Sur  les  restes  du  triangle  arithmétique  (n«  228). 

Nous  avons  déjà  indiqué  le  moyen  de  calculer  le  reste  de  la  division 
d'un  terme  quelconque  C',^  du  triangle  arithmétique  de  Pascal  par  un 
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nombre  premier/?,  en  ramenant  les  indices  m  et  n  k  des  entiers  compris 
entre  o  et  p.  On  peut  encore  simplifier  cette  recherche  et  ramener  les 

indices  à  des   nombres  dont  l'un  ne  dépasse  pas  E -,  et  l'autre  E  Ç»  par 

les  considérations  suivantes,  que  nous  avons  tirées  du  Mémoire  de  Gauciiy, 
tout  en  simplifiant  l'exposition  et  les  démonstrations  (^oc.  cit.,  p.  23i-243). 
Mais,  pour  la  symétrie  des  calculs  et  pour  leur  extension  à  la  détermi- 
nation des  restes  des  coefficients  dans  les  puissances  d'un  polynôme,  par 
un  module  premier/»,  il  est  préférable  de  remplacer  le  triangle  de  Pascal 
par  le  carré  arithmétique  de  Fermât  (n^'SS). 
Soit  donc  un  terme  quelconque 


^•«~     ^i-vi     ~^y' 


nous  pouvons  supposer,  par  les  formules  du  n**  228, 

x+jK</>— I        et       x^-- 

D'autre  part,   si   l'on  désigne  par  a:,  y,  z  trois  entiers  positifs   dont  la 
somme  égale  (/>  —  i) ,  on  a 

{x-\-y-^z)\  _ 

x\y\zr    ~  "^P-^^y 

ou,  par  la  première  formule  de  la  page  \'io  et  en  raison  de  la   symétrie, 

{p-i)\ 


x\ y\  z\ 
on  en  déduit 


^(-i)-Fj  =  (-i)rFf^(-i)-F^        (mod./?); 


Par  la  formule  précédente,  on  peut  supposer 

y  <p  —  \  —  x  —  y        ou        7<^ 

et,  puisque  x^y,  on  peut  supposer 


Par  conséquent,  pour  un  module  donné  />,  on  construit  le  carré  arith- 
métique  de  Fermât  par  la  loi  de  formation  ordinaire,  en  ne  conservant 

que  les  restes  minimums  pour  des  valeurs  de  x  qui  ne  dépassent  pas  E  -q? 
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et  pour  des  valeurs  de  y  qui  ne  dépassent  pas  E  ^.  On  a,  par  exemple, 


pour  p 


12345678^' 


23456789 
6  0  ï  2  9  2  7 
.  I  3  T  8  6  . 
..6717. 
.      .      .      ")     G     .      . 


Restes  du  carré  arithmétique  de  Fermai  par  19. 

On  vérifie  les  calculs  en  observant  que,  si  l'on  détermine,  par  la  loi  de 
formation,  le  terme  qui  suit  le  dernier  de  chaque  ligne  horizontale,  on 
doit  obtenir  un  reste  égal  et  de  signe  contraire  au  précédent  si  x  est  im- 
pair, et  égal  à  l'antéprécédent  si  a?  est  pair. 

Lorsque  le  module  p  dépasse  5o,  le  Tableau  des  restes  devient  troj) 
étendu  ;  cependant,  lorsque  le  nombre  premier  p  ne  dépasse  pas  1000, 
on  peut  calculer  les  restes  du  triangle  arithmétique  par  des  additions, 
au  moyen  de  Tables  construites  par  Jacobi  ,  et  désignées  sous  le  nom  de 
Canon  arithmeticus.  La  théorie  et  l'application  de  ces  calculs  seront 
exposées  plus  loin. 


IX.  —  Sur  le  théorème  de  Staudt  et  Clausen  (n»  234). 

M.  Hermite  a  indiqué  une  méthode  de  calcul  des  nombres  entiers  A 
dont  nous  allons  simplifier  la  démonstration,  tout  en  lui  laissant  une  form«' 
plus  générale.  Cette  méthode,  dit  l'illustre  auteur  dans  sa  Lettre  à  Borciiardt 
{Journal  de  Crelle,  t.  LXXXI,  p.  93),  conduit  à  la  connaissance  d'un 
grand  nombre  de  fonctions  numériques  venant  se  joindre  à  toutes  celles 
dont  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  a  donné  l'origine  et  les  propriété». 

Soit  un  polynôme /(;r),  à  coefficients  entiers,  et 


?-•( 


^)=;?i[ 


d'-f{x-^\) 
dx'' 


dxr 


V 


les  polynômes  ^;  (^)  ont  aussi  leurs  coefficients  entiers.  Au  moyen  de  la 
formule  de  Taylor,  l'équation  fondamentale  pour  le  calcul  des  nombres  de 
Bernoulli  (n°  133) 


/(B  -h  ar  -+-  I)  -/( B  -+-  a:)  ^/'(x) 
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peut  être  écrite  sous  la  forme 

/'  (^)  =  Bo  cpo  +  Bi  cp,  +  B2  cp2  + 

Si  l'on    remplace   les   nombres   B   en   fonction    des   nombres  entiers  A 
fournis  par  le  théorème  de  Staudt,  on  trouve,  en  posant 

Si  =  Aocpo+  Aicpi  H-  Ajcpa-i-  •  •  •  —/'(•«'), 
et  pour  p  premier 

la  formule 

(1)  Si=  22+  S3+  SgH-  S7-f-  2i,-+- 

D'ailleurs  S^  est  un  nombre  entier  pour  toute  valeur  entière  de  x^  car, 
si  la  somme  des  fractions 

a       b       c  l 

-a'      P'      v'      •■■'      l' 

dont  les  dénominateurs  désignent  des  nombres  premiers  différents,  est 
égale  à  un  nombre  entier,  chacune  des  fractions  de  la  somme  est  égale  à 
tin  nombre  entier. 

En   supposant  f(x)=x^"-^,    on    retrouve   les    deux    propositions    de 
M.  Hermite,  savoir  : 


Les  expressions 


'y'2/i+-i  /ry^-1        r.2/^-2      rsp-s 

•^  /   ^2/'+-l       ,      '^2/?4  1       ,      '-^2«+-l 


et 


p        \    XP-^  ^2/>-2  x'^I'-'^ 

sont  des  nombres  entières,  si  x  est  entier  et  p  premier. 

X.  —  Sur  l'extraction  des  racines  par  les  moyennes  (n°251). 

Considérons  deux  nombres  positifs  quelconques  ao  et  ^0  5  désignons  par 
(Il  et  bi  la  moyenne  arithmétique  et  la  moyenne  harmonique  des  deux 
nombres  donnés,  de  telle  sorte  que 

«0  H-  60  ,  la^bo  j  , 

2  a^-]-  Oo 
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répétons  les  mêmes  opérations  sur  «,  et  61,  puis  sur  a^  et  6j,  et  ainsi  dr 
suite,  de  telle  sorte  que  Ton  ait 

ft/t-hl   — '  '''/i  +  l  =  ~r~r~''  <^hi-tlO,i  +  i  r-  OqU^)-, 

2  Cl,i  -r-  0,1 


les  nombres  «j,  a^,  «3,  ...,  a,i  sont  décroissants,  mais  leurs  carrés  sur- 
passent le  produit  «o^oî  les  nombres  61,  62»  ^3>  •  •  •  »  ^«  sont  croissants,  et 
leurs  carrés  sont  toujours  plus  petits  que  oto  ^o-  Enfin  la  différence  (a^  —  b,,  ) 
décroît  très  rapidement  jusqu'à  zéro. 

On  obtient,  de  cette  façon,  un  procédé  rapide  d'extraction  de  la  racine 
carrée,  qui  était  connu  des  anciens.  La  méthode  d'interpolation  par  les 
parties  proportionnelles,  appliquée  par  Hipparqle  à  la  détermination  de 
l'équinoxe,  y  conduit  directement.  En  effet,  soit  «o  >  ^oî  en  prenant  la  va- 
leur 60  approchée  par  défaut,  on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop 
petit  de  (ao^o — ^o)5  ^"  prenant  la  valeur  de  «0  approchée  par  excès, 
on  obtient  pour  le  carré  un  nombre  trop  grand  de  {a\  —  aobo).  Donc,  en 
désignant  par  61  la  nouvelle  valeur  de  {al  —  «o^o)j  dans  la  supposition  (\e^ 
accroissements  proportionnels,  on  aura 

bi  —  bo  bo 


«0  —  ^0        «0  -+-  ^0 
d'où 

la^bo 


b,= 


«0 


Quant  aux  inégalités  précédentes,  elles  sont  immédiatement  visibles  sur 
une  figure  géométrique. 

On  peut  exprimer  «„  et  bn  comme  fonctions  numériques  du  second 
ordre:  en  effet,  si  l'on  pose  (n"  177) 

i(-<^pu  —  </, 

avec 

ao  —  boY 


/>  =  ao-^^o,  g  =  y — - — j 


on  a  les  formules 


_  Va"-' Vî"-«    _  «0^0 

""  ~  Vo V,  V,  \i^  . .  .  V,~-»  "  aU,-.  b„    ' 

I  ç 

-  (an  -  bn)  =  v,V,V».  ...V,-i* 

On  peut  appliquer  un  procédé  analogue  à  rextraclion  de  la  racine  eu- 
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bique  d'un  produit  a^b^CQ  de  nombres  positifs;  on  pose 

ao-h  bo-h  Co  j  _  a,i  -+-  b,i  -h  c, 

cil  =   5 »  l    Cln+l  —    5 


boCo-h  Coao  -i-  aobo  ^          )  ,               b,iCn -\-  c,ian-^  aab,i 

Oi  —  J t  et            {  Ùfi+i  —    — ; y 

ao-h  ÙQ-h  Co 

SaoboCo  I                             3anbaCn 


ùqCq-^- c^aQ-^  a^OQ  \  f?,iC,i-i- c,ian-\-  a,iO„ 

On  a  d'ailleurs 

Ctn+lbn+lCn+l  =  anbnCn—  ...  =  «i  ^i  C^  =  «o^oCo; 

les  nombres  a„,  b^-,  c^  convergent  très  rapidement  vers  la  racine  cubique 
du  produit  a^b^CQ. 

Plus  généralement,  on  a  un  procédé  analogue  pour  l'extraction  de  la 
racine  d'indice  r  du  produit  de  r  nombres  positifs  a^b^  c^  ...  Iq. 

Désignons  parjOi  la  moyenne  arithmétique  des  n  nombres  a^.  b(j,Co, . . . ,  /o; 
par/>2  la  moyenne  arithmétique  des  Cf,  produits  de  ces  nombres  pris  deux 
à  deux,  par/>3  la  moyenne  arithmétique  des  C^  produits  de  ces  nombres 
pris  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  l'identité 
symbolique 

(^  — (7o)(^—  bo){x  —  Cq)  ...  {x—  Iq)^{x—pY. 

Posons  ensuite 

ai=pi,         ùi  =  ^,  c,  =  ^  '   - 


il  en  résulte 


Pi  P-2  Pr-i 

aibiCi  ...  li  =  aoboCo  . . .  Iq. 


Formons  de  nouveaux  nombres  «2,  ^2>  c^-,  • .  • ,  ^2?  déduits  de  «i,  b^, 
Cl,  . . . ,  /i,  comme  ceux-ci  ont  été  déduits  de  a^^  Ôq,  Cq,  . . . ,  Iq\  nous  ob- 
tenons ainsi  des  suites  de  r  nombres  anibn-,c,i,  ...,  /„,  dont  le  produit 
reste  constant,  et  qui  convergent  très  rapidement  vers  la  racine  d'indice  r 
(lu  produit  donné  «o^o^^o  •  •  •  ^o* 

L'application  de  ce  procédé  conduit  à  des  formules  fort  importantes,  que 
nous  exposerons  plus  loin,  dans  l'application  des  fonctions  elliptiques  et 
abéliennes  à  la  théorie  des  nombres. 


XI.  —  Sur  les  réduites  intermédiaires  (n°  259). 

Soit  un   nombre  x  développé  en   fraction  continue;   considérons  deux 
réduites  dont  les  indices  diffèrent  de  deux  unités 


nous  avons  (n"  242) 
]>M-.)ii-,  (le  plus, 
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gp^\  =  qp+i  gp  H-  gp~\  ; 


Si  l'on  donne  à  h  les  valeurs  entières  o,  i,  2,  3, ...,  <7,^+i,  on  obtient 
des  fractions  (w/,  Wh)^  que  l'on  appelle  réduites  intermédiaires;  on  a  la 
suite 

//' - 1  ^      fp-\-^fp  ^      fn-\ -^  ^  fp        _  ^     //. ^ 
^P-i  '     gp-\  -+-  ^/>  '     gp-x  -^'^gp'  '     ^p  * 

On  a  ainsi  formé,  entre  les  réduites  d'indices  {p  —  i)  et  />,  une  suit»* 
incomplète  de  Brocot,  en  intercalant  d'abord  une  médiante  entre  les  deux 
réduites,  puis  une  autre  médiante  entre  la  médiante  intercalée  et  la  der- 
nière réduite,  et  ainsi  de  suite.  On  a  donc  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  réduites  intermédiaires  sont  des  fractions  irréductibles. 

2**  La  différence  de  deux  réduites  intermédiaires  consécutives  est  égale  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  i  et  dont  le  dénominateur  est  égal  au 
produit  des  dénominateurs  des  réduites. 

3°  Si  l'on  développe  un  nombre  x  en  fraction  continue,  et  si  l'on  inter- 
cale entre  la  suite  des  réduites  de  rang  impair  toutes  les  réduites  intermé- 
diaires, de  telle  sorte  que  les  dénominateurs  forment  une  suite  croissante, 
on  obtient  une  nouvelle  suite  croissante  dont  les  fractions  ne  surpassent 
pas  X.  De  même  pour  les  réduites  de  rang  pair. 

4"  On  peut  prolonger  indéfiniment  l'une  des  suites  de  réduites  intermé- 
diaires. En  effet,  si  qn  désigne  le  dernier  quotient  incomplet,  on  peut 
introduire  encore  un  quotient  incomplet  qn-\-i  plus  grand  que  tout  entier 
donné,  et  poser  qn+\  =  ^-  On  forme  ainsi  une  suite  de  fractions  irréduc- 
tibles qui  s'approchent  de  x  d'un  nombre  moindre  qu'un  nombre  donné, 
si  petit  qu'il  soit. 

Les  remarques  précédentes  permettent  de  déterminer,  parmi  toutes  les 
fractions  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné  N,  celles 
qui  s'approchent  le  plus,  par  excès  et  par  défaut,  d'un  nombre  donné 
quelconque  x.  En  effet,  on  développe  x  en  fraction  continue;  si  l'une  des 
réduites  a  pour  dénominateur  N,  c'est  l'une  des  fractions  cherchées;  on 
forme  alors  entre  cette  réduite  et  la  précédente  une  suite  incomplète  de 
Brocot,  en  ne  conservant  que  les  médiantes  dont  le  dénominateur  ne  sur- 
passe pas  N.  Si  aucune  des  réduites  n'a  pour  dénominateur  N,  on  prend 
les  deux  réduites  dont  les  dénominateurs  comprennent  le  nombre  N  et 
l'on  intercale  entre  elles  une  suite  incomplète  de  Brocot. 

Enfin,  nous  ajouterons  que  la  considération  des  suites  de  Brocot  et  de 
F.VREY  conduit  immédiatement  à  la  démonstration  de  ce  théorème  de 
Lejeune-Dirichlet  : 


5io 
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Dans  V ensemble  des  fractions  dont  le  dénominateur  ne  surpasse  pas 
un  entier  donné  N,  il  en  existe  au  moins  une  de  dénominateur  q,  qui 

diffère  d'une  quantité  moindre  que  — —■>  par  défaut  ou  par  excès,  d'un 


nombre  positif  quelconque  x. 
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